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Resumo Neste trabalho estudamos um algoritmo de ponto-interior-invidvel dual
vidvel para programagdo linear devido a Menezes e Gonzaga [3], desenvolvendo
uma estratégia preditora-corretora sob uma certa condigdo associada a viabilidade
primal, com o objetivo de melhorar a eficiéncia do algoritmo mantendo a sua com-
plexidade em iteragdes.

1. Introducao

Existe um problema em aberto em Programacao Linear (PL) que consiste na obten-
¢ao de um algoritmo de ponto-interior-invidvel com complexidade polinomial em
O(y/nL) iteragdes para a formulagdo ndo artificial do problema de PL, onde n é o
ntimero de varidveis do problema e L é o tamanho do problema para dados inteiros.
Com a exce¢ao do método homogéneo e auto-dual para PL (Ye, Todd e Mizuno [8])
que possui O(y/nL) iteragoes para uma formulacao artificial do problema de PL (e
para problemas de Complementaridade Linear com a hipétese de monotonicidade,
LCP, Ye [7]), a menor complexidade em iteragoes para a formulagao nao artificial é
O(nL) (por exemplo, veja Sheng e Potra [5]).

Em [6] e em [3] estudou-se este problema com a hipdtese de viabilidade dual,
obtendo-se, em ambos, algoritmos com O(y/nL) iteragdes. Em [1] estudou-se méto-
dos primais-duais com inviabilidade primal e viabilidade dual, mas nao se tratou
sobre complexidade.

Neste trabalho estudamos e melhoramos o algoritmo em [3] através de um algo-
ritmo que permite passos preditor-corretor sob ‘certa condigao’. Na inicializacao do
nosso algoritmo é necessario um procedimento de centralizagao, que é feito em geral
nos algoritmos de pontos interiores (vidveis). Este procedimento de centralizacao
tem complexidade O(y/nL) iteragdes (veja Gonzaga [2]).

Definiremos o problema na préxima secao. Na secao 3, definiremos as medidas de
proximidade e o passo de Newton e estabeleceremos uma ponte entre os problemas
de viabilidade e otimalidade. O algoritmo, sua convergéncia e sua complexidade em
iteragoes serao formalizados na tltima segao.

1Este trabalho teve o apoio da Pré-Reitoria de Pés-Graduacdo e Pesquisa da Universidade
Catélica de Goids (PROPE/UCG).
2marco@ucg.br
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O vetor e denota o vetor de uns e 0 denota o vetor nulo, ambos, com dimensoes
apropriadas no contexto. Denotamos operagoes componente por componente pela
notacao usual de ntimeros reais. Assim, dados vetores u, v com a mesma dimensao,
uv, ufv = mfl7 etc. denotam os vetores com componentes u;v;, u; /vj, etc..
Finalmente, os sub-indices ‘1’ e ‘2’ referem-se a viabilidade e & otimalidade, respec-
tivamente.

2. O Problema

Consideremos os ntimeros inteiros m e n tais que n > m > 0. Dados uma matriz
A e Rm*(=1) ¢ vetores b € R™ e ¢ € R"!, denominamos de problema original o
seguinte problema de programacao linear primal:

s}
ISH

(P) minimizar 2
sugjeito a:

i

b
0.

&
IVl

Sem perda de generalidade supomos que A tem posto igual a m.
As hipéteses para este trabalho sao:

(H1) O conjunto de solugdes 6timas de (P) é nao vazio e limitado.

(H2) Viabilidade dual.

Dado #° > 0 definimos

A=[A b— A%, L=["0 e ¢F =0T 1)

Observamos que o ponto 7 = [(#°)7,1] satisfaz Ax = b e x > 0. Além disso, a
matriz A preserva o mesmo posto de A, e =z, ecle=2¢"%.

Por construcao, um problema equivalente ao problema (]5), a menos de uma
dimensao, é o seguinte:

(Py) minimizar '
sujeito a: Axr=b
=0
x > 0.
O seu dual é
(Do) maximizar by
sugjeito a: ATy —¢t+s=c

s> 0.

Através da hipStese (H1) vamos introduzir um limitante inferior para o pardmetro
0., a saber: dado 0y > 1,

v(Py)g, = min{ch; Az =b,T2 < 09,2 > 0}.



Um Algoritmo Dual Vidvel para Programagao Linear 93

Vamos resolver o par de problemas (Py) e (Dg) considerando dois outros pro-
blemas (subproblemas): dados 0. > v(Py)g, € 6 > 0, definimos

(P1) minimizar &7
sujeito a: Az = b

cT¥ 4 Epgr = 0.
z 2 Oa in—‘—l 2 0
e
(Py) minimizar cl'x
sujeito a: Ax = b
§T1: + Tpt1 = 0

x> O,$n+1 Z 0,

e 0s seus respectivos problemas duais

(D1) mazximizar by — 0.t
sujeito a: ATy —ct+s=¢
t>0,s >0,
e
(D2) mazximizar blw — 0l
sujeito a: ATw —€l+r=c
[>0,7>0.
Para 6. > v(Ps)g,, denotamos
Xy = {(%,&n41) € R X Ryy; AT = b, ¢Td 4 Fngr = 0.},
Sh ={(5,8n41) ERY, x Ry s AT — ot + 8= §,1 = 5,11, para algum j € R™},

fgc = {(j>jn+1a§’ §n+1) € XOOC X Sgc}

e, para 6 > 0, denotamos

Xy ={(w,2n11) € Ry X Ryyi Av =b,8" 0 + w011 = 0},

Sg ={(s,8041) € R}, X Ry ;ATy —¢t+s=ct=s,41, para algum y € R™},

F§ = {(2,n41, 5, 5n41) € XJ x 8}

O par de problemas (P;) e (D1) é o problema primal-dual associado ao pro-
blema de viabilidade primal-dual, enquanto o par de problemas (P;) e (D3) é o
problema primal-dual associado ao problema de otimalidade primal-dual. A seguir
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vamos buscar uma formulagao que envolve a resolucao de sistemas de igualdades e
desigualdades para estes pares de problemas.

Considere 6, > v(P2)g, € e > 0. As condigoes de otimalidade para o problema
que define o ponto central (&, Z,41) € XQOC sa0 as seguintes: existem y € R™ et € R
tais que definindo /

9 o . n
5= ek 1>Oesn+1: v,ug >0,
Tn+1

Y= ey e {= —pet, obtemos o sistema primal-dual perturbado

Az = b
CT% + ijn-l—l = 90
ATy —ct+ 3 = ¢
(PD), ~t+  Fp = 0
Is = Hee
Tpt18n+1 = Mg

o

‘T7§ 2 07'%n+17§n+1 Z 0.

Observamos que o gap de dualidade associado a (&, Z,41) € (7,1, 5, $,41), satis-
fazendo o sistema primal-dual perturbado (PD);, é definido por

Ay =T — (07— 0d) = 375+ By 18011 = 2npe.

Considere 8 > 0 e p > 0. As condigoes de otimalidade para o problema que
define o ponto central (z,z,41) € Xg sao as seguintes: existem y € R™ et € R tais
que definindo

s:,ux_1>0esn+1: ne >0,
Tn+41
y = uij e t = —ut, obtemos o sistema primal-dual perturbado

Ax = b

e + 2,0 = 0

ATy — ¢t + s = c

(PD)2 -1+ Sp+1 = 0
xs = pue
Tn4+1Sn+1 = np

z,520,Tpy1, 8041 = 0.

Observamos que o gap de dualidade associado a (z,z,11) € (y,t, S, Sni1), satis-
fazendo o sistema primal-dual perturbado (PD)s, é definido por

Ay =clz — (bTy —0t) = 218 4 Tpi1Sne1 = 204
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3. As Medidas de Proximidade e o Passo de New-
ton
Dados 6. > v(P2)g, € e > 0 e considerando o sistema (PD);, gostarfamos de

encontrar (&, £n41,8, Sn41) tal que 5/ e = e € Tyy18n41/ e = n. Assim, definimos
a medida de proximidade,

Ve VI ~0 oy VI
('rax'n-‘rlasvsn-‘rh:uf) € fac X R++ i 696(3773:’”-‘1-17578”-"-1’“{) = 59Ca

onde

Da mesma forma, dados # > 0 e g > 0 e considerando o sistema (PD)s,
gostarfamos de encontrar (z,T,41,S,Snt+1) tal que zs/u = e € Ty y18n41/10 = n.
Assim, definimos a medida de proximidade,

-0
($,$n+1,8,8n+1,/1) € ]:6 X R++ = 69(x7xn+1’518n+17/~b) = 597

50— 1 s e
o=l (mane )= (7 )1

Consideremos a € (0,1). Dados 0. > v(P)g, € pe > 0, dizemos que o ponto
(%, &pnt1,8,8n41) € fgﬂ ¢é aproximadamente central ou a-central se, e somente se,

onde

dp, < a. Por outro lado, dados § > 0 e u > 0, o ponto (z, Tpy1, S, Spt1) € .7:"(9 é
aproximadamente central ou a-central se, e somente se, dp < a.

Agora vamos estabelecer a ponte entre os pares de problemas (P;), (D;) e (P2),
(D9) para pontos aproximadamente centrais.

Lema 3.1. Considere « = 0,25. Seja (x,Zpn11,8, Snt1) € .7:'(9 um ponto aproxi-
madamente central e sejam dados 6 > 0 e p > 0. Entdo, o ponto (%, &pt1,8, 8ne1)
em fgc € aproximadamente central para

X
O = "o +np, pe = =
n

T =1z, Tpny1 =N,

S . 1
€ Sp41 = .
Sp+1 Sn41

§:

Demonstragao. Lema 5.3.2 em [3]. O
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Métodos de ponto-interior-inviavel trabalham com pontos préximos da superficie
de centros, conforme Mizuno, Todd e Ye [4]. Consideremos o problema (PD)s.
Dados os parametros « € (0,1) (usualmente o = 0,25) e § > 0, a vizinhanca da
superficie de centros é definida por

~ 0
V(a,@) = {($,$n+1, 8,8n+17ﬂ) S ‘7:0 X R++;60(xa$n+17575n+17/1’) S CY}.

Consideremos o problema (PD)s. Dados 6 > 0, (2, Zn41,8, Snt1) € .7:'3 epn>0,
consideremos os parametros v € R e v > 0 associados aos parametros 6 e p,
respectivamente. Idealmente, gostariamos de encontrar

zt = T+ u, Z:_._l = Tp4+1 + Un+1,

yT=y4+w, tT=t+ At s+:s+vesi+1:8n+1+vn+1,

: + + £0 _ S
tais que (%, 1,51, 57 1) € Fpy, atsT =qypeex) st =nyu
O passo de Newton resolve isto aproximadamente linearizando o sistema primal-

dual perturbado (PD)s, da seguinte maneira:

Au = 0
fTU + Un+41 = —(1 — I/)o
(N2) ATw + v — vy = 0
su +xv = —IS+yue
Sp41Un+1 FTp4+1Un+1 = —Tp41Sn+1 + NV,

onde At = vp41.

Essencialmente, dizemos que a importancia da disciplina pontos interiores é a
garantia de eficiéncia do passo de Newton para alguma medida de proximidade.
Neste sentido, segue-se o proximo resultado.

Lema 3.2. Considere o = 0,1/+/n. Dados o ponto (x, Ty 11,8, Spt1) € ]:'g, 0>0ce€
> 0 tais que 8p(T, Tpt1, S, Snt1, ) = 0 < 1 e seja o resultado do passo de Newton
dado por (z7T, miﬂ, sT, siﬂ) a partir do ponto (x,xny1, S, Spt1). Entdo,

52
50($+,1’Z 7s+787+1 7/14) S —f
+1 +1 \/g(l - 56)

e (zt,at s, st ) € FY para 6 <0,7.

Demonstragao. Para v = 1, este é o caso do Teorema 5.4.1 em [3]. Caso contrério,
este é o Teorema 2.4 em Sheng e Potra [5]. O

Agora vamos verificar o teste que é crucial para os dois algoritmos que apre-

sentaremos na proxima secao, isto é, ‘se’

Ep— A =bT—0.£<0.
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Usando o lema anterior, para pontos aproximadamente centrais, § =

L_ Dai,
+1

Y_ e, tam-
Sn+1

bém, t =
S

by < 0.

é 0 nosso teste considerando pontos aproximadamente centrais.

4. O Algoritmo

Inicialmente, vamos enunciar um algoritmo de ponto-interior-inviavel dual viavel
de passos curtos, com O(y/nL) iteragdes e que necessita de um procedimento de
centralizacdo na sua inicializa¢do, conforme [3].

Algoritmo 4.1. Dual vidvel passos curtos. R
Dados: o =0,25, 0° >0, u° >0 e (2°,20 1,5°, 5%, 1) € Flo tais que
g (2%,29,1,5%,8% 1, 1) <o, 0= % eLeN.

k:=0.
REPITA
(:U,:En+1,y,s,sn+1) (xk ‘rﬁ—o—lay Ska n+1) (0 ,U,) (Gkvﬂk)'
0. :=clz+np.
Se bTy < 6,
FEntao
-+l = (1 —0)0 + oxp, prtl = (1 —0)p.
Tpg1 =0 — ¢
Sendo
Se x, <27, entdo PARE.
Ot =g, phtl = ﬁu.

Passo de Newton:
Calcule (u, Uny1,w,v,0,11) por (N2) com p = pk+!

k+1 k+1 | k+1 _k 1 +1
(x + ) L n+1 1Y + S * 7Sn+1) (x Tn41,Y,S Sn+1) + ('LL, Un41, W, V, UTL+1)'
k= k + 1.

ATE QUE (0% < 27L e pF <27L) ou pb > 2L,

Finalizamos esta se¢cdo enunciando e demonstrando os resultados acerca do
préximo algoritmo dual vidvel de passos nao tao curtos, o qual mantém a mesma
complexidade em iteragoes e que, também, necessita de um procedimento de cen-
tralizagao na sua inicializagao.

Algoritmo 4.2. Dual vidvel. .
Dados: o =10,25, 0° >0, u° >0 e (2,20 1,s°, s%,1) € Fyo tais que

g (22,28, 1,5, 8% 1, 1) <o, 0= % eL €N.
k:=0.
REPITA
é$7$n+%ay>573n+l) (xk $£+1,y 5k7 n+1) (0,p) = (ek’uk).
c i =C T+ nu.
Se bTy <40,

Entao
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Passo preditor:
Resolva (N3) comv =0 e~y =0 para h = (U, Up+1, W, V, Vpt1)-
A= maz{X € [0,1]; (2, Tni1,, 5, Snt1) + Ah € V(2a, (1 — N)6)}.
(1.7 Tn+1,Y, Sa§n+1) = (.’E, Tn+1,Y, S, Snjl) + Ah.
Ot = (1 = N0 + Aay,, pF = (1= N)p.
Tpyp =0 — 2,

Senao
Se x, < 27, entdo PARE.
oF =, phtl = Lo

Passo de Newton (corretor para o item entdo):
Resolva (N2) comv =1 e~y =1 para (U, Upy1,W,V, Vpq1).

k+1 k+1 k+1 Jk+1 k+1y .
(33 + ,$n+17y + ] + 7Sn+1) E ('raxn-‘rlaya s,sn+1)+(u,un+1,w,v,vn+1).
k:=k+1.

ATE QUE (0% < 27L ¢ pkb < 27L) ou pF > 2F.

Denotando v(P) o valor 6timo de (P), a interpretacio para a primeira linha
no item ‘sendo’ dos Algoritmos 4.1 e 4.2 é a seguinte: resolver o problema (FP),
logo (P), significa encontrar z tal que ¢’z < v(P) +27% ¢ § < 27 ou certificar
que o problema original é invidvel. Assim, se § < 271 e estamos no item ‘sendo’
do algoritmo, entdo o problema original (primal) est4 resolvido. Ainda, se u > 2%,
entao o algoritmo certifica que o problema original (15) é invidvel; apesar da hipotese
(H1).

O préximo resultado é fundamental para a convergéncia e para a complexidade
em iteragoes do Algoritmo 4.2.

Teorema 4.3. Para toda iteracdo k, k > 0, do Algoritmo 4.2,
k .k k k k k ok kE _k 70
Sgr(x™, 2y 1,8 5p 1, 107) Sae(x¥, ap 4,8, 85, ,1) € Foi-

Demonstragao. Esta demonstragao é usual para métodos de pontos interiores
(veja, por exemplo, [2]), uma vez que ainda podemos usar o Lema 3.2 de acordo
com o passo corretor do item ‘entao’ do algoritmo. O

A partir do Teorema 3.3, a convergéncia do Algoritmo 4.2 é garantida, porque
usamos a mesma vizinhanga do Algoritmo 4.1 que converge, conforme [3]. Final-
mente, o préximo teorema mantém a complexidade em iteragoes do Algoritmo 4.1,
porque a razao do decréscimo referente ao parametro 6, isto é, 8T /6% no item
‘entao’ do Algoritmo 4.2 é ainda maior do que (1 — o/4). Observe que podemos
tomar o méximo entre o e A em cada iteracao do item ‘entdo’.

Teorema 4.4. O Algoritmo 4.2 pdra em, no mdzimo, O(y/nL) iteragoes.

Abstract In this work we study a dual feasible infeasible-interior-point algorithm
for linear programming by Menezes and Gonzaga [3]. We develop a predictor-
corrector strategy under certain condition associate to primal feasibility. Our ob-
jective is to improve the efficiency of the algorithm, while keeping its complexity in
iterations.
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