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Resumo. Neste trabalho apresentamos um método de Galerkin descontinuo para
as equagoOes de Navier-Stokes incompressiveis, bidimensionais em regime perma-
nente. Usando a formulagdo da funcdo corrente, o problema se reduz para uma
equagao biharmoénica nao-linear que é linearizada com o método de iteragao de
Picard. Para a equacdo biharmonica linear, apresentamos uma formulagdo com
penalizacao interior do método de elementos finitos de Galerkin descontinuo. Esta
formulagdo é o resultado da combinagédo de outras duas formulagdes, uma para a
parte eliptica e outra para parte hiperbdlica do problema. S&o apresentados resul-
tados numéricos que confirmam a eficiéncia do método na resolugdo numérica das
equagoes de Navier-Stokes para uma ampla escala do nimero de Reynolds.

1. Introducao

A resolugdo numérica das equagoes de Navier-Stokes tem sido o objeto de estudo em
dinamica de fluidos computacionais ha muitas décadas. Em particular, os avangos
tecnolégicos dos tultimos anos contribuiram fortemente para o desenvolvimentos
destas pesquisas. Em [8], pode-se encontrar uma revisdo dos métodos numéricos
mais comuns aplicdveis as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis. Dentre estes
métodos, os métodos de elementos finitos sempre tiveram grande destaque devido
a sua adaptatividade, estabilidade e precisdo. Para mais detalhes veja [7] e [10].
Em [2], [5] e [4] foi introduzido, analisado e numericamente testado, um método de
elementos finitos de Galerkin descontinuo local para as equagoes de Stokes, equagoes
de Oseen, e para as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, respectivamente
(veja [3] para uma revisdo). Nestes trabalhos, foi demonstrado que o método é um
método misto estabilizado, localmente conservativo e tem alta ordem de precisao.
Neste trabalho, vamos considerar as equacoes de Navier-Stokes bidimension-
ais, incompressiveis e em regime permanente. Entao, introduzindo uma fungao
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corrente, reduzimo-a a uma equagao biharmonica nao-linear, e tratamos essa nao
linearidade usando o método de iteragao de Picard. Para essa equacgao resultante,
vamos introduzir uma formulagao com penalizagao interior de Galerkin descontinuo.
Essa formulagéo é obtida combinando a apresentada em [11, 9] para a equagao bi-
harménica, com a apresentada em [1] para equagdes hiperbélicas de primeira ordem.
Os testes numéricos realizados comprovam que a estratégia usada é eficiente, pois
os resultados obtidos condizem com os apresentados na literatura.

A estrutura deste trabalho é composta de quatro se¢oes. Na secao 2, reduzimos
as equagoes de Navier-Stokes 4 uma equacao linear de quarta ordem, usando funcao
corrente e iteragao de Picard. A secao 3, é dedicada aos espacos de elementos
finitos e a construgao do método de Galerkin descontinuo. E por iltimo, na segao
4, usamos o método apresentado para resolver numericamente o problema do fluxo
na cavidade em 2D. Esse problema ¢é usado geralmente como modelo para teste e
avaliacdo de muitas técnicas numéricas para equacoes de Navier-Stokes.

2. Formulacao Matematica

Consideramos as equagoes de Navier-Stokes bidimensionais, incompressiveis e em
regime estaciondrio

—VvAV4+v-Vv+Vp=F em

e a equacao da continuidade

V-v=0 em
com a condi¢ao de contorno

v =g sobre 0Q.

Nestas equacgoes, v é o campo de velocidades, p é a pressao, v é a viscosidade
cinemética do fluido e F é a forca externa. Vamos assumir que € R? é um
dominio poligonal convexo limitado com fronteira 02, e que a funcdo g satisfaz a
condigao de compatibilidade |, 90 & nds = 0, sendo n o vetor normal unitdrio a 9
e exterior a ).

Com o uso da funcao corrente v, definida por

_ %, _%
“_ay’ ox’

combinamos a equagao de Navier-Stokes e a equacao da continuidade e obtemos a
seguinte equagao biharmoénica nao-linear:

9 o (oY o (oY B
vA w—%<8—yéw>+a—y<%Aw>—f em .

Na parte nao-linear desta equagao, empregamos o método de iteracao de Picard.
Assim, derivamos o seguinte problema de valor de fronteira:

v — % (11 0) — ({% (uAY)=f em Q, (2.1)
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¥ = g9 sobre 09,
n-Vy = g sobre 09, (2.2)

em que f € Ly(Q), v1,v9 € CH(Q).

Na proxima secao, vamos apresentar uma hp-versao do método de elementos
finitos de Galerkin descontinuo (discontinuous Galerkin finite element method -
DGFEM) com penalizagdo interior para o problema de valor de fronteira (2.1)-
(2.2). Para aproximar o operador biharménico desta equagdo, vamos usar a for-
mulagdo do DGFEM nao-simétrico apresentado em [11, 9] e, para aproximar o
termo hiperbdlico, empregaremos o método de Galerkin descontinuo estabilizado,
introduzido em [1].

3. Formulacao do DGFEM

Seja {75} (h > 0) uma familia regular de partigdes de €2 composta por elementos
ki, abertos, disjuntos e convexos de maneira que,

==
k€T

Assumimos que cada elemento k € 7;, é imagem de um elemento mestre fixo kK
por uma aplicacdo afim, isto é, Kk = F, (k). O elemento mestre aqui considerado é
o quadrado unitario aberto em R2.

Sobre a parti¢ao 7, consideramos a funcao constante por partes hz, definida
por

hr, (x) = hy = diam(k), =z €k, k€T,

e designamos por h o maximo dos h,, & € 7p,.

Para um m inteiro positivo, Q.,(K) denotard o espaco do produto tensorial
dos polinémios de grau menor ou igual a m em cada diregao coordenada, definidos
sobre o elemento mestre k. Para k € 7j,, associamos o valor do grau de aproximacao
polinomial local p, e coletando p, e F, em vetores p = {p, : K € T}t e F =
{F. : k €7}, podemos definir o seguinte espago de elementos finitos:

SP(Q, T3, F)={veL*(Q): v,o0F, €Qp.(R), V k €Tp}.
Seja &, o conjunto de todas as faces abertas e, de todos os elementos k € 7p,.
Sobre este conjunto consideramos a fungao constante por partes hg, definida por
he, () = he = diam(e), xz€e, e€&y.

Sendo a familia {7} regular, existe uma constante positiva ¢, independente de h,
tal que,
hy <he <hg, ¥ k€| JTh, V e€or.
h>0

O conjunto &), sera dividido em dois subconjuntos, & e E,?, definidos por
& = {e€é&y: eCQ},
2 = {ecé&: eC Q).
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Além disso, designamos
I°={zxe€Q: x€e para ec&;}

el =T°UIN.
Para qualquer face e € £ hé dois elementos k; € k; (1 > j), tais que, B;NE; = €.
Entao, para qualquer m inteiro,

m m

P, TPk

{pm}gh<x>={pm}e={ 7 el

o, se 665;?

e, para qualquer funcdo v € H*(Q,74), s > 1/2, definimos a média e o salto
(dependem da enumeragao dos elementos) de v sobre e por

{v}{

W] = {(“lm)e—(v|mj)|e, se e €&

Vje se eeé’,?,

Wini)je 3 (v1,) > se e €&

1
2
1 3
5Vl se e€ &y

respectivamente. Além disso, para cada face e € &7, associamos o vetor normal
unitdrio v = n,, para e, que aponta de x; para ~; e, para cada face e € 5,?,
associamos o vetor normal unitario exterior v = n,, em que e C Jk.

Para 1, ¢ € L?(T"), definimos o seguinte produto interno

W.0)pary = [ vodst [ pods,

ao qual associamos a norma || - || z2(r).
Introduzimos, agora, a seguinte forma bilinear associada & equagao (2.1):

Bpa ('L/}a ¢) =B, (wa ¢) + Ba(wa ¢); (31)

em que

Be(v,0) = D (A, A¢) 12,

Kk€Th

{0V (A0} 0] oy + A (- 7 (AD)} 8] aqry
(AW} - Vo) gy + A2 HAGH, [ Ty )
+ (@[], 0D 2@y + Blv- VY], [V V) 2

+

corresponde a parte eliptica do problema e

Ba(¥,9) = Y (A%,(U-V)) 1,

KETH

= ((U-v){A%}, [0]) L2y = (7 [AY], [D) 2oy
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corresponde a parte advectiva do problema, sendo U = (vq, v9).

Os parametros Aj, A2 € [—1,1] e seus valores sdo escolhidos de maneira a asse-
gurar que B.(-,-) tenha certas propriedades desejdveis, tais como simetria e coerci-
tividade. As fungbes a, § > 0 sdo definidas sobre I' por

6 2

€

e sdo chamados de parametros de penalizacdo descontinua. A funcdo de estabi-
lizagao v é definida sobre I'° e sua escolha é feita de modo que

729|UV|7

sendo 6 uma constante positiva independente de e e h. Observamos que quando a
fungdo de estabilizacao é v = |U - v|/2, a funcao de fluxo numérico coincide com o
fluxo upwind, conforme [1].

Consideremos o funcional linear I(-) sobre SP(Q, 7}, F), associado com f, go e
g1, definido por

(@) = 1a(9) + 1s(0),

Ia(®) = Z (f,0)r20y + A1 (90,7 V (A0)) 12090y — A2 (91, AD) 1250 -
k€Th
s () = (g0, 9)12(90) + B,V V) 1250 -

Com base no que apresentamos acima, podemos introduzir, agora, o seguinte
método de elementos finitos de Galerkin descontinuo: encontre ¢¥pg € SP(Q, 7y, F)
tal que,

Bpc(¥pe, ¢) =Uo) V¥V ¢ € SP(Q Ty, F). (32)

De modo a assegurar que (3.2) seja significativo, assumimos que p,; > 3 para todo
Kk € Tp.

4. Resultados Numeéricos

Para analisar o desempenho do método DGFEM apresentado na segao anterior, va-
mos aplicd-lo para resolver numericamente o problema da cavidade. Esse problema
tem sido amplamente usado na literatura como teste de validagao. Aqui vamos re-
solvé-lo para nimeros de Reynolds 100, 400 e 1000, e vamos comparar o desempenho
do DGFEM com os resultados apresentados em [6], que é largamente referenciado
na literatura como um importante “benchmark”para esta aplicacao.

O dominio do fluxo da cavidade consiste do quadrado (0,1) x (0, 1) e a velocidade
do fluido na fronteira superior é © = 1, v = 0, enquanto que, nas demais fronteiras,
u = 0, v = 0. Portanto, em termos da funcao corrente 1, chegamos no seguinte
problema de valor de fronteira:

o 8 (o

2 9 _ -
vA%)p — 2 (8—yA¢> +3_y <a—wa> =0 em Q=(0,1) x(0,1),
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Erro Relativo

b Db b b b O b b 1
1 2 3 4 8 9 10 11

7
Iteragdes

Figura 1: Histoérico da convergéncia.

¥ = 0 sobre 01,
n-V¢y = 0 sobre OQ\I'®,
n-Vy = 1 sobrelI”,

sendo I'* a fronteira superior da cavidade.

Para o calculo da solugao numérica, usamos uma malha uniforme composta de
47 x 47 elementos quadrados e, para a aproximagao polinomial, usamos polindmios
descontinuos por parte de grau igual a 3 em cada uma das varidveis.

Para linearizar a equacao, conforme mencionado anteriormente, usamos o método
de iteragao de Picard, desse modo, para Re = 100 e Re = 400, a aproximagao inicial
de v; e vy é tomada como sendo nula. Ja para Re = 1000, v; e vy sdo tomados
como o resultado obtido no calculo de Re = 700, onde, por sua vez, foi usado como
aproximacao inicial o resultado do célculo de Re=400. Em todos os casos, foi usado
como critério de parada um limitante para o erro relativo e, = [|t; — ¥;—1||/||%:]]
em que 1; é a solu¢do numérica do DGFEM na iteracao 7.

[ Re=100
o Re=400
A Re=1000 08

06

04

velocidade - v

Re=100
02 O Re=400
R A Re=1000

TR NI UURTAN TS SNAN SR S N |
0.2 04 06 0.8 1 0 = y
X velocidade - u

PRI ERNRAIN SRR SR BT
.6 08 1

Figura 2: Perfil das velocidades horizontal(esquerda) e vertical(direita)
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Os pardmetros A1, Aa, 6, e v da forma Bpg(-,-) s@o escolhidos como sendo
-1, =1, 0.5 e O|U - v|, respectivamente. A escolha dos dois primeiros assegura
que a forma bilinear B.(:,-) é ndo-simétrica e positiva definida, enquanto que os
dois dltimos, garantem que o fluxo numérico seja o fluxo upwind.

Na Figura 1 apresentamos o histérico da convergéncia do erro relativo e, para
o problema da cavidade, usando diferentes nimeros de Reynolds. Observamos que
para Reynolds 700, foram necessarias 4 iteragoes além das 12 contabilizadas no
calculo de Reynolds 400. J& para Reynolds 1000, também foram necessarias 4
iteragoes além das contabilizadas no cédlculo de Reynolds 700. Sendo que para
ambos os casos, o erro relativo foi menor que 0.0083.

Um resultado referente ao desempenho do DGFEM ¢ apresentado na Figura 2,
onde comparamos o perfil da velocidade horizontal e vertical ao longo do centro da
cavidade, com os resultados obtidos por [6] para nimeros de Reynolds 100, 400 e
1000. Nestes graficos, as linhas sélidas representam a solugao numérica do DGFEM,
e os simbolos representam os valores apresentados em [6]. Pode-se observar aqui uma
6tima concordancia entre estes resultados, comprovando que o método é eficiente.

Uma seqiiéncia de imagens das linhas de contorno do nimero de Mach para
Reynolds 100, geradas durante o processo iterativo, é apresentada nas Figuras 3 - 11.
Observa-se que a Figura 3 é simétrica, pois a aproximagao inicial tomada para vy e vy
sao nulas. Por ltimo, na Figura 12, apresentamos as linhas de contorno do ntiimero
de Mach obtidas na ultima iteracio para Re = 400(esquerda) e Re=1000(direita).

Figura 3: Iteracao 00. Figura 4: Iteracao 01. Figura 5: Iteragao 02.

5. Conclusao

Um método de elementos finitos de Galerkin descontinuo foi desenvolvido para uma
equacao biharmonica nao-linear, associada com a formulacdo de funcado corrente
para as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis. O método apresentado é uma
combinacao do DGFEM nao simétrico para a equagao biharmoénica e de uma versao
estabilizada do DGFEM para problemas hiperbdlicos. Este método tem alta ordem
de precisao, é localmente conservativo e admite variacao da ordem de aproximagcao
de um elemento para outro com extrema facilidade. Uma série de experiéncias
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Figura 6: Iteragao 03. Figura 7: Iteragao 04. Figura 8: Iteracao 05.

Figura 9: Iteracao 07. Figura 10: Iteragao 09. Figura 11: Iteragao 12.

Figura 12: Linhas de contorno do nimero de Mach para Re = 400 (esquerda) e
Re=1000 (direita).

numéricas realizadas para o problema de teste do fluxo em uma cavidade bidimen-
sional, comprovou a eficiéncia do método para ampla escala do nimero de Reynolds.
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Abstract. In this paper we consider discontinuous Galerkin methods for 2D steady
state incompressible Navier-Stokes equations. Using a stream function formulation,
the problem is reduced to a biharmonic non-linear equation which is linearized
by the Picard iteration method. For resulting linear biharmonic equation we in-
troduce a discontinuous Galerkin finite element method with interior penalties.
The method is resulted from combination other two formulations of discontinuous
Galerkin methods for elliptic part and hyperbolic part of the equation. The numer-
ical results comproved the efficiency of the method for a wide range of the Reynolds
number.
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