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Resumo. Neste trabalho propde-se um modelo matematico do tipo SEIRE, com
populagdo constante, considerando a reinfecgdo dos individuos. Diferente da maio-
ria dos modelos classicos em epidemiologia, e principalmente por causa da hipdtese
de multiplas infecgoes, o modelo apresenta uma bifurcagdao “backward”, o que pode
resultar em um comportamento que nao é o usual de um modelo baseado na lei
da agdo das massas. Ou seja, quando o nimero de reprodutibilidade basal, Ro,
esteja entre um valor critico e um, podem surgir dois equilibrios endémicos além
do equilibrio trivial. Procura-se explorar o efeito das multiplas infec¢oes em con-
juncao com o periodo de laténcia, mostrando a importancia relativa entre eles. De
um modo geral, quando a permanéncia dos individuos no estégio latente for muito
lenta, como é o caso da tuberculose, as infecgoes miltiplas tém importancia nao sé
na prevaléncia, mas tembém na questao da erradicagdo da doenca.

1. Introducao

Atualmente, um dos interesses da teoria epidemioldgica é a existéncia de multiplos
equilibrios endémicos e os mecanismos epidemiolégicos que os produzem. Os mo-
delos matematicos que consideram muiltiplos equilibrios endémicos apresentam o
fenomeno de bifurcagao que, em geral, estd associado a um conjunto de valores
limiares de parametros no qual o equilibrio do sistema considerado muda a sua
estabilidade.

O valor limiar mais conhecido e usado em epidemiologia é o nimero de re-
produtibilidade basal da doenca, Rg, definido como o nimero médio de infecgoes
secunddrias produzidas por um unico individuo infeccioso, numa populacao inteira-
mente suscetivel, na auséncia de qualquer heterogeneidade e, também, de multiplas
infecgoes. Em sua maioria, os modelos cldssicos (SIS, SIRS ou SEIRS) com taxa
de transmissao e populagao constantes, apresentam um tnico equilibrio endémico
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estdvel. Assim, se Ry < 1, o equilibrio livre da doenca é globalmente assintotica-
mente estdvel (G.A.E.) e a doenga nao se estabelece na populagao. Porém, para
Ro > 1, o equilibrio endémico é G.A.E., ou seja, a fragdo de individuos infecciosos
cresce e a doenca tende para seu nivel endémico. Assim, a caracteristica destes
modelos fundamentados na lei da agao das massas é a presenca de bifurcacao “for-
ward”.

Quando, porém, associa-se ao modelo a possibilidade de multiplas infeccoes,
entao pode exibir comportamentos mais complexos como, por exemplo, a bifurcagao
“backward”. Uma bifurcacao deste tipo estd intimamente relacionada ao fato do in-
dividuo infectado estar sujeito a multiplas infecgoes durante o periodo de incubacéo.
Sob o ponto de vista matemaético, isto significa a existéncia do equilibrio trivial e de
um equilibrio endémico estavel e de um equilibrio endémico instavel, em situagao
especial em que o ntimero de reprodutibilidade basal é menor que unidade, Rg < 1.

Portanto, a presenca de bifurcagao “backward” em modelos epidemiolégicos tem
implicagoes importantes, pois pequenas mudangas nos valores dos parametros do
modelo podem produzir mudangas significativas na dindmica do sistema. Por exem-
plo, imagine uma populacao livre da doenca, com o valor de R variando lentamente.
Na bifurcacao “forward”, quando Ry ultrapassa o valor um, a doenga consegue se
estabelecer na populagao em um nivel endémico, que cresce com aumento de Ry,
de uma situacao outrora livre da doenca. Por outro lado, na bifurcagao “backward”
quando R ultrapassa o valor um, a doenca pode-se estabelecer na populacao em um
nivel endémico relativamente alto. Contudo, neste caso, a endemicidade da doenga
pode nao surgir de uma situacgao previamente ausente da doenga, pois mesmo para
valores de R entre um valor critico (R,) e um, pode ser que a doenga seja endémica
na comunidade. Dessa forma, uma caracteristica da presenca de multiplas infec¢oes
é a possibilidade de, mesmo para Ry < 1, existir um equilibrio endémico estavel.
Assim, para que o equilibrio trivial seja estdvel independentemente de qualquer
outra condigao, nao basta baixar Rg para valores menores que um, mas sim, para
um valor abaixo do limiar R, que é menor que um. Ressalta-se, porém, que existe
uma outra alternativa para erradicar a doenga para R, < Rg < 1: baixar R para
valores menores que um, e, entao, baixar a incidéncia para dominio de atracao do
equilibrio trivial.

Neste trabalho desenvolve-se um modelo matematico para a transmissao de
moléstias infecciosas com o proposito de avaliar o impacto das infecgoes multiplas
e do periodo de incubagao na sua dindmica. Por apresentar uma epidemiolo-
gia diferente da maioria das doencas infecciosas, pois apresenta tempo extrema-
mente varidvel entre a prima-infecgdo com o Mycobacterium tuberculosis (MTB) e
a doenga, a Tuberculose (TB) é um exemplo de aplicagdo do modelo proposto. Na
Secao 2, desenvolve-se 0 modelo mateméatico do tipo SEIRE, com populacao cons-
tante e multiplas infecgoes. Na Secao 3, apresenta-se um estudo da estabilidade do
equilibrio livre da doenca e dos equilibrios endémicos. Na Secgao 4, apresenta-se
discussao do modelo e as conclusoes.
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2. O Modelo

Baseado na histéria natural da doenca, uma populacao total, N = S’ +E'+I' + R/,
considerada constante, é dividida em quatro compartimentos, no instante de tempo
t: S’, nimero de individuos suscetiveis; E’, individuos expostos (infectados, porém
nao-infecciosos); I’, individuos infecciosos e R’, individuos parcialmente imunes,
portanto sujeitos a reinfecgoes. Quando individuos suscetiveis sao infectados por
agentes causadores da doenca, tornam-se individuos expostos. Apds um periodo de
tempo 7!, onde v é a taxa de incubacdo, estes individuos tornam-se infecciosos.
Durante este periodo de incubagao pode ocorrer outras infecgoes. Os individuos
infecciosos, apés perfodo de tempo 6 ', onde § é a taxa de recuperagao, estes
individuos tornam-se recuperados, porém nao com imunidade perfeita, podendo,
assim, ser reinfectados.

Para a dindmica da transmissdo da infecg@o, considera-se a “verdadeira” lei da
acao das massas. Assim, a for¢a de infecgao é proporcional a densidade de individuos
infecciosos (I’/N). Pode-se, assim, dividir individuos em cada compartimento pelo
namero total IV, e usa-se as fragoes correspondentes a cada compartimento dadas
por S, E, I e R. O modelo de multiplas infecgoes, com reinfecgao, é descrito pelo
seguinte sistema de equagoes diferencias ordindrias

¢

?—2 = pu+al—BST —uS
S = pBSI+qBRI-pBEI-—vE—-pkE (2.1)
g—% = pBEI+~vE—(p+a+d)I :
S5 = 0l —qBRI—-uR,

onde % =0, pois S+ E+ I+ R =1 (populacdo constante) é devido & existéncia

de um fluxo de entradas constante (u+ al) na classe dos suscetiveis, S. A dindmica
vital inclui a taxa de mortalidade natural, p, e a taxa de morte adicional pela
doenca, «. Os individuos suscetiveis tornam-se infectados através do contacto com
os individuos infecciosos de acordo com a lei da acao das massas, sendo 3 definido
como o coeficiente de transmissdo. Uma vez infectados, esses individuos podem
permanecer no estado exposto, E, até completar o periodo de incubacgao, ou ‘seguir
um atalho’ por uma nova infec¢do e tornar-se infeccioso (desenvolver a doenga).
Esta nova infecgao (denominada de multipla infecgio) ocorre conforme p 3, onde o
parametro p, com 0 < p < 1, representa o nivel de for¢ga de multipla infecgao. Como
os individuos recuperados podem-se reinfectar, define-se o coeficiente de transmissao
por gB, onde o parametro ¢, com 0 < ¢ < 1, representa o nivel de protecao parcial
(se ¢ = 0, tem-se protecdo perfeita por uma imunidade perene). Os pardmetros 7 e
6 foram previamente definidos. Todos os parametros do modelo sao positivos.

3. Analise do Modelo

Apresenta-se a andlise do sistema de equagoes (2.1), determinando os pontos de
equilibrio e estudando a estabilidade destes pontos, em duas partes: trivial e nao-
trivial.
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3.1. Equilibrio livre da doenca

O equilibrio trivial do sistema de equagoes (2.1), ou a populagao livre da doenca,
¢dadopor S=1e E=1=R=0,o0uP’=(1,00,0). A estabilidade de P°
é determinada pelos autovalores correspondentes & matriz jacobiana associada ao
sistema de equacoes (2.1) calculada em P°. Dois autovalores sdo obtidos facilmente,

dados por Ay = Ay = —pu. Os outros dois, designados por A3 e A4, sao dados pelas
raizes do seguinte polindmio caracteristico
AN =N +a XA +ay =0, (3.1)

coma; =2u+a+y+de az=(p+7v) (p+a+7J) (1 —-"Rp), onde o nimero de
reprodutibilidade basal é definido como

Ro= = (3.2)

onde
(L+7) (p+a+d)

v

50 = (3-3)

é o valor limiar para (3.

Para verificar a estabilidade de PY, deve mostrar que os autovalores associados ao
polinémio (3.1) sdo negativos (se reais) ou terem parte real negativa (se complexos).
Como a; > 0, entao para que todos os autovalores sejam negativos basta ter as > 0,
isto 6, 1 — Ry > 0, o que é verdade se e somente se Ry < 1. Dessa forma, sempre
que Ro < 1 (ou 8 < ), o equilibrio livre da doenca, P° = (1,0,0,0), é localmente
assintoticamente estdvel (L.A.E.); caso contrario, é instavel (L.A.L.). Observe que o
valor limiar Ry nao depende dos valores dos niveis de multipla infeccao e reinfecgao
(resumidos, respectivamente, pelos pardmetros p e ¢), como era de se esperar.

3.2. Natureza e quantidade de equilibrios endémicos

O ponto de equilibrio nao-trivial, P* = (S8*, E*, I*, R*) do sistema e equagoes
(2.1), é dado pelas coordenadas

g _ ptal”

{ats)
E* = ’YH_SPIHI* T* (34)
R* N

u+qBI

onde o valor de I* nao-trivial é obtido como raizes da equacgao de terceiro grau
ajx®+asx? +alz +af =0, (3.5)

com x = 3I*, onde  tem dimensdo [tempo] ! e os coeficientes sao dados por

ay = pq
az = pp+d)+qp+a+d+v)+pgf—(u+a)
af = (N +a+d)(1-2)+pulu+a+o) -4 (3.6)

ta(p+7) (1+a+0) (1-Ro - 2)

@ = put)(ta+d)(1-Ro).
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Os parametros Rg e (3, sdo dados pelas equacaos (3.2) e (3.3), respectivamente.
Note que I* = 0 é uma solucgao do sistema de equagoes (2.1), o equilibrio trivial P°.

Pode-se mostrar que na auséncia de multiplas infeccoes, para p = 0, ocorre a
bifurcacio “forward” , isto é, se Ro < 1, o equilibrio trivial P é G.A.E. e a doenca
é eliminada da populacdo. Se Ry > 1, o equilibrio trivial P° torna-se instavel, e o
equilibrio endémico, que é tnico e é dado pela solu¢ao da equagao (3.5), é G.A.E.,
ou seja, a doenga é prevalente na populagao. Este comportamento dindmico, que
independe do nivel de reinfeccao dado pelo parametro ¢, corresponde ao modelo
classico fundamentado na lei da acao das massas. Assim, sem perda de generali-
dades, pode-se assumir ¢ = 1, porém 0 < p < 1, pois neste caso ocorrem compor-
tamentos dindmicos nao associados a lei da agdo das massas, como a existéncia de
dois equilibrios nao-triviais positivos e a bifurcagao “backward”.

Primeiramente, sendo = —p uma raiz para o polinémio (3.5) para ¢ = 1, entao
" = f% é uma raiz real negativa do sistema e equagoes (2.1). Resta determinar
quais sao as condigoes de existéncia para que outras duas raizes sejam reais e positi-
vas. Observe que o equilibrio nao-trivial positivo existe para o sistema de equagoes
(2.1), quando existir solu¢do z positiva para o polinémio (3.5). Lembre que ¢ = 1
representa o caso em que todos os individuos recuperados podem-se reinfectar a
uma taxa idéntica a dos suscetiveis, mesmo que o sistema imune ja tenha sido es-
timulado por infec¢bes precedentes, portanto, é um modelo tipo SEIR, ou seja, a
imunidade é temporéria.

Fatorando a raiz negativa x = —p, o polindmio (3.5) fica reduzido a um polinémio
de grau dois, dado por

x(x) = asx? +ay x +ag =0, (3.7)

onde os coeficientes sao dados por

az = p
ar =[w+a+§+ﬂ+pm+a+®ml—%) (3.8)
ap = (p+7)(p+a+6) (=R,

com o valor 3;, com p # 0, sendo dado por

(p+a+d+7)

51: »

+(p+a+9). (3.9)
A dependéncia de a; com 3, faz surgir novos comportamentos dinamicos.

Note que, para p =0, a; = (u+a+d+v) > 0 e tem-se resultados do modelo
classico da lei da agao das massas. O mesmo ocorre quando 3, < 3;, dados pelas
equagdes (3.3) e (3.9), respectivamente. Porém, quando (8, > ,, verifica-se que,
para certos valores do coeficiente de transmissdo 5 < [, justamente para Ry <
1, pode ocorrer multiplos equilibrios endémicos devido a multipla infeccao. Para
elucidar este fenémeno, determina-se a posicao relativa entre 8, e (3;, definindo a
funcao f(p) como

F) =8, —By=7(u+a+d+n) (1—]3—1;),
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onde deve-se ter 0 < p < 1 e pg é dado por

p(p+ o+ 9)
Y(ptatity)

Po = (3.10)

com 0 <pgy < 1.

A tnica possibilidade de existir até duas raizes reais positivas para o polinémio
(3.7) é quando seus coeficientes, dada pela equagao (3.8), satisfizerem a; < 0 e
ag > 0, uma vez que as > 0. Estas condigoes sdo satisfeitas quando 3, > 3, isto
é, quando f(p) < 0, o que ocorre para

P> po. (3.11)

Porém, deve-se ter, da equacao (3.10), po > 0 (naturalmente satisfeita) e py < 1
(como p > po, po ndo pode ser igual a um), que é satisfeita se

9N =P+ (pta+d)y—p(p+atd) <0

O polinémio g(y) tem duas raizes reais positiva e negativa, dadas, respectivamente,
por v, e y_. Logo, g(y) < 0 se e somente se v < 7,, onde

w+a+9d 4p
U (Y S
T+ 2 ( +u+a+5

Note que g(y = p) = p* > 0, logo p > 7, mostrando que v, é um valor muito
pequeno.

Portanto, para B, > (; e v < v, o polinémio (3.7) pode ter até duas raizes
positivas apenas no intervalo 5; < 8 < 3,. No entanto, pode-se mostrar que para
B, < B < By, com [, < B,, tem-se de fato duas raizes reais positivas, com (3, dado
por

2y 2y p
c (/81 » ) + » 1+ 5 (Bo = B1), (3.12)
sendo que em 3 = (., tem-se raiz real positiva dupla. As raizes reais postivas sdo
designadas por I} e I*, que sao, respectivamente, a maior e a menor das solugoes.
Contudo, para 8 < 3, ndo hé solugdo real postiva, e para § > (3, uma tnica solugao
real positiva. Pode-se dividir as desigualdades 3, < 8 < 8, por (3, e escrever como

Be _ R, < Ro < 1, (3.13)

Bo
mostrando, assim, a possibilidade de endemia para Ry < 1.
Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio, sabe-se que para ¢ =1 o

modelo é do tipo SEIRS. Portanto, pode-se usar Y = S 4+ R no sistema dinamico
(2.1) e utilizar o valor em equilibrio dado por

p+ (0 +a)l*

Y*"=S"+R"'= ,
w4+ pI+
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da equagao (3.4). Este procedimento reduz em uma dimenséo o sistema dindmico,
resultando em varidveis dinamicas (Y, E, I). Neste novo sistema dindmico, os auto-
valores sao as raizes do polinémio caracteristico de terceiro grau dado por

AN) = A° + b\ 4 by A + by,

com coeficientes dados por

b = 2wt (A DA o (14 E)
b= [ eSO | 4
bo = uﬂ[(v+pﬁf*)2+(v—pu)(u+a+5)} o

A anélise sera feita de acordo com o valor de v relativo ao valor de pu, para 8, > ;.
Recorde que para (B, < [3;, recupera-se os resultados cldssicos, ou seja, o tnico
equilibrio nao-trivial é estavel para Rg > 1, e instavel caso contrario.

Primeiro, pode-se mostrar que v > pu > pop > v, ou seja, se v > pp entao
¥ > 7,4, e o polinémio (3.7) tem uma tnica solugao real positiva somente para
B > By. Assim, se v > pu, entdo by > 0 implica que todos os outros coeficientes
s@o positivos, e, de acordo com a conjectura em [1], o inico equilibrio nao-trivial é
L.AE. Para 8 < 3, sé existe o equilibrio trivial, que é G.A.E.

Para v < pu, note que se by > 0, entao todos os outros coeficientes serao
positivos. A estabilidade dos pontos de equilibrio é procedida de seguinte modo.
Primeiro, calcula-se um I* = z > 0 tal que by = 0, ou seja, Z(z) = (y +pﬂ[*)2 —
(ppr — ) (u + « + §) = 0. Pode-se mostrar que, para que se tenha uma raiz positiva
para z, designada por zy, a condi¢ao deve satisfazer v < ((p) < v, , onde

p+a+d dpp

) =" < o ats 1)’

com ((1) = v,. Note que se Z(z) > 0, entao z > z4, e para Z(z) < 0, z < zy.
Portanto, tem-se by > 0 < I* > 24, e by < 0 < I* < z;. Agora, calcula-se o valor
da funcao x(B8z4), dada pela equagio (3.7). Pode-se mostrar que x(8z4) < 0 para
v <4, sob as restrigoes pg < p < lefB; < < By, 0 que implica em I* <z < I7.
Logo, tem-se que by < 0 para I'* < z,, mostrando que o menor equilibrio nao-trivial
I* é L.A.L, pois nao satisfaz uma das condi¢oes de Routh-Hurwitz; porém, para
I7 > 2z, tem-se que by > 0, sendo a maior raiz I} L.A.E., conforme a conjectura em
[1]. Contudo, neste caso, é facil mostrar que a tltima condi¢do de Routh-Hurwitz,
dada por boby — by > 0, é satisfeita pois

bobi —bo = |20+ (p+ 1) B +7 (14 5 )| [(v+pBI7) + (u+ BI7) + 7%
+ u+(p+1),6[*+7(1+‘?:>}%0

é positiva quando by > 0.
Assim, tem-se que, para 3, < § < 3y, I* ¢é instdvel e I} ¢é estavel (bifurcacao
“backward” para R, < Ro < 1), e para 8 > [, uma tUnica raiz real positiva
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L.A E. Mais ainda, a dinamica da transmissao depende da condigao inicial quando
B, < B < By, pois se I(t = 0) < I*, entdo a trajetéria dindmica dirige-se para o
equilibrio trivial; caso contrario, ¢ atraida para I’} . Recorde que o equilibrio trivial
¢ estavel para 0 < (3, caso contrario, instavel.

4. Discussao e Conclusao

O modelo tratou da questdo de multiplas infecgoes (p3) e reinfeccdo (¢f3), além da
prima-infecgao (). Mostrou-se que existe a possibilidade de bifurcagao “backward”
para Ro < 1, porém em condi¢ao muito especial: para v <y, < u. Para v > v,
a multipla infecgao nao altera de modo algum a dinamica qualitativa do modelo
cldssico que considera apenas a prima-infecgdo (com ou sem reinfecgdo). Assim,
doencas que apresentem periodo de incubacao (y~! > 7;1) muito extenso, maior
que a vida média humana ('), o ‘atalho’ promovido por uma outra (miltipla)
infecgdo para levar ao estado infeccioso (portanto, apresentando doenga) é muito
importante.

Para esclarecer, suponha v =0 e p > 0 (e ¢ = 1, sem perda de generalidade),
situacao que descreve uma dinamica de transmissao em que muitas infecgoes sao
necessarias para tornar o individuo infeccioso, o que em geral é valido para infecgoes
com macro-parasitas sexuadas. Pode-se mostrar que o equilibrio trivial é L.A.E.,
existem sempre dois equilibrios nao-triviais I* (L.A.L) e I (L.A.E.) e, da equagao
(3.12), tem-se que B, = (3;. Assim, para [ < (3, a doenga é extinta na comunidade.
Porém, para 3 > (3, para introdugdes iniciais baixas de individuos infecciosos (I(t =
0) < I*) a doenga nao consegue se manter, o que nao é verdade para introdugoes
elevadas (I(t = 0) > I* ) em que a endemicidade se estabelece em niveis de I}, o que
é muito comum na dindmica de macro-parasitas sexuados. Pois, a probabilidade de
acasalamento é fortemente dependente da carga parasitdria, sendo muito reduzida
para baixas cargas parasitdrias [2]. Porém, se p = 0 e v > 0, entdo tem-se a
regra de Ro na dindmica, ou seja, o modelo classico da lei da agdo das massas.
Figura 1 mostra estas duas dindmicas (curvas fina e tracejada, respectivamente,
para multiplas infecgoes e perfodo de incubagcéo, isoladamente).

Figura 1 mostra, também, o caso em que hd uma composi¢ao de multiplas in-
fecgbes (no caso, uma segunda infecgao) com perfodo de incubacdo (curva grossa),
quando y < 7, . Verifica-se que, mesmo para vy muito pequeno, a dinamica preva-
lente é a de passagem sem nova infeccdo para estado infeccioso, pois a estabili-
dade do equilibrio trivial é ditada pela transi¢o natural para estado infeccioso (ou,
pelo pardmetro ). Somente para baixas incidéncias (5 pequeno), é que surge a
dependéncia com condigao inicial (ou, bifurcagdo “backward”), mostrando que a
ocorréncia de uma segunda (multipla) infecgdo é um evento de busca ativa por
individuos previamente infectados, o qual é dificultado para baixa prevaléncia. As-
sim, para incidéncias baixas (8, < [ < B, claramente para R, < Ro < 1),
a doenca pode ser endémica somente para uma introducao elevada de casos de
infecgdo (I(t = 0) > I*). Portanto, uma doenga que apresente periodo longo de
incubacao e, a0 mesmo tempo, em que uma segunda infecgao acelere a manifestagao
da doenca, pode ser descrito por este modelo.



TB: Infecgoes Multiplas e Periodo de Laténcia 139

Figura 1: Diagrama de bifurcacao para o modelo e para dois casos especiais.

Um exemplo de aplicacao deste modelo é a TB, causada pela bactéria MTB,
devido a seu longo periodo de incubacdo. Apds a infeccdo com o MTB, conhecida
como complexo priméario ou prima-infeccdo, uma pequena fracao dos individuos in-
fectados desenvolvem rapidamente a TB. A probabilidade de evoluir para a doenca
em uma prima-infecgao depende da viruléncia do bacilo, da fonte infectante e das
caracteristicas genéticas dos individuos infectados. Em geral, o complexo primério
¢é bloqueado pelo sistema imunolégico e a maioria dos individuos infectados per-
manecem no estado de laténcia durante um longo periodo de tempo ou por toda
a vida. Porém TB pés-priméria pode ocorrer no organismo que tem sua imu-
nidade desenvolvida pelo complexo primério ou pela vacina. Uma pequena fragao
dos individuos primo-infectados evolui para a doenca devido a reativacao enddgena
(devido a y~! ser muito extenso) ou entdo por receber uma nova carga bacilar (a
reinfecgao exégena, dado por q).

Embora TB seja uma doenga grave, sendo que praticamente 100% dos casos
sejam curados quando o tratamento é cumprido (dada pela taxa de recuperagao
d), nao confere imunidade perfeita ao paciente. Por outro lado, apds o inicio do
tratamento, é observada uma melhora muito rapida do paciente, que abandona o
tratamento por ser muito agressivo e causar uma série de reagoes adversas, quando
entdo o risco do paciente sofrer novas infec¢oes é muito maior (a muiltipla infecgao,
dado por p). Quando isto acontece, o paciente fica resistente as vdrias drogas usadas
no combate a doenca, caracterizando assim a MDR-TB (tuberculose resistentes a
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multiplas drogas). Assim, o paciente que abandona o tratamento nao sé aumenta
seu risco as multiplas infecgdes como também contribui com a nova epidemia de TB
pelas cepas resistentes as drogas.

Abstract. In this work a SEIRE mathematical model with constant population
and reinfections is proposed. Although this model is based on the standard mass
action law, our analysis shows that this model exhibit unusual behavior (backward
bifurcation), due to the assumption of multiple infections. In other words, even
when the reproductive number, R, situates between a threshold value and unity, it
is possible the occurrence of two endemic equilibria, besides the trivial equilibrium.
We explore the relative importance of multiple infections and the periods of time
that an individual spends in the latent class. Typically, when the natural history of
infection presents a very long latent period, for instance tuberculosis, the multiple
infections affect strongly on both prevalence and disease eradication efforts.
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