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Resumo. O objetivo deste trabalho é aplicar controle linear em sistemas popula-
cionais que exibem caos para determinados valores dos parametros. Sao analisados
dois sistemas: modelo de Lotka-Volterra para duas presas e um predador e modelo
tritrofico de cadeia alimentar. A fim de encontrar o controle 6timo que estabiliza
os sistemas nos pontos de equiliblio desejados foi aplicada a metodologia proposta
por Rafikov e Balthazar. As simulagbes numéricas, que foram realizadas para os
dois sistemas considerados, mostraram a possibilidade de controlé-los, utilizando
controle linear.

1. Introducao

Durante varias décadas, depois do trabalho de Lotka [4] e Volterra [9], um dos
topicos de principal preocupagao em ecologia matematica foi o estudo de cadeias
alimentares ditroficas. Isto foi realizado analisando um grande ntimero de mode-
los dindmicos continuos de segunda ordem, usualmente chamados modelos presa-
predador. Somente nos anos setenta que um pouco de interesse em modelos tritro-
ficos de cadeia alimentar emergiu na matematica (composto de presa, predador, e
super-predador).

Devido & relevancia intrinseca para a biologia, estes modelos geraram, e ainda
geram, uma quantia enorme de pesquisas, nao s6 porque ha muitos tipos de inte-
ragoes entre espécies para considerar, mas também porque até mesmo os modelos
tritroficos mais simples possuem alguns problemas matematicos desafiadores, acima
de tudo, o caos é menos compreendido para estes modelos.

Nos ultimos anos, o problema do controle de caos tornou-se de grande interesse.
Entre as estratégias de controle de caos a mais popular é o método de OGY, no
entanto, este usa o mapa de Poincaré e, por isso, tem limitacoes para sua aplicagao.

Para estabilizar sistemas caoticos foi utilizado, em véarios trabalhos, o controle
linear feedback (Vicent,Yu [8], Bewley [2], Sinha et al. [6]). Mas, nestes, o uso do
controle linear para sistemas nao-lineares nao foi bem justificado. Uma metodologia
para encontrar o controle 6timo linear feedback foi proposta por Rafikov e Balthazar
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[5]. Eles encontraram as condigoes que garantem a aplicagdo do controle linear em
sistemas nao-lineares. Temos que notar que na teoria do controle existem dois tipos
de problemas: o controle de programa e a sintese do controle. Para o primeiro, a
funcdo do controle u(t) é encontrada como uma funcao do tempo. Ou seja, nesse
caso a fungao de controle 6timo determina uma trajetoria 6tima que corresponde a
uma condicao inicial dada do sistema. No segundo caso, a func¢ao do controle u(t, x)
depende do tempo e de varidveis de estado. Este tipo de controle é chamado controle
feedback ou controle com realimentacao e pode ser aplicado para qualquer condi¢ao
inicial. Se as variaveis do sistema sdo desvios do regime desejado, o controle 6timo
estabiliza o sistema em torno da trajetoria desejada, minimizando o funcional que
caracteriza os desvios quadrados da trajetoria e do controle do regime desejado.

Em varios problemas do controle de sistemas populacionais os regimes desejados
dos sistemas sao conhecidos. Por exemplo, no controle de pragas é conhecido o valor
limiar de danos econémicos que determina a quantidade de pragas que nao causam
danos econémicos na lavoura. As quantidades de inimigos naturais que sustentam
as pragas neste limiar podem ser fornecidas por especialistas do controle biologico.

Em nosso trabalho foi formulado e resolvido o problema da sintese do controle
para dois sistemas populacionais: Lotka-Volterra de duas presas e um predador e
sistema tritréfico de cadeia alimentar.

2. Formulagao do Problema

Consideramos um sistema controlado
&t =Azx+g(zx) + U, (2.1)

onde z € R™ é um vetor de estado, A € R™" é uma matriz constante e g(r) um
vetor formado de fungoes continuas, e o vetor de controle é

Sem controle (U = 0) o sistema (2.1) apresenta comportamento cadtico para deter-
minados valores dos parametros. E de nosso interesse controlar o sistema, levando-o
para um ponto ou trajetoria desejada. Seja T esta trajetoria, entdo a parte @ do
vetor de controle que mantém o sistema controlado na trajetoria desejada, pode ser
escrito como

=1 — Az — g(%) (2.3)
e o vetor de controle u; que estabiliza o sistema em torno da o6rbita desejada tem a
forma seguinte

uy = Bu, (2.4)
onde B € R™™ & uma matriz constante.
Definindo
Yy=x—2

como o desvio da trajetéria do sistema (2.1) da trajetoria desejada, e admitindo
(2.2)-(2.4), chegamos a equagao em desvios:

y=Ay+ g(z) — g() + Bu. (2.5)
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A parte nao-linear do sistema (2.5) pode ser escrita como
9(x) — g(¥) = G(z,7)(x — T), (2.6)

onde G(z, %) é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de z e Z. Admitindo
(2.6), o sistema (2.5) tem a seguinte forma:

j = Ay + G(z,7) + Bu. (2.7)

No trabalho [5] foi formulado o seguinte teorema: Se existem as matrizes @ e
R, definidas positivas, sendo () simétrica, tais que a matriz

Q=Q -G (x,%)P — PG(x, %) (2.8)
seja definida positiva para G limitada, entao o controle linear feedback
u=—-R'B"Py (2.9)

é O0timo para transferir o sistema néao linear (2.7)de qualquer estado inicial ao estado
final

y(0) =0, (2.10)
minimizando o funcional

J= /00 (47 Quy + uT Ru)dt, (2.11)
0

onde a matriz simétrica P é calculada da equacao algébrica nao linear de Riccati:
PA+ATP - PBR'BTP+Q =0, (2.12)

onde as matrizes Q € R™" e R € R™™ sao constantes, definidas positivas.

E importante destacar que a matriz A na equacio (2.5) nédo é tnica, e pode
influenciar no desempenho do controlador.

Para resolver um problema de sintese de controle (2.7)-(2.11) pode ser utilizado
o seguinte algoritmo colocado no problema acima referido:

1. Para as matrizes dadas A e @ resolver a equagao algébrica de Riccati (2.12),
encontrando a matriz P.

2. Calcular a fungéo de controle (2.9).
3. Calcular as trajetorias o6timas, integrando o sistema (2.7).

4. Verificar se a condigao (2.8) ¢é satisfeita. Caso (2.8)nao seja satisfeita, escolher
outra matriz @) e repetir os célculos a partir do item 1.
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3. Controle Linear no Modelo de Lotka-Volterra de
duas Presas e um Predador

O modelo de Lotka-Volterra para duas presas e um predador é dado por:

d;’ =ai(ri— Y eyzy), 6§ =1,2,3 (3.1)
ou seja,
21 = x1(ry — c11%1 — €122 — €1323)
Zg = Ta(T2 — C21T1 — C22T2 — C23T3)
%3 = x3(r3 — 3171 — €322 — C33T3),
onde:

1,3, x3 sao as densidades da primeira presa, segunda presa e predador, respecti-
vamente;

¢ij,t,7 =1,...,n sao coeficientes que admitem a interacdo entre as espécies da pop-
ulagao;

r; € a taxa de crescimento da populacao .

De acordo com Vance [7] e Gilpin [3] o sistema (3.1) apresenta comportamento
caotico para os seguintes parametros: 1y =r9 = —r3 = 1,¢11 = €19 = Co2 = Co3 =
0, 001; Co1 = O7 0015; Ci13 = 0, 01; C31 = —O, 005; C3g — —0, 0005; C33 — 0.

Introduzindo controle, temos

dIi
dt

onde o controle feedforward 4, conforme (2.3), tem a seguinte forma

U = —&;(ri + Z(%@)

O sistema Lotka-Volterra com desvios tem a forma

:Iq:(Tz‘—ZCijivj)+ﬁi+Ui7 1,7 =1,2,3,

y=Ay+ G(z, %)y + Bu, (3:2)
r 0 O 1 0 O
onde A= 0 ro 0 |, B=| 0 1 0 | eoselementos de G(z,Z) sdo:
0 0 73 0 0 1
g11 = —c11(x1 + £1) — c1222 — C13T3, g12 = —cC12711,
g13 = —C1371, g21 = —C217%2,
922 = —C22(x2 + T2) — €211 — 2373, go3 = —C23T2, (3.3)
g31 = —C€3123, g32 = —C32%3,
933 = —c33(x3 + T3) — €311 — C322.
10 0 O 1 0 0
Escolhendo @ = 0 10 O e R={(01 0 |,
0 0 10 0 0 1
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4,3166 0 0
obtemos P = 0 4,3166 0
0 0 2,3166

resolvendo a equagao algébrica de Riccati (2.12) através da fungao LQR do software
MATLAB.

Assim, a fungao de controle 6timo para este sistema tem a seguinte forma:

4,3166 0 0
u=— 0 43166 0 v, (3.4)
0 0 2,3166
T, — SC~1
onde y = To — To
r3 — fg

As trajetorias do sistema controlado (3.2) com controle linear (3.4) estdo na
Figura 1(a). As simulagbes foram realizadas com condicoes iniciais (10, 20,1) e o
ponto de equilibrio escolhido foi (8,10,4).

Atribuindo os valores méaximos a x1,x2 e x3 podemos avaliar a condicdo (2.8)

Gii 2 Gii — 295 i, 1 =1,2,3,
onde ¢g/7** sao calculados de (3.3) com os valores maximos de z;. Como pode ser
visto da Figura 1 os valores iniciais de x1 e x5 s&0 maximos assim como o valor final
de z3. Entao,

10,67 0 0

Q> 0 10,4 0 > 0.
0 0 9,79

Como Q é definida positiva conclui-se baseado no teorema acima exposto que o
controle (3.4) é 6timo.

Como ja foi mencionado acima, a matriz A ndo é tnica. A escolha de outra
matriz pode influenciar na dindmica do sistema controlado. Por exemplo, de acordo
com [1], na estabilizagdo de sistemas nao-lineares, orienta-se usar a matriz A do
modelo linearizado, neste caso, dada por:

aiy =11 — 2c11%1 — C12T2 — 1373, a2 = —T1C12,
a3 = —I1¢13, a1 = —T2C21,
Ao = Ty — C21T1 — 2C22T2 — 23713, a23 = —T2C23,
as; = —I3c3i, azy = —IT3C32,

a3 = T3 — €31T1 — C32T2 — 23373,

ou seja,
0,934 —0,008 —0,08
A= —0,015 0,964 —0,01
0,02 0,002 —0,955
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Figura 1: (a)Trajetorias do sistema Lotka-Volterra com controle linear (3.4). (b)

Trajetorias do sistema Lotka-Volterra com controle linear (3.6).

Assim, temos

g11 = —ci1(x1 + 21) — c12(x2 — &2) — ciz(xs — T3), gi12 =0,

913 = 0, g21 = —Co1(w2 — T2),
g22 = _CQQ(Z'Q + f2) + 29072, gosz =0,

gs1 = —ca1(w3 — T3), g32 = —c3a(w3 — I3),
g33 = —c33(x3 + @3) + 2¢33%3.

(3.5)
Novamente, usando a fungao LQR do software MATLAB, obtemos

4,2308  —0,0149 —0,0441
P=| —0,0149 4,2699 —0,0056
—0,0441 —0,0056 2,3491

A funcao de controle 6timo é

uy = —4,2308(z1 — 8) + 0,0149(xy — 10) + 0, 0441 (x5 — 4),
Uy = 0,0149(z; — 8) — 4,2699(x5 — 10) + 0, 0056 (x5 — 4), (3.6)
ug = 0,0441(z; — 8) + 0,0056(x5 — 10) — 2, 3491 (x5 — 4).

Calculando @ utilizando agora (3.5), temos

i 10,24 0 0
Q> —-0,0045 10,08 0 | >0.
0 0 10

As trajetorias do sistema controlado (3.2) com a fungdo de controle (3.6), ou
seja, utilizando a matriz A linearizada estdo na Figura 1(b).

A comparagdo dos gréaficos na Figura 1 mostra que a alteragdo da matriz A,
neste caso, quase ndo influi na dinimica do sistema controlado.
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4. Controle Linear Feedback para o Modelo Tritroé-
fico de Cadeia Alimentar

O modelo de cadeia alimentar para trés espécies com controle é dado por:

f1 = oy — T - () 1wy

JR— a1y __ _ Q273 T

T2 = @ 14+b121 da 1+bzl'2) T Uz + Uy ) (4.1)
o asx ~

T3 = $3(1+2bzi,2 —d3) + u3 + us

onde:
r é a taxa de crescimento intrinseco; k é a capacidade suporte das espécies;
a1 € as representam a taxa maxima de predacao;
do e dgz sao taxas de mortalidade;
b1 e by sdo taxas de saturagao.
Podemos escrever o sistema tritrofico de cadeia alimentar na forma de desvios
€omo

y = Ay + G(x,%)y + Bu, (4.2)
onde
r 0 0 1 00
A=10 —dy O , B=1 0 1 0 | eoselementos de G(x,Z) sao
0 0 —ds 0 01
~ —aib 7 — QT
g = 5@+ 5) ~ i D12 = T AT
913 =0, 921 = TS0
_ _aibiziad —ar & _ —asbomadntasd:
922 = (f'il‘bllillac(ll‘&lli}l) a (1+b29€22):(613+b252)’ 923 = (11%72222)?12—0—;22;22)’ (43)
931 =0, 952 = (TFbam,) (175272

_ _ _agboxorrtasas
933 = (1+boza)(1+boas)

Os parametros usados nas simulagoes foram os seguintes al = 5;a2 = 0.1,01 =
3.2;02 =2,d2 = 0.45,d3 = 0.01, k = 10, r = 0.9022.

10 0 O 1 00
Escolhendo @ = 0 10 O e R=1 0 1 0 |, obtemos
0 0 10 0 0 1
4,1907 0 0
P= 0 2,7441 0 ,
0 0 3,1523

resolvendo a equagao algébrica de Riccati(2.12) através da fungao LQR do software
MATLAB.
Assim, a funcdo de controle 6timo para este sistema tem a seguinte formas:

4,1907 0 0
u=— 0 27441 0 n (4.4)
0 03,1523
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T1 — X1
onde y = To — To
xr3 — I3

As trajetorias do sistema controlado (4.2) com controle linear (4.4) estdo na
Figura 2 (a). Condigdes iniciais (10,20,1) e ponto de equilibrio (8,10,4).
Atribuindo os valores méaximos a x1,z2 e x3 podemos avaliar a condigao (2.8).
Entao,
24,50 0 0
Q> 0 2,27 0 > 0.
0 0 9,685

Como () é definida positiva conclui-se baseado no teorema acima exposto que o
controle (4.4) & 6timo.
Para o modelo linearizado a matriz A é dada por:

r— 2rzy a1 Ta __Tia 0
k (1+b15]1)2 1+b12Z1
A= a1Z9 Ziay g _Zaap __Z2a9
= (I+b121)? THbizr 27 T4baas Y )
0 r3az Toaz d
(1+b2£2)2 1+boZo 3

ou seja,
—-0,61 —1,5 0
A= 0,07 1,05 —0,05
0 0,001 0,038

Assim, temos

gu = —§(@1+ ) — gt * Ot aihey 912 =0

913 = 0, 921 = (1+51${11):(E12+b1351) B (1-5?1;?5?1)2’

922 = (1+b1;f31(11ﬁb1w1) ~ [ brws) (1 Fb272) T (T4bain)?” 923 = Mﬁm
931 =0, 932 = (1+b2x(;2)(mf+bz.iz) - (1f§f§2)2v

g33 = 0.

(4.5)
Novamente, usando a funcdo LQR do software MATLAB, obtemos

2,5558 —0,5254 0,001
P=| —0,5254 4,5716 —0,0339
0,001  —0,0339 3,2009

A funcao de controle 6timo é, entao,

uy = —2,5558(z1 — 8) + 0,5254(z5 — 10) — 0,001 (x5 — 4)
Uy = 0,5254(z1 — 8) — 4,5716(x5 — 10) + 0,0339(z5 — 4) . (4.6)
us = —0,001(z1 — 8) + 0,0339(zy — 10) — 3,2009(z3 — 4)

Calculando @Q utilizando agora (4.5), temos

~ 11,14 0 0
Q> 0,045 10,82 0,00014 | >o0.
0  —0,00003 10
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Figura 2: (a)Trajetérias do sistema de cadeia alimentar com controle linear (4.4).
(b) Trajetorias do sistema de cadeia alimentar com controle linear(4.6).

A comparagao dos graficos na Figura 2 mostra que a alteragao da matriz A,
neste caso, influi na dindmica do sistema controlado.

5. Conclusoes

Foram analisados dois sistemas: modelo de Lotka-Volterra de duas presas e um
predador e modelo de cadeia alimentar, ambos para trés espécies que exibem caos
para determinados valores dos parametros.

A metodologia proposta neste trabalho permitiu resolver o problema do controle
de populagoes para os dois modelos considerados. As simulagdes computacionais
mostraram que os algoritmos, propostos de aplicagao do controle linear para modelos
néo-lineares, permitem, variando os valores de elementos da matriz Q, melhorar a
qualidade de trajetorias de transicao e estabilizar os sistemas nao-lineares no ponto
de equilibrio desejado.

Apesar de serem escolhidos dois sistemas que exibem caos, o controle 6timo
proposto pode ser aplicado para sistemas nao-lineares que nao exibem caos.

Comparando as Figuras 1(a) e (b) observa-se que no modelo de Lotka-Volterra
nao ha praticamente nenhuma diferenca alterando a matriz A. No entanto, esta
diferenca existe para o modelo de cadeia alimentar como pode ser observado nas
Figuras 2(a) e (b).
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Abstract.The objective of this work is to apply linear optimal control in population
systems that exhibit chaos for certain values of the parameters. Two systems are
analyzed: the two preys and one predator Lotka-Volterra model and the tritrophic
food chain model. In order to find the optimal control that stabilizes the systems
in the desired equilibrium points, the methodology, proposed by Rafikov and Balt-
hazar, was applied. The numeric simulations, that were accomplished for the two
considered systems, showed the possibility to control them, using linear control.
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