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Resumo. Na Engenharia nos deparamos com diversas situagoes, onde a busca de
uma solucao gera a necessidade de resolugao de problemas de otimizagao global
consistindo em determinar o minimo de uma funcao continua f em um conjunto
admissivel S: z* = ArgMingf. Quando f é unimodal e S convexo, varios métodos
estdo disponiveis na literatura. Entretanto, no caso multimodal, a ndo convexidade
do problema exige métodos mais robustos. Focamos nosso estudo no desenvolvi-
mento de um método hibrido, composto por um algoritmo de tipo evolucionario,
cuja populagao inicial é gerada por uma Férmula de Representagdo, e utilizando
um método do gradiente adicionado de perturbagbes aleatérias, em sua fase de
mutagdo. Supomos dado um operador de projecdo proj transformando pontos ex-
ternos a S em pontos de S. Os resultados numéricos mostram que a utilizagdo da
Foérmula de Representacao acelera significativamente o processo de busca.

1. Introducao

A busca de métodos numéricos eficientes para problemas de otimizagao nao convexos
tem interessado pesquisadores de todo o mundo. Na linha de tais trabalhos, con-
sideramos uma funcdo f, continua a valores reais; um conjunto admissivel S C R™
fechado e limitado; e o problema seguinte:

x* = ArgMingf. (1.1)

Atualmente, um dos caminhos para a resolugdo numérica da Equacao (1.1) passa
pela combinagao de métodos estocésticos e deterministas. Calcados nesta idéia, de-
senvolvemos um método hibrido de otimizagao. A esséncia do método consiste em
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combinar uma Fdérmula de Representacao do ponto de 6timo global z* e um algo-
ritmo de tipo genético utilizando em sua fase de mutacao, um método de descida.
A Férmula de Representacdo, desenvolvida por [9], é dada por:

z* = lim Elzg\ f(@)) (1.2)

A——+o0 E(g()\,f($>)) ’

onde ¢ é uma funcdo convenientemente escolhida, f(z) é a fungdo que se pretende
minimizar, A € R e E(zg(), f(x))) é a esperanga matemdtica que determina o valor
médio de uma distribuicao de probabilidade, considerando o valor e a probabilidade
de ocorréncia da varidvel. [9] demonstra que uma possivel escolha para g pode ser
dada por:

g\, f(z)) = e @), (1.3)

A utilizagdo prética da equacao (1.2) exige a construcdo de uma distribuigao de
probabilidades sobre o conjunto vidvel S, por exemplo, utilizando um operador
de projecao proj transformando z ¢ S em xp.0; € S. O desenvolvimento de um
método mais geral, incluindo o tratamento numeérico de restri¢oes faz parte dos
trabalhos em andamento.

Na Secao 2 descrevemos o procedimento numérico e, na Secao 3, sao apresentadas
as funcoes testes. Na Secdo 4 estdo os testes numéricos e alguns resultados e,
finalmente, as conclustes sao apresentadas na Secao 5.

2. Um Procedimento Numérico Utilizando a
Representacao

No desenvolvimento do procedimento, fizemos uso da equagao (1.2) na geragao da
populagao inicial de um algoritmo evoluciondrio ([1] e [3]). O principal objetivo do
uso desta expressao, foi obter uma melhoria na geragao dos pontos iniciais. Como
ja observado, utiliza-se um operador de projegao proj para transformar pontos nao
vidveis em pontos vidveis. A implementagao numérica da equagao (1.2) pode ser
feita trocando o limite A — +oo por um valor fixo de \: gera-se uma seqiiéncia
(1, vy Tptirm) de pontos vidveis, de acordo com uma probabilidade P, e usa-se esta
seqiiéncia para aproximar:

ntirm

> wig(\ f(zi)

* o ok _ 1=1
TR T = —— . (2.1)

; g, flxi))

A equagao (2.1) é aplicada na determinacao de cada elemento da populagio inicial.
Na fase de mutacao foi usado o método do gradiente adicionado de perturbagoes

aleatérias ([4] e [5]) que, em sua forma original, tem como processo de busca do

ponto de minimo o seguinte procedimento:

Escolhe-se um ponto inicial 5. Em seguida, determina-se uma seqiiéncia de pontos
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(,,) através da relagdo de recorréncia, x,+1 = Q(z,), onde, Q(z) = z — uV f(x),
com > 0e Vf(x) é o gradiente de f.

Para f nao convexa, a seqiiéncia pode convergir para um minimo local e néo
para um minimo global, ou seja, nao verifica a condi¢do que f(z,) — min f. E
possivel evitar este fendmeno adicionando um termo estocastico adequado a relagao
de recorréncia:

Tnit1 = Q(mn) + Py,

onde P, é uma perturbagao aleatoria que decresce de forma lenta de modo a evitar a
convergéncia para um minimo local. A convergéncia do método, independentemente
do ponto inicial foi estabelecida em [7].

A implementacao deste método pode ser feita seguindo os passos do seguinte
algoritmo ([4] e [5]):
Escolhe-se um ndmero inteiro positivo NR e gera-se uma seqiéncia {z,},>1 de
forma que, no passo n, x,+1 é obtido através de

Tpy1 = ArgMin{f(Q(zn) + P;); 0 <r < NR},

onde P =0 e P} P2, .. PN 530 NR valores aleatérios de P,.
Para cadar, 1 <r < NR, o vetor P} é dado por P} = ¢,Z/, , sendo (¢,)n>1 uma
seqiiéncia de nimeros reais convergindo para zero gerada pela expressao:

c
= ai,
Vlog(n + d)

em que a, ¢ e d sdo constantes positivas e (Z]) é um vetor gerado através da
distribui¢ao gaussiana padronizada N (0, Id), onde Id é uma matriz identidade.

Este método pode ser implementado com o parametro p fixo, ou seja, o tamanho
do passo do gradiente é predefinido no inicio do processo e permanece o mesmo até
o fim. No entanto, se fixamos um valor muito pequeno para p, o método converge
para o minimo de maneira muito lenta. Caso optemos por um valor alto, temos
uma convergéncia mais rapida porém, o algoritmo pode ficar oscilando préximo do
minimo.

Uma forma mais adequada de trabalhar com o método do gradiente, é fazer
com que o tamanho do passo seja convenientemente definido a cada iteracdo, ou
seja, busca-se o passo 6timo. Este, denotado por t,, é definido de modo que seja
vélida a relagdo f(x, — t,Vf(zn)) < f(xn —tVf(zy)), Vi € (0,tmaz) sendo timax
determinado através da razao m, onde « delimita o tamanho inicial do passo.

A implentagdo do método proposto, pode ser descrita da seguinte maneira:

1) Dado um ntimero real H > 0 e ntimeros inteiros ndo negativos NP (tamanho da
populagao), NF (ndmero de filhos) e NR; uma populagdo inicial
SO:{xgl,...,:zngP}, onde cada elemento de S, é obtido através da Férmula de
Representagao de 6timo global z* dada pela equagao (2.1).

2) Gera-se a populagao S, 41, a partir de S, fazendo:

e Reproducao: Determina-se o conjunto

®n (2.2)

F,={y, =ala) +pBLal +~i 12l ak €S, i=1,.,NF},
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onde o, 3! e ~i sdo valores aleatérios gerados através da distribuigdo uniforme
sobre [—H, H] e j, k sdo gerados aleatoriamente.

F, contém NF = (2% NP) elementos.

Denotamos B,, = S, UF,,. B,, contém NB = (NP + NF) elementos.

e Mutagao: Determina-se o conjunto

M, = {xp) = ArgMin f(Q(z)+ Pi*):2! € B,: i=0,..,NR;j =1,.., NB},

M, tem NM = (2+ NB) elementos. PJ° =0e PJt P32 . PIiNE 50 NR valores
aleatérios de P, .

o Selecdo (Elitismo):

Ordena-se os elementos de A,, = B, UM,, = S, U F,, UM, em ordem crescente do
valor da fungao. A populagdo S,11 é formada pelos primeiros NP elementos de
A,.

O avango esperado do algoritmo proposto, em relagao aos trabalhos anteriores
([4], [5], [7] e [9]), refere-se & melhoria da populagao inicial, pelo uso da Férmula de
Representagio e pela melhoria na convergéncia com a introducao do passo 6timo ([2]
e [9]) no método do gradiente. E importante, entao, investigar como a introdugao
destes influencia na performance do algoritmo proposto.

3. Funcoes Testes

A literatura apresenta conjuntos de fungoes testes, cujo étimo global é dificil de
ser alcangado usando algoritmos deterministicos. Tais fungoes, caracterizadas pela
multimodalidade, sao usadas para avaliar a performance de novos algoritmos. Nesse
trabalho optamos por escolher as funcoes, levando em consideracao diferencas entre
a distancia de seus pontos de minimos locais e seus valores de minimos locais como
observado em fungdes como Griewank [6], Davis [9] e Rastringin [9] e, também,
pela pouca diferenciagio dos valores da fun¢ao numa regiao ampla (superficie quase
plana) como é o caso da funcao de Rosenbrock [8].

A Funcao de Davis [9] testada é dada por:

sin’(||x — 7|,) — 0.5

(1+ |lz — 3 /1000)°

flx) =05+

Esta func@o possui o valor de minimo global em f* = 0.
Outra fungdo utilizada foi a Fungdo de Rastringin [9], descrita pela expressdo:

fl@)=3m+ Y [(x; — %) — 3eos(2m(x; — T;))).
i=1
O valor de minimo desta funcao, também, é dado por f* = 0 e o ponto de 6timo

global é dado por z* = (0,0,0, ...,0), onde z* é um vetor de dimensao m.
As demais fungoes testadas foram a Funcao de Griewank [6], expressa por:

Ty

F0) = g5 e 71 = [ on(*2 22,
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com minimo global em f* = —1 e, por tltimo, a Fungao de Rosenbrock [8], dada

pela expressao:
m

fla) =100 (xf — 2:)* + > (xi = 1)°,
i=1

i=1

com valor de minimo global em f* = 0 e ponto de 6timo global dado por
z*=(1,1,1,...,1), onde z* é um vetor de dimensao m.

Fizemos uso de um vetor descentrado dado por T = (1,2, ..., m), nas fungodes de
Davis, Rastringin e Griewank. O ponto de 6timo global, com o uso deste vetor é
dado por z* = 7.

4. Testes Numéricos

Nesta secao, apresentamos os ensaios numéricos realizados para avaliar a introdugao
da Férmula de Representagao na performance do algoritmo proposto. Cabe salien-
tar que realizamos uma extensa bateria de testes avaliando a influéncia dos diversos
parametros envolvidos. Em virtude da limitagao de paginas, mostramos apenas
alguns resultados. Antes, porém, apresentaremos algumas consideragoes referentes
a procedimentos adotados na implementagao do método.
Na Formula de Representagao, os pontos aleatérios gerados seguem uma distribuigao
normal dada por N(0, o).

Na definicao das perturbacoes aleatérias P,, atribuimos as constantes a e d o
valor 1 para a Equacdo (2.2), e para a distribui¢do uniforme, atribuimos H = 1.
A regiao de busca foi limitada por um disco, de raio r, onde pontos gerados fora da
regiao de busca sao projetados para o interior da mesma, através da expressao:

ores ZEET oy

n 2
onde |z[|, = ( > xf) e p é gerado através de uma distribui¢do uniforme no
i=1

intervalo (0,1). A supressao do termo ¢ projeta o ponto para a fronteira.

Foram feitos testes com as 4 fungoes listadas. Para cada situagao o algoritmo foi
rodado 100 vezes (nimero de observagoes igual a 100), em razao da populacéo inicial
ser gerada aleatoriamente.

Na Tabela 1, apresentamos alguns resultados que demonstram o desempenho
da Férmula de Representacao. Para estes testes geramos os pontos iniciais, através
da fungao de distribuicdo normal N(0,1). Os pontos gerados foram projetados
para a fronteira e a partir dai duas situacoes foram criadas. Na primeira, consi-
deramos o método, sem o uso da Férmula de Representacao e variamos o raio do
disco responsavel pela determinacao da regiao de busca. Desta forma, verificamos
a eficiéncia do método na busca do étimo global da fungao. Na segunda situacao,
fizemos uso da Férmula de Representagao (1.2) para verificar a melhoria da perfor-
mance do algoritmo.
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Uma comparacao das duas situacoes e da influéncia da Férmula de Repre-
sentagao é verificada pelo niimero de iteragoes (ciclo completo do algoritmo genético)
necessarias para determinacao do 6timo global.

Considerando que o minimo global das fungdes de Rastringin e Davis é f* = 0,
estabelecemos como critério de parada f < 0.001. Utilizamos NP = 5, m = 5,
Nimero de pontos gerados para a equacao (1.2) (ntirm) = 100, A = 10, Ntmero
de iteragoes (NIT) = 30, Numero de passos do gradiente (NPG) = 10, NR = 30,
Numero de intervalos do passo étimo (NIPO) = 100, & = 1 e ¢ = 0.1. Fizemos uso
de N(0,1) na geragao dos ntimeros aleatdrios utilizados nas perturbagoes aleatdrias.

Os resultados, demonstraram um grande desempenho da Férmula de Repre-
sentacao, que pode ser verificado se observarmos a expressao que determina o
nimero total de avaliagbes da funcdo, dado por:

NP+ NIT(NF + NBx« NPG(NR + NIPO +1)).

| || Val. Min. | Nmiter | Nmaval || Val. Min. | Nmiter | Nmaval |

| (r=10) || Rast. | Rast. | Rast. || Davis | Davis | Davis |
s/ eq. (1.2) 4,92E-06 8,22 161610.2 | 7,73E-08 1,72 33820.2
¢/ eq (L.2) || 3,12E-07 1 19665 || 9,49E-08 1 19655

| (r=100) || Rast. | Rast. | Rast. | Davis | Davis | Davis
s/ eq. (1.2) || 5,41E-07 8,7 171047 9,17E-09 2,8 55053
c/ eq. (1.2) 3,75E-08 1 19665 5,60E-10 1,11 21827.6

Tabela 1: Nimero médio de iteragdes com ou sem o uso da equagao (1.2).

Se tomarmos, por exemplo, o nimero médio de iteragoes (Nmiter) apresen-
tado na Tabela 1 para a funcao de Davis, com r = 10, aparentemente nao houve
melhoria. No entanto, quando observamos o nimero médio de avaliagoes (Nmaval)
da funcao, obtemos 33820.2 avaliacoes sem a equagao (1.2) e 19655 com a equaciao
(1.2), determinando uma diferenca significativa.

Testamos a influéncia da variacao do desvio padrao da distribui¢cdo normal usada
na equacao (1.2). Na Figura 1, apresentamos os resultados obtidos para a fungéo de
Rastringin com dimensao m = 8. Nesse ensaio, considerando que o minimo global
desta fungao é f* = 0, estabelecemos como critério de parada f < 0.001. Utilizamos
NP =5, ntirm = 100, A = 10, NIT = 50, NPG = 10, NR = 30, NIPO = 100,
a =1ec=0.1earegido de busca é um disco com r = 10. Fizemos uso de N(0,0.5)
na geracao dos numeros aleatérios utilizados nas perturbacgoes aleatorias.

Observando a Figura 1, percebe-se a queda na probabilidade de sucesso quando
aumentamos o valor do desvio padrao. A partir do valor de 0 = 2 esta oscilacao
continua, porém, com menor intensidade.

Outro parametro analisado em nossos testes foi a influéncia da variacao de «
utilizado na determinagao de ¢4, extremo do intervalo do passo 6timo. Na Tabela
2 e Figura 2, apresentamos alguns resultados obtidos com relacao a probabilidade
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de sucesso e ao numero de iteragoes necessarias para obtengao do minimo global da
funcao de Davis descentrada. Verificou-se que a partir de o = 3.5, a probabilidade
de sucesso é total.

o
®

o
o

Probabilidade de sucesso

o
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T
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. . . . . . .
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desvio padrao da FormR

Figura 1: Funcdo Rastringin — Influéncia do desvio padrao da equagéo (1.2) (m = 8).

Considerando que o minimo global da funcao de Davis é f* = 0, estabelecemos
como critério de parada f < 0.001. Utilizamos NP = 5, ntirm = 50, A = 10,
NIT =30, NPG =10, NR = 30, NIPO = 100 e ¢ = 0.1 e a regiao de busca é
um disco com r = 100. Fizemos uso de N(0,1) na geracdo dos niimeros aleatdrios
utilizados nas perturbagdes aleatérias e na equagéo (1.2).

| « | Numero médio de iteracgoes | Prob. de sucesso |

3 30 0,00
3.1 9,09 0,99
3.2 13,73 0,05
3.5 10,86 1,00
25 1,72 1,00
50 1,91 1,00
100 2,04 1,00

Tabela 2: Funcao Davis Descentrada — Valores da influéncia do parametro a.

Verificamos a probabilidade de sucesso na busca do 6timo quando variamos
a dimensdo e os testes apresentaram um bom desempenho do método. Algumas
funcoes como Rastrngin e Rosenbrock, a partir de uma certa dimensao, comecam a
diminuir sua probabilidade de sucesso até torna-la nula. Entretanto, para Davis e
Griewank, com ou sem a utilizagdo do vetor utilizado para descentrar a funcao, a
probabilidade de sucesso é total, independente da dimensao utilizada.

Na Figura 3, apresentamos a probabilidade de sucesso na busca do minimo
global da funcao de Rosenbrock. O minimo global desta fungao é f* = 0, o critério
de parada foi estabelecido para o caso em que o valor de f < 0.01. Os testes
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Figura 2: Fungao Davis Descentrada — Influéncia de o no ntimero de iteragoes.
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Figura 3: Fungao Rosenbrock — Influéncia da Dimensao.
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demonstraram que a partir da dimensao 28 a probabilidade de sucesso comeca a
cair e com dimensao a partir de 40, esta probabilidade torna-se nula. Utilizamos
NP =5, ntirm = 200, A =5, NIT = 100, NPG = 10, NR = 50, NIPO = 50,
a = 0,5ec=0.1¢e aregiao de busca é um disco com r = 10. Fizemos uso de
N(0,0.3) e N(0,0.5) na geragdo dos ntiimeros aleatdrios utilizados nas perturbagoes
aleatdrias e na equagao (1.2), respectivamente.

5. Conclusoes

A proposta deste trabalho, de desenvolver um método hibrido, teve como principal
objetivo, avaliar a influéncia da Férmula de Representagdo na melhoria da geragao
da populacgao inicial do algoritmo evolucionario.

Por intermédio dos intimeros testes realizados, verificamos o desempenho do
método com a variagao dos varios parametros envolvidos e observamos que o uso da
Foérmula de Representagao, na melhoria da populacgao inicial, tornou-o mais robusto.

O gradiente com perturbagoes aleatorias, aplicado a fase de mutacao, mostrou-
se eficiente, tendo em vista a caracteristica nao convexa das fungoes testadas e
levando em consideragdo que, mesmo em testes com pontos gerados na fronteira,
sem o auxilio da Férmula de Representacao, o 6timo era alcancado. Os resultados
demonstraram um desempenho superior do método quando fizemos uso da Férmula
de Representagao, ficando evidente sua excelente contribuigao.

Os testes foram muito encorajadores e nos levam a projetar para trabalhos
futuros, a determinacao dos tipos de funcoes que podemos escolher como g, tendo
em vista que ela nao é unica. Cabe-nos também, verificar que outros métodos
numéricos podem ser utilizados na fase de mutacao e adicionar aos testes outras
fungbes com caracteristicas diferentes, como por exemplo, a fungdo de Schwefel.

Este método foi aplicado em um problema de distribuicao de viagens e observou-
se uma 6tima performance do mesmo, demonstrado nao somente por sua velocidade
de convergéncia, bem como pela pouca sensibilidade dos parametros envolvidos [2],
o que vem a facilitar sua utilizagdo por profissionais da area de transportes.

Nossos trabalhos em desenvolvimento abordam extensoes deste método para
problemas de otimizacao com restrigoes.
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Abstract. The engineering faces several situations in which the search for solutions
creates the need of a resolution of problems of a global optimization consisting
on establishing the mininum of a continuous function f in an admissible set S:
z* = ArgMing f. Whether f is unimodal and S convex, several methods to solve
them are available in the literature. However, in the multimodal case, the non
convexity of the problem demands for more robust methods. The study is focused
on the development of an hybrid method, composed by an evolucionary algorithm,
whose initial population is generated by a Representation Formula, and using a
gradient method added of random perturbation on its mutation phase. Considering
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given un operator of projection proj transforming points outwards S in points of S.
The obtained numerical results showed that the utilization of the Representation
Formula accelerate considerably the searching process.
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