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Resumo. Neste trabalho, damos uma nova interpretacao combinatéria para os
nimeros de Fibonacci em termos de partigdes restritas, fazendo uso do Simbolo
de Frobenius. Também damos uma demonstracdo de uma conjectura para uma
férmula explicita de uma familia de polinémios dada por Santos em [9].

1. Introducao

Santos, em [9], seguindo um método introduzido por Andrews em [1], define fungdes
de duas varidveis f(q,t) associadas a identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Con-
sideramos, inicialmente, as fungoes de duas varidveis associadas as identidades (20)
e (16) de Slater que séo, respectivamente

o0

tn TL
f20 qv
Z n+1 —tq?; Q)
o0 . 2
tnqn +2n
fi6(q,t) =
(@5) ,;(t;f)nﬂ(*ttﬂ;qz)n

onde (a;q), = (1 —a)(1 —aq)...(1 —agq" ') e n é um inteiro nio negativo.
Inserindo-se um parametro k na funcdo de duas vériaveis fi5(g,t), definimos a
familia de fungoes

tn n +2kn

(1.1)

n+1 tq ’ q2)n

-2

Através de simples manipulagées em (1.1), obtemos a seguinte equagdo funcional
para fi(q,t)

(1= t)(1+tg°) fr(a. t) = 1+ t¢* + tq** " fu(q, ta?) (1.2)
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o
e, substituindo fx(q,t) = Z PF(g)t™ em (1.2), temos que
n=0

Pi(q)= 1
Pig)= 1 + ¢+ . (13)
PFg)= (1 — ¢ + ¢@71PF (9) + ¢*PF ,(q)

Chamamos de coeficientes trinomiais aos coeficientes de x’/ na expansao de

(1+2z 4 zH)",

m
que sao dados por (}), = Z(—l)h(;i)(f:;if;)

h=0
Fazemos uso das seguintes familias de polindmios que sdo g—anélogos dos coefi-
cientes trinomiais no mesmo sentido em que os polinémios de Gauss [;L] sao g-
andlogos dos coeficientes binomiais,
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Ti(m,A) =T1(m, A, q) =
j:O

Definindo U(m,A) = U(m,A,q) = To(m,A) + To(m, A + 1), temos em [2] as
seguintes relagoes que serao fundamentais em nossas demonstracoes
Um,A) = 1+ HU(m—1,A) +¢" ATi(m - 1,A~1) (1.4)
- AT (1, A+ 2), '
To(m, A) = To(m —1, A= 1) + ¢ ATy (m — 1, A) + > 24Ty (m — 1, A+ 1), (1.5)
Tl(m7A) = Tl(m - 17A) + qm+AT0(m - 15 A + 1) + qmiATO(m - 17A - 1)7 (16)
Ti(m, A) — ¢" A To(m, A) — Ty(m, A+ 1) + ¢ A T (m, A+ 1) =0.  (1.7)
2. Uma Foérmula Explicita para os Numeros de
Fibonacci
Santos em [8], provou uma férmula explicita para a familia de polinémios P para
o caso k = 0. Para o caso k = 1, temos a seguinte conjecturada dada em [9]:

o0 oo

Z q10j +3JU(n 5] Z qlo_] +13]+4U(n 5j +3) (21)

j=—o0 j=—o0

onde ¢(n) = P}

n—1-
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Uma nova férmula para os nimeros de Fibonacci em fungao dos coeficientes trino-
miais é obtida uma vez que, para ¢ = 1, (1.3) nos fornece a relacao de recorréncia
que define os ntimeros de Fibonacci

. n+1 n+1
(}lgi c(n) = Fp_1 = Z {(5j+1)2 - (5j+3)2}7
j=—00

onde P! (1) = F,,_1 e F,, denota o niimero de Fibonacci de posigao n.

Teorema 2.1. A férmula c(n) dada em (2.1) satisfaz & relagao de recorréncia e as
mesmas condigoes iniciais dadas em (1.3) quando fazemos k = 1.

Demonstragao:

Sejam A e n inteiros positivos. Consideremos a seguinte expressao

Un+1,A) — (1 —¢*+¢@"™U(n,A) — ¢*U(n — 1, A). (2.2)

Substituindo em (2.2) a definigao de U(m, A) e fazendo uso da identidade dada em
(1.4), temos que

U(n + 17 A) - (1 + q2n+1>U(n> A) + QZU(nv A) - q2U(n - 17 A)
="M AT (n, A — 1) + ¢ TATP2 Ty (n, A+ 2) + ¢*Ty(n, A) (2.3)
+ @To(n, A+ 1) — ¢*To(n — 1, A) — ¢*To(n — 1, A+ 1).

Observamos que To(m,—A) = To(m, A) e Ti(m,A) = Ti(m,—A). Substituindo
(1.5) e (1.6), apds alguns cancelamentos, obtemos que o segundo membro de (2.3)
é igual a

AT =1, A= 1) + ¢*"To(n — 1, A) + ¢*" >4 Ty (n — 1, A - 2)
+q" AT (0 — 1, A+ 2) + ¢ P2AM Ty (n — 1, A + 3)

+¢*"To(n — 1, A+ 1) + ¢" ATy (n — 1, A) + > 24 2Ty (n — 1, A — 1)
+q" AT (n — 1, A+ 1) + ¢ P2AM Ty (n — 1, A + 2).

(2.4)

Observamos que se verificarmos que a expressdo (2.4), quando substituida corre-
spondentemente em U(n,5j) e em U(n,5j + 3) que aparecem em (2.1), nos con-
duzir a uma expressao identicamente nula, estaremos provando que c(n) satisfaz
(1.3). Assim, fazendo essas duas substitugdes em (2.1) e apds alguns cancelamen-
tos, obtemos
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00 o0
Z q"+1oj2_2j+1TO(n— 1’5]_ 1) + Z q2n+10j2+3jTO(n_ 175])
j=—o0 Jj=—00
[eS) a ) i 2 .
4 Z q2’n+10j 77j+2T0(n _ ]_7 5j _ 2) + Z q’ﬂ+10j *2]+2T1 (TL _ 1’ 53)

+ .
NE
=)

2”+10j2*7j+2T0(n 15— 1)+ Z qn+10j2+8j+3T1(n — 1,55 +1)

j=—o0 J= %

+ Z q2n+103 +13j+4 (n—1,55+2) Z qn+10] +18+97y (n—1,55 +5)
J'ZO—OOO J__Oooo

_ Z q2n+103 2T () — 1,55 + 6) Z q2n+103 HIHAT (n — 1,55 + 4)
j=—o00 J=—oo

%) o

_ Z g0 SIS T (1 55 4 3) Z PO T (0 — 1,55 + 2)
J—O—OOO J__OO

_ Z qn+1OJ HISTHI0T (1 — 1,55 4 4) Z q2"+103 T2 (0 — 1,55 +5).
j=—o00 j==oe

(2.5)

Considerando a quarta e décima terceira parcelas e fazendo a substitui¢ao j — j+1
na quarta parcela, segue de (1.7) que

Z qn+10j2—2j+2T (n—1,5§) — Z qn+10] +18j+107y (n—1,5j +4)

j=—00 j=—00

S OISO (1,55 4 5) — Ty(n — 1,5) +4))

j=—o00

) (2.6)
_ Z q2n+10j2+13j+5T0(n —1,5j+4)

j=—c0
o0

+ Z q2n+10j2+23j+14T0(n_ 1,55 _’_5).

j=—o0

Substituindo (2.6) em (2.5) temos que a segunda soma dada em (2.6) cancela-se
com a décima quarta dada em (2.5). E a primeira soma dada em (2.6) cancela-se
com a quinta dada em (2.5) apés fazermos a substituigdo j — j + 1. Assim vemos
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que (2.5) é igual a

Z q”+10j2‘2j+1T1(n C15j—1)4 Z q2n+10j2+3jTO(n —1,55)

j=—o0 J==00

n Z q2n+10j2—7j+2T0(n — 1,55 —2) + Z q"+10j2+8j+3T1(n —1,55+1)
j=—00 =

i Z q2n+10j2+13j+4T0(n — 1,55 +2) — Z q”+103'2+18j+9T1(n —1,55+5)
j:(;ooo j:;ooo

— Z G107 +235 14 (n—1,5j +6) Z G107 1354 (n—1,55 +4)
j=—00 Jj=—00

_ Z g0 T (1 55 + 3) Z @ EIT (0 — 1,55 + 2).
j=—00 Jj=—00

(2.7)

Considerendo a primeira e sexta parcelas, fazendo a substituicdo j — j + 1 na
primeira parcela, segue de (1.7),

o0

Z qn—i-le “2H1T (n — 1,55 — 1) Z q"+101 H8ITIT (n — 1,55 + 5)
j=—o00 J=—o
S OISO (n — 1,55 + 4) — Ti(n — 1,55 +5))
j:(;oo 00
Z q2n+10j +13j+4T (TL -1 5] + 4 Z q277«+10] +23J+13T (’ﬂ —1 5] —+ 5)
j=—o0 J=—oo

(2.8)

Substituindo (2.8) em (2.7), temos que a segunda parcela (fazendo j — j+ 1) e a
oitava parcela se cancelam. Reescrevendo

%) oo
Z q2n+10j2_7j+2TO(n —1,5j — 2) + Z qn+10j2+8j+3T1 (n — 1,55 + 1)
j==o0 g==ee
+ Z q2n+10] +13J+4T (n —1,5j + 2 Z q2’n+10] +231+14T (n — 1,55 + 6)
j=—o00 J=—o0

o Z anrlO] +8j+3T (nf]. 5] +3 Z q2n+103 +3]T (nf]. 5] +2)

j=—00 j=—00
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Fazendo a substituicao j — j — 1 na quarta parcela e j — j+ 1 na primeira parcela,

Z q2n+10j2+13j+5T0(n —1,5j+3) + Z q"+101'2+8j+3T1(n —1,55+1)
j==o J==o0
+ Z q2n+10j BT (1 — 1,55 4 2) — Z q2n+10] I (n — 1,55 4+ 1)
j=—00 J5—ee
_ O HSIET (1 55 4 3) — > PrOESIT (0 — 1,55 + 2).
j=—o0 j=—eo
(2.9)
Segue de (1.7)
= Y PO (n — 1,55 +3) = — Y " PO (n — 1,55 + 2)
j=—c0 ==
+ D I (= 1,5) +2) = 3T @O Ty (0 —1,5)4-3),
j=—o00 J==ee
(2.10)
Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos
Z G20 ST (1 B4 1) + Z 0BT () ] 55 4 9)
j=—o00 i==c
_ Z q2n+10j2+3j+1T0(n —1,5j+1) — Z q”+10j2+8j+3T1(n — 1,55 +2).
j=—oo g=ree
Considerando a primeira e a quarta parcelas, segue de (1.7)
_ Z qn+10j 83T (0 — 1,55 + 1) Z anOJ I3 (n — 1,55 4 2)
j=—00 Jj=—00
[eS) Y )
=— > TTEI(T (0~ 1,55 + 1) = Ti(n — 1,5) + 2))
J==oo o
= Z q2n+103 T (n— 1,55 + 1) Z q2”+10] HIHT (0 — 1,55 + 2).
j=—o0 J==oo
Portanto
o0 . > 2 )
Z q2n+10] +8J+3T1 (n _ 1, 5,] 4 1) + Z q2n+10j +13]+4T0(n _ 1’ 5.] + 2)
j=—o0 j==c
_ Z q2n+10j2+3j+1T0(’l’L — 1,5 + 1) . Z qn+10j2+8j+3T1(n — 1,55 + 2) =0,
j=—o0 =m0

0 que conclui a demonstragao. O
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3. Uma Interpretacao Combinatoria para os Niimeros
de Fibonacci

Consideremos o gréafico de Ferrers da particao 4 +3 + 1+ 1

ol 3 1
(1) o

o sfmbolo de Frobenius para essa partigdo é dado pela matriz em (3.1). Dada uma
particao m, o simbolo de Frobenius de 7 é dado da seguinte forma:

( aill a2 N QA1n ) (3 2)

ag1 Q22 co. Q2p

onde n é a dimensao do quadrado de Durfee, a,; ¢ o ntimero de pontos que estao a
direita da diagonal deste quadrado e na j—ésima linha deste grafico e as; é o niimero
de pontos que estao abaixo da diagonal deste quadrado e na j—ésima coluna deste
grafico (lendo da esquerda para direita). O elemento a1, dado em (3.2) é chamado
elemento do topo.

Definicao 3.1. Dizemos que uma parti¢ao € Frobenius de alterndncia par (impar)
se os elementos da primeira linha da matriz dada em (3.2) alternam a paridade,
sendo que a1, € par (émpar).

Nesta secdo vamos provar que o coeficiente de % na expansio de fi(q,t) dada por
(1.1), que é P¥(q) dado em (1.3) é a fungdo geradora para particdes Frobenius de
alternancia fmpar (par) se k é impar (par), com maior parte menor do que ou igual
a N + k e o elemento do topo > k.

Podemos escrever (1.1) da seguinte forma:

oo tnqn2+2nk
t =
fla:t) =2, i@,
=0 (3.3)
1 i tnqn2+2nk :
—1_ —2.4\(1 _ 12,8 — 12.4n)"
1 tnzo(l t2g4)(1 — t2¢®) ... (1 — t3¢*")
Em _
(Bt )n = (1= 2q) (1 = 2¢°) ... (1= 2qY) ... (1 = %¢™),  (3.4)
vamos enumerar os fatores como primeiro fator, segundo fator, ..., n—ésimo fator

(lendo da esquerda para & direita).

E facil ver que o expoente de ¢ (dado em (3.4)) é um multiplo de 4 e também de
J, onde j é a posicao do fator no produto em (3.4). Dessa forma, se dividirmos o
expoente de g por 2 o resultado é sempre um numero par e multiplo de j. Desta
observacao trivial temos que na expansao de W’ que é

L+ (g 4+ (g + .+ (B¢ + .. (3.5)
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o expoente de ¢ quando dividido por 25 é sempre igual ao expoente de t que também

é par. Agora podemos explicar como construir parti¢oes Frobenius de alternancia

fmpar (par) se k é impar (par), com maior parte menor do que ou igual a N + k

e o elemento do topo > k, do coeficiente de tV em f(q,t). O seguinte exemplo

deixard c2laro como ¢ estabelecido o procedimento que gera particoes deste tipo.
tha™ +2nk

Seja(tzqqzlwparan:?)ekzl.

t3q32+2.3.1 t3q32+2'3'1

(2¢% qY)3 (1—2¢Y)(1 — 2¢%)(1 — £2¢'2)
— t3q32+2.3.1(1 + g0 + 48 )
(1+#2¢8 + 21 + .. )1+ 2¢*2 + t1¢* +..) .

Associamos t?’q32 ao quadrado de Durfee 3 x 3, o expoente de t contribue para a
maior parte desta partigdo que estamos construindo. Comegamos com um quadrado

de Durfee 3 x 3

Abaixo e ao lado do quadrado de Durfee acrescentamos um retangulo de altura 3 e
base 1, estes retdngulos sdo associados ao expoente de ¢%31,

o e e 3 2 1
— .
o e e 3 2 1

Consideremos o termo t?¢q'? do terceiro fator dado em (3.6); dividimos o expoente
de ¢ por 2, obtendo 6 como resultado; depois dividimos 6 por 3 (posigao do fator),
cujo o resultado é 2. Agora colocamos os pontos & direita do retangulo de base 1
e altura 3 como uma pilha de altura 3 e largura 2. Acrescentamos a mesma pilha
abaixo do retangulo de altura k e base n,

I ey
]

Com o termo t?¢® do segundo fator: dividimos o expoente de ¢ por 2 e obtemos 4;
depois dividimos o resultado por 2 (posigdo do fator), obtendo 2. Colocamos estes
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quatro pontos como uma pilha de largura 2 (expoente de t) e altura 3 (a posi¢ao
do fator) ao lado e abaixo do retangulo de base 2 e altura 3,

o
= (1:3)

|

Para o termo t*¢® do primeiro fator, dividimos o expoente de g, por 2. O resultado é
dividido por 1 (posicao do fator). Colocamos estes quatro pontos em uma pilha de
largura 4 (expoente de t) e altura 1 (posigao do fator) ao lado e abaixo do retangulo
de base 2 e altura 2,

o« e 11 6 3
— .
o« e 11 6 3

Observamos que estes 43 pontos sao gerados por
t3q15(t2q12)(t2q8)(t4q8) _ t11q43.

Com este procedimento, representamos uma partigao do inteiro 43 autoconjugada
Frobenius de alternancia {mpar (par), caso k seja fmpar (par), com maior parte
igual a 12. Considerando o fator %—t’ podemos concluir que P¥, o coeficiente de
tN em fi(q,t), é a fungdo geradora para particdes autoconjugadas Frobenius de
alternancia {impar (par, caso k seja par) com maior parte menor do que ou igual a
N+k e o elemento do topo > k. Para mostrar que o processo é reversivel procedemos
da seguinte forma: identificamos o quadrado de Durfee da particao e o retangulo
de altura n e base k ao lado deste quadrado. O fator é identificado como segue:
consideremos a altura da primeira pilha (disposta ao lado do retangulo de altura n
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e base k) e a largura desta pilha. A largura é o expoente de ¢, a altura é a posicao
do fator e o expoente de ¢ é

2 x altura X largura.

Repita este procedimento para cada pilha.
Fazendo ¢ = 1 em (1.3), temos que P*¥ = F,, onde F}, é o ntimero de Fibonacci de
posigao n. Assim, segue do procedimento acima o seguinte resultado:

Teorema 3.1. O total de particoes autoconjugadas Frobenius de alternancia impar
no caso que k é fmpar (par, no caso em k € par) com maior parte menor do que
ou igual a N + k, onde o elemento do topo > k € igual ao nimero de Fibonacci de
posicao N.

Observamos que as particoes Frobenius de alternancia impar com maior parte igual a
N+1 sao geradas por fi6(g, t) e sdo um caso particular das partigdes autoconjugadas
Frobenius de alternancia fmpar, caso k seja {mpar (par), com maior parte N + k e
o elemento do topo > k, quando fazemos k = 1. O caso k = 0, do Teorema (3.1)
fornece um resultado ja obtido por Santos em [8].

Corolario 3.1.1. O total de parti¢oes autoconjugadas Frobenius de alterndncia par
com maior parte menor do que ou igual a N € igual ao numero de Fibonacci de
posicao N.

Abstract. In this paper, we give a new combinatorial interpretation for the Fi-
bonacci Numbers in terms of restricted partitions by making use of the Frobenius
Symbol. Also we give the proof of an explicit formula for a family of polynomials
given by Santos in [9].
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