
TEMA Tend. Mat. Apl. Comput., 5, No. 2 (2004), 205-215.

c© Uma Publicação da Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional.
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Resumo. Neste trabalho, damos uma nova interpretação combinatória para os
números de Fibonacci em termos de partições restritas, fazendo uso do Śımbolo
de Frobenius. Também damos uma demonstração de uma conjectura para uma
fórmula expĺıcita de uma famı́lia de polinômios dada por Santos em [9].

1. Introdução

Santos, em [9], seguindo um método introduzido por Andrews em [1], define funções
de duas variáveis f(q, t) associadas a identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Con-
sideramos, inicialmente, as funções de duas variáveis associadas às identidades (20)
e (16) de Slater que são, respectivamente

f20(q, t) =
∞
∑

n=0

tnqn2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

f16(q, t) =

∞
∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

,

onde (a; q)n = (1 − a)(1 − aq) . . . (1 − aqn−1) e n é um inteiro não negativo.
Inserindo-se um parâmetro k na função de duas váriaveis f16(q, t), definimos a
famı́lia de funções

fk(q, t) =
∞
∑

n=0

tnqn2+2kn

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

. (1.1)

Através de simples manipulações em (1.1), obtemos a seguinte equação funcional
para fk(q, t)

(1 − t)(1 + tq2)fk(q, t) = 1 + tq2 + tq2k+1fk(q, tq2) (1.2)
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e, substituindo fk(q, t) =
∞
∑

n=0

P k
n (q)tn em (1.2), temos que







P k
0 (q) = 1

P k
1 (q) = 1 + q2k+1

P k
n (q) = (1 − q2 + q2n−1+2k)P k

n−1(q) + q2P k
n−2(q)

. (1.3)

Chamamos de coeficientes trinomiais aos coeficientes de xj na expansão de

(1 + x + x2)n,

que são dados por (
n

j )
2

=
m
∑

h=0

(−1)h(
n

h)(
2n−2h

n−j−h).

Fazemos uso das seguintes famı́lias de polinômios que são q−análogos dos coefi-
cientes trinomiais no mesmo sentido em que os polinômios de Gauss [

n

j ] são q-
análogos dos coeficientes binomiais,

T0(m,A) = T0(m,A, q) =
m
∑

j=0

(−1)j [
m

j ]q2 [
2m−2j

m−A−j ],

T1(m,A) = T1(m,A, q) =
m
∑

j=0

(−q)j [
m
j ]q2 [

2m−2j
m−A−j ].

Definindo U(m,A) = U(m,A, q) = T0(m,A) + T0(m,A + 1), temos em [2] as
seguintes relações que serão fundamentais em nossas demonstrações

U(m,A) = (1 + q2m−1)U(m − 1, A) + qm−AT1(m − 1, A − 1)

+ qm+A+1T1(m − 1, A + 2),
(1.4)

T0(m,A) = T0(m− 1, A− 1)+ qm+AT1(m− 1, A)+ q2m+2AT0(m− 1, A+1), (1.5)

T1(m,A) = T1(m − 1, A) + qm+AT0(m − 1, A + 1) + qm−AT0(m − 1, A − 1), (1.6)

T1(m,A) − qm−AT0(m,A) − T1(m,A + 1) + qm+A+1T0(m,A + 1) = 0. (1.7)

2. Uma Fórmula Expĺıcita para os Números de

Fibonacci

Santos em [8], provou uma fórmula expĺıcita para a famı́lia de polinômios P k
n para

o caso k = 0. Para o caso k = 1, temos a seguinte conjecturada dada em [9]:

c(n) =

∞
∑

j=−∞

q10j2+3jU(n, 5j) −

∞
∑

j=−∞

q10j2+13j+4U(n, 5j + 3), (2.1)

onde c(n) = P 1
n−1.
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Uma nova fórmula para os números de Fibonacci em função dos coeficientes trino-
miais é obtida uma vez que, para q = 1, (1.3) nos fornece a relação de recorrência
que define os números de Fibonacci

lim
q→1

c(n) = Fn−1 =
∞
∑

=−∞

{(
n+1
5j+1)2 − (

n+1
5j+3)2},

onde P 1
n−1(1) = Fn−1 e Fn denota o número de Fibonacci de posição n.

Teorema 2.1. A fórmula c(n) dada em (2.1) satisfaz à relação de recorrência e às

mesmas condições iniciais dadas em (1.3) quando fazemos k = 1.

Demonstração:

Sejam A e n inteiros positivos. Consideremos a seguinte expressão

U(n + 1, A) − (1 − q2 + q2n+1)U(n,A) − q2U(n − 1, A). (2.2)

Substituindo em (2.2) a definição de U(m,A) e fazendo uso da identidade dada em
(1.4), temos que

U(n + 1, A) − (1 + q2n+1)U(n,A) + q2U(n,A) − q2U(n − 1, A)

= qn+1−AT1(n,A − 1) + qn+A+2T1(n,A + 2) + q2T0(n,A)

+ q2T0(n,A + 1) − q2T0(n − 1, A) − q2T0(n − 1, A + 1).

(2.3)

Observamos que T0(m,−A) = T0(m,A) e T1(m,A) = T1(m,−A). Substituindo
(1.5) e (1.6), após alguns cancelamentos, obtemos que o segundo membro de (2.3)
é igual a

qn+1−AT1(n − 1, A − 1) + q2nT0(n − 1, A) + q2n−2A+2T0(n − 1, A − 2)

+qn+A+2T1(n − 1, A + 2) + q2n+2A+4T0(n − 1, A + 3)

+q2nT0(n − 1, A + 1) + qn−A+2T1(n − 1, A) + q2n−2A+2T0(n − 1, A − 1)

+qn+A+3T1(n − 1, A + 1) + q2n+2A+4T0(n − 1, A + 2).

(2.4)

Observamos que se verificarmos que a expressão (2.4), quando substitúıda corre-
spondentemente em U(n, 5j) e em U(n, 5j + 3) que aparecem em (2.1), nos con-
duzir a uma expressão identicamente nula, estaremos provando que c(n) satisfaz
(1.3). Assim, fazendo essas duas substituções em (2.1) e após alguns cancelamen-
tos, obtemos
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∞
∑

j=−∞

qn+10j2
−2j+1T0(n − 1, 5j − 1) +

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j)

+

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2
−7j+2T0(n − 1, 5j − 2) +

∞
∑

j=−∞

qn+10j2
−2j+2T1(n − 1, 5j)

+
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2
−7j+2T0(n − 1, 5j − 1) +

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1)

+

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2) −

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+9T1(n − 1, 5j + 5)

−
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+23j+14T0(n − 1, 5j + 6) −
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 4)

−

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 3) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j + 2)

−
∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+10T1(n − 1, 5j + 4) −
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+23j+14T0(n − 1, 5j + 5).

(2.5)

Considerando a quarta e décima terceira parcelas e fazendo a substituição j → j +1
na quarta parcela, segue de (1.7) que

∞
∑

j=−∞

qn+10j2
−2j+2T1(n − 1, 5j) −

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+10T1(n − 1, 5j + 4)

=

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+10(T1(n − 1, 5j + 5) − T1(n − 1, 5j + 4))

= −
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+5T0(n − 1, 5j + 4)

+

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+23j+14T0(n − 1, 5j + 5).

(2.6)

Substituindo (2.6) em (2.5) temos que a segunda soma dada em (2.6) cancela-se
com a décima quarta dada em (2.5). E a primeira soma dada em (2.6) cancela-se
com a quinta dada em (2.5) após fazermos a substituição j → j + 1. Assim vemos
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que (2.5) é igual a

∞
∑

j=−∞

qn+10j2
−2j+1T1(n − 1, 5j − 1) +

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j)

+
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2
−7j+2T0(n − 1, 5j − 2) +

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1)

+

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2) −

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+9T1(n − 1, 5j + 5)

−
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+23j+14T0(n − 1, 5j + 6) −
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 4)

−

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 3) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j + 2).

(2.7)

Considerendo a primeira e sexta parcelas, fazendo a substituição j → j + 1 na
primeira parcela, segue de (1.7),

∞
∑

j=−∞

qn+10j2
−2j+1T1(n − 1, 5j − 1) −

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+9T1(n − 1, 5j + 5)

=

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+18j+10(T1(n − 1, 5j + 4) − T1(n − 1, 5j + 5))

=

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 4) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+23j+13T0(n − 1, 5j + 5).

(2.8)

Substituindo (2.8) em (2.7), temos que a segunda parcela (fazendo j → j + 1) e a
oitava parcela se cancelam. Reescrevendo

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2
−7j+2T0(n − 1, 5j − 2) +

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1)

+
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2) −
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+23j+14T0(n − 1, 5j + 6)

−

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 3) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j + 2).
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Fazendo a substituição j → j−1 na quarta parcela e j → j +1 na primeira parcela,

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+5T0(n − 1, 5j + 3) +

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1)

+

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3j+1T0(n − 1, 5j + 1)

−

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 3) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j + 2).

(2.9)

Segue de (1.7)

−
∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 3) = −
∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 2)

+

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3jT0(n − 1, 5j + 2) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+5T0(n − 1, 5j + 3).

(2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1) +

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2)

−

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3j+1T0(n − 1, 5j + 1) −

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 2).

Considerando a primeira e a quarta parcelas, segue de (1.7)

−

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1) −

∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 2)

= −
∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3(T1(n − 1, 5j + 1) − T1(n − 1, 5j + 2))

=

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3j+1T0(n − 1, 5j + 1) −

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2).

Portanto

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 1) +

∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+13j+4T0(n − 1, 5j + 2)

−
∞
∑

j=−∞

q2n+10j2+3j+1T0(n − 1, 5j + 1) −
∞
∑

j=−∞

qn+10j2+8j+3T1(n − 1, 5j + 2) = 0,

o que conclui a demonstração.
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3. Uma Interpretação Combinátoria para os Números

de Fibonacci

Consideremos o gráfico de Ferrers da partição 4 + 3 + 1 + 1

↔

(

3 1

3 0

)

, (3.1)

o śımbolo de Frobenius para essa partição é dado pela matriz em (3.1). Dada uma
partição π, o śımbolo de Frobenius de π é dado da seguinte forma:

(

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

)

, (3.2)

onde n é a dimensão do quadrado de Durfee, a1j é o número de pontos que estão à
direita da diagonal deste quadrado e na j−ésima linha deste gráfico e a2j é o número
de pontos que estão abaixo da diagonal deste quadrado e na j−ésima coluna deste
gráfico (lendo da esquerda para direita). O elemento a1n dado em (3.2) é chamado
elemento do topo.

Definição 3.1. Dizemos que uma partição é Frobenius de alternância par (́ımpar)
se os elementos da primeira linha da matriz dada em (3.2) alternam a paridade,

sendo que a1n é par (́ımpar).

Nesta seção vamos provar que o coeficiente de tN na expansão de fk(q, t) dada por
(1.1), que é P k

N (q) dado em (1.3) é a função geradora para partições Frobenius de
alternância ı́mpar (par) se k é ı́mpar (par), com maior parte menor do que ou igual
a N + k e o elemento do topo ≥ k.

Podemos escrever (1.1) da seguinte forma:

fk(q, t) =
∞
∑

n=0

tnqn2+2nk

(1 − t)(t2q4; q4)n

=
1

1 − t

∞
∑

n=0

tnqn2+2nk

(1 − t2q4)(1 − t2q8) . . . (1 − t2q4n)
.

(3.3)

Em
(t2q4; q4)n = (1 − t2q4)(1 − t2q8) . . . (1 − t2q4j) . . . (1 − t2q4n), (3.4)

vamos enumerar os fatores como primeiro fator, segundo fator, . . . , n−ésimo fator
(lendo da esquerda para à direita).
É fácil ver que o expoente de q (dado em (3.4)) é um múltiplo de 4 e também de
j, onde j é a posição do fator no produto em (3.4). Dessa forma, se dividirmos o
expoente de q por 2 o resultado é sempre um número par e múltiplo de j. Desta
observação trivial temos que na expansão de 1

(1−t2q4j) , que é

1 + (t2q4j)1 + (t2q4j)2 + . . . + (t2q4j)i + . . . , (3.5)
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o expoente de q quando dividido por 2j é sempre igual ao expoente de t que também
é par. Agora podemos explicar como construir partições Frobenius de alternância
ı́mpar (par) se k é ı́mpar (par), com maior parte menor do que ou igual a N + k

e o elemento do topo ≥ k, do coeficiente de tN em fk(q, t). O seguinte exemplo
deixará claro como é estabelecido o procedimento que gera partições deste tipo.

Seja tnqn2+2nk

(t2q4;q4)n
para n = 3 e k = 1.

t3q32+2.3.1

(t2q4; q4)3
=

t3q32+2.3.1

(1 − t2q4)(1 − t2q8)(1 − t2q12)

= t3q32+2.3.1(1 + t2q4 + t4q8 . . .)

(1 + t2q8 + t4q16 + . . .)(1 + t2q12 + t4q24 + . . .) .

(3.6)

Associamos t3q32

ao quadrado de Durfee 3 × 3, o expoente de t contribue para a
maior parte desta partição que estamos construindo. Começamos com um quadrado
de Durfee 3 × 3

.

Abaixo e ao lado do quadrado de Durfee acrescentamos um retângulo de altura 3 e
base 1, estes retângulos são associados ao expoente de q2.3.1,

↔

(

3 2 1

3 2 1

)

.

Consideremos o termo t2q12 do terceiro fator dado em (3.6); dividimos o expoente
de q por 2, obtendo 6 como resultado; depois dividimos 6 por 3 (posição do fator),
cujo o resultado é 2. Agora colocamos os pontos à direita do retângulo de base 1
e altura 3 como uma pilha de altura 3 e largura 2. Acrescentamos a mesma pilha
abaixo do retângulo de altura k e base n,

↔

(

5 4 3

5 4 3

)

.

Com o termo t2q8 do segundo fator: dividimos o expoente de q por 2 e obtemos 4;
depois dividimos o resultado por 2 (posição do fator), obtendo 2. Colocamos estes
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quatro pontos como uma pilha de largura 2 (expoente de t) e altura 3 (a posição
do fator) ao lado e abaixo do retângulo de base 2 e altura 3,

↔

(

7 6 3

7 6 3

)

.

Para o termo t4q8 do primeiro fator, dividimos o expoente de q, por 2. O resultado é
dividido por 1 (posição do fator). Colocamos estes quatro pontos em uma pilha de
largura 4 (expoente de t) e altura 1 (posição do fator) ao lado e abaixo do retângulo
de base 2 e altura 2,

↔

(

11 6 3

11 6 3

)

.

Observamos que estes 43 pontos são gerados por

t3q15(t2q12)(t2q8)(t4q8) = t11q43.

Com este procedimento, representamos uma partição do inteiro 43 autoconjugada
Frobenius de alternância ı́mpar (par), caso k seja ı́mpar (par), com maior parte
igual a 12. Considerando o fator 1

1−t
, podemos concluir que P k

N , o coeficiente de

tN em fk(q, t), é a função geradora para partições autoconjugadas Frobenius de
alternância ı́mpar (par, caso k seja par) com maior parte menor do que ou igual a
N+k e o elemento do topo ≥ k. Para mostrar que o processo é reverśıvel procedemos
da seguinte forma: identificamos o quadrado de Durfee da partição e o retângulo
de altura n e base k ao lado deste quadrado. O fator é identificado como segue:
consideremos a altura da primeira pilha (disposta ao lado do retângulo de altura n
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e base k) e a largura desta pilha. A largura é o expoente de t, a altura é a posição
do fator e o expoente de q é

2 × altura × largura.

Repita este procedimento para cada pilha.
Fazendo q = 1 em (1.3), temos que P k

n = Fn onde Fn é o número de Fibonacci de
posição n. Assim, segue do procedimento acima o seguinte resultado:

Teorema 3.1. O total de partições autoconjugadas Frobenius de alternância ı́mpar

no caso que k é ı́mpar (par, no caso em k é par) com maior parte menor do que

ou igual a N + k, onde o elemento do topo ≥ k é igual ao número de Fibonacci de

posição N.

Observamos que as partições Frobenius de alternância ı́mpar com maior parte igual a
N+1 são geradas por f16(q, t) e são um caso particular das partições autoconjugadas
Frobenius de alternância ı́mpar, caso k seja ı́mpar (par), com maior parte N + k e
o elemento do topo ≥ k, quando fazemos k = 1. O caso k = 0, do Teorema (3.1)
fornece um resultado ja obtido por Santos em [8].

Corolário 3.1.1. O total de partições autoconjugadas Frobenius de alternância par

com maior parte menor do que ou igual a N é igual ao número de Fibonacci de

posição N.

Abstract. In this paper, we give a new combinatorial interpretation for the Fi-
bonacci Numbers in terms of restricted partitions by making use of the Frobenius
Symbol. Also we give the proof of an explicit formula for a family of polynomials
given by Santos in [9].
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