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Resumo. O propésito desse trabalho é encontrar uma estratégia do controle étimo
que direcione o movimento cadtico do sistema de Lotka-Volterra: duas presas e um
predador a um ponto fixo desejado. Este problema do controle étimo é resolvido
através da Programacgio Dindmica, reduzindo o problema & resolugao da equagao
de Hamilton-Jacobi-Bellman. A solucdo desta equagao é procurada em forma de
uma funcdo de Lyapunov logaritmica. Para esse modelo, o algoritmo proposto
demonstra a eficiéncia deste esquema de controle, dirigindo o sistema para o ponto
fixo desejado.

1. Introducao

Nos ultimos anos, tem-se observado um grande interesse no controle de sistemas nao
lineares que exibem comportamento cadtico. Os sistemas populacionais, incluindo
sistemas presa - predador, também podem apresentar regime caético [2], [4] . O
modelo Lotka-Volterra de duas presas e um predador tem a seguinte forma:

dx i
dt

3
=zi(ri = Y aijx;), i=1,2,3, (1.1)
j=1

onde x1, r3 e x3 sao as densidades da primeira presa, segunda presa e predador,
respectivamente. De acordo com Vance [4] e Gilpin [2], esse sistema apresenta

comportamento cadtico para os seguintes valores dos parametros: 1y =1, = —r3 =
1, a11 = Q12 — A22 — A23 — 07001, ag1 = 070015, a13 = 0,01, asy = —0,005,
azz = —0,0005 e agz = 0. O que é mostrado na Figura 1.

O objetivo desse trabalho é eliminar o movimento cadtico conduzindo as tra-
jetoérias a um ponto fixo desejado, primeiramente através de trés fungoes de controle
otimo, apds com aplicagao das fungoes de controle somente nas presas e por fim com
aplicacao de uma funcao de controle, somente numa presa. No trabalho anterior
[3], para o mesmo modelo, foi considerada somente uma fungéo de controle.
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Figura 1: Diagrama de fase do sistema de Lotka - Volterra (1.1).

2. Controle Otimo para o Modelo de duas Presas
e um Predador do Sistema Lotka-Volterra, apli-
cando trés Funcoes de Controle.

Consideramos o sistema Lotka-Volterra (1.1), incluindo nele trés funcoes de controle
U;(t) da seguinte maneira:

3
dl‘i .

di :xi(ri—z:laijxj—i—‘/i—&—Ui), 221,273 (21)

J=

sendo
3
Vi=—r;+ Zaija:*. (22)
j=1

Para encontrar as fungoes U;, pode ser formulado o seguinte problema do controle
6timo: encontrar as fungdes de controle U; que transferem o sistema (2.1) do estado
inicial

ao estado final

x;(00) = x} (2.4)
minimizando o seguinte funcional:
IU] = / YTQY + LU + 1,U2 + 13U2), (2.5)
0
Ty — T qu1 Q12 @13
onde Y = To — X5 e a matriz () = Q21 Q22 Q23 ¢é definida positiva.

*
I3 — I3 431 432 (433
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De acordo com a programacao dinamica o problema do controle étimo acima
formulado reduz-se a resolugao da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman:

mm §+w :mm ﬁer =0, (2.6)
dt dt U=yUo

onde
w=YTQY + LU} + U2 +13U3. (2.7)

A equagao (2.6) é uma equacao diferencial parcial nao linear. A solugao S desta
equagao deve satisfazer a condicao final

S(c0) = 0. (2.8)

Neste trabalho, a funcao de Bellman S é procurada em forma analitica e, por
outro lado, deve satisfazer a equagdo (2.6) e a condigao final (2.8). Ainda tem que
fornecer ao sistema (2.1) a estabilidade assintética. A fungdo de Lyapunov para
este sistema, proposta por Volterra [5], é da forma

3
S(x1,x0,23) = Zci (l’i —z; —zfln (%)), (2.9)

i=1

onde ¢; sao constantes positivas, que podem ser calculadas da equagao de Hamilton-
Jacobi-Bellman (2.6), sendo que a fungdo S satisfaz & essa equacio e sua derivada
S, calculada em virtude do sistema (2.1), é

3

3

s

o= Z w))(ri =Y aim; +Vi+ Uh),  i=1,2,3. (2.10)
i=1 j=1

A parte direita de (2.10) nao depende explicitamente de t. Isto é conseqiiéncia do
fato que a funcao S, dada por (2.9), ndo depende explicitamente do tempo e sua
derivada parcial aS =0.

Levando em conta (2.9) e (2.10), a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (2.6)
torna-se

mUin{—clau(ml —a21)? — crapa(zy — x3) (20 — 23)

—crars(wr — 27) (w3 — x3) — c2a21 (22 — 23) (21 — 77)

— Cotnn(zy — x5)% — coans(xy — 23) (x3 — x3)

—csazi (w3 — a3) (21 — 27) — czasa (w3 — a3) (22 —23)  (2.11)
—czazz(xz — x5 + Uy (21 — 2F) + coUs (w2 — x5)

+c3Us(zg — 23) +w} = 0.

A funcao U(t) nao é limitada e pode ser encontrada da condigao

8U (z,U)} =0, (2.12)
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onde através de {L(z,U)} é designada a expressdo dentre as chaves da equagao
(2.11).

De (2.12), segue

U? = 726T11(x1 71‘?)7
vy = — 97 (v2 — 23), (2.13)
v = — 5= (x3 — 23).

Substituindo U; = U na equacdo (2.11), obtém-se

—cra11(x1 —x’{)2 —craie(zy — a7) (2o — 23)

—craiz(z1 — 27) (23 — 23) — ceao1(z2 — x3) (21 — 27)

— Coany (g — w3)° — 02023( Ty — a3) (w3 — 3)

—czaz (z3 — 23) (21 — 27) — czazz (w3 — 23) (w2 — 23) (2.14)
2 . C2

—czags(z3 — x3)° — ( —ay)? - 2, 2 (w9 — w3)?

C2

Sz a5 (2—11( zi‘)>2

2 2
h (;lz(xr%)> +13(2z (‘”3_3”3)) +YQY =0.

Comparando os termos similares em ambos os lados da equacao (2.14), encontra-
se

aiacy — ai2c2 +2q12 = 0,

azic1 —agics +2q1i3 = 0,

a3cy — azac3 +2q23 = 0,

a4, 0 (2.15)
a116 — — + & = 0, .
11€1 2, a1, q11

2 &2

4 — 0

a22C2 2 + 1 + qo2 )
2 2

as3c3 — T + 1, +q33 = 0

Na simulagao numérica, sao considerados os seguintes valores: q11 = ¢a2 = q33 =
1, g21 = q12 = 13 = g31 = 0,0025 e ga3 = g32 = 0. Do sistema (2.15), sao calculados
os valores ¢y = 0,1786 , co = 3,2143 , c3 = 0,6429, [; = 0,0080, I = 2,5912 ¢
l3 =0,1033.

Nas simulagoes das Figuras 2 e 3, foi considerado o ponto de equilibrio (z7, x5, %)
com valor (4,10,5).
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Figura 2: Trajetérias do sistema controlado.

Figura 3: Diagrama de fase do sistema controlado.

3. Controle Otimo para o Modelo de duas presas
e um predador controlando populacgoes das pre-
sas.

Consideramos o sistema Lotka-Volterra (1.1), incluindo nele duas fungdes de con-
trole U;(t) da seguinte maneira:

3

prl ﬂ?i(ri—Z;aijﬂ?j+Vi+Ui)7 i=1,2,

i i (3.1)
3

o = s *;%ﬁj),

sendo V; de acordo com (2.2).
Para encontrar as fungoes U; pode ser formulado o seguinte problema do controle



244 Molter e Rafikov

6timo: encontrar as fungoes de controle U; que transferem o sistema (3.1) do estado
inicial (2.3) ao estado final (2.4) minimizando o funcional (2.5).

De acordo com a programagcao dinamica este problema do controle étimo reduz-
se & resolucdo da equacdo de Hamilton - Jacobi - Bellman (2.6), onde

w=YTQY + U} +Uj. (3.2)

A equagio (2.6)é uma equagao diferencial parcial nao linear. A solugdo S desta
equagao deve satisfazer a condicdo final (2.8).

A fungao de Bellman S é procurada em forma analitica e, por outro lado, deve
satisfazer a equagao (2.6) e a condicao final (2.8). Ainda tem que fornecer ao sistema
(3.1) a estabilidade assintdtica. A forma da funcdo de Lyapunov para este sistema
presa-predador é (2.9), onde ¢; sdo constantes positivas, que podem ser calculadas
das condigoes que a fungao S satisfaz a equagdo de Hamilton - Jacobi - Bellman
(2.6) e sua derivada S , calculada em virtude do sistema (3.1), é:

ds >
E = ci(xi—mf) T‘i—Z;aijl‘j—f—‘/i—‘rUi
= , (3.3)
+03(I3 — x;) rs — Zagj:cj y 1= 1, 2.
j=1

Levando em conta (3.3) na equacdo de Hamilton -Jacobi -Bellman (2.6)e derivando
parcialmente esta expressao em relagdo a U; (2.12), obtém-se:

C1
0y = ~Sar-ai)
. & . (3.4)
U2 - _E(xQ_xz).

Substituindo U; = U? na equagao de Hamilton -Jacobi -Bellman tem-se:

—cra11 (21 —x})? - crara(xy — 7)) (22 — x3)
—craiz(xy — 7)) (x5 — 25) — coagn (x2 — 25) (21 — 27)
— Coga (g — x5)% — coanz(wa — x3) (w3 — x3)
—czasi(xs — %) (1 — 2]) — czasa(ws — x3) (22 — x3) (3.5)
(

62 2

* * & *
—cgagy(z3 —a3)” — 51(501 —a7)” — 52(952 —a3)°
c 2 c 2
—|—(§1(x1 —z7)) + (52(332—33;)) +YQY =0.

Comparando os termos similares em ambos os lados da equagao, encontra-se

a12¢1 — a12¢2 + qi2 +q1 = 0,
azic1 —azic3 +qiz3+q1 = 0,
23Cy = A32C3 + 23 +q32 = 0, »
a1101*26711+4€711+q11 = 0, (3.6)
2 2
a22C2 — 2% + :T"‘z +4q22 = 0,
a33C3 + q33 0.
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Nesta simulagao numérica sao considerados os seguintes valores: ¢1; = 0,251,
g22 = 9,001 ¢33 = 0, g21 = 0, g12 = 0,01, 13 = 0, g31 = 0,0051 , g23 = 0,001 e
gs2 = 0. Do sistema (3.6), sdo calculados os valores ¢c; =1 e ¢y =6, ¢3 =1,8.

Figura 4: Diagrama de fase do sistema controlado.

Na simulagao da Figura 4, foi considerado o ponto de equilibrio (z¥, 25, 2%) com
valor (5,12,7).

4. Controle 6timo para o Modelo de duas presas e
um predador controlando a populagcao de uma
presa.

Consideramos o sistema Lotka-Volterra (1.1), incluindo nele uma fungao de controle
Ui (t) da seguinte maneira:

3

dl‘l

E = xl(rl—2a1j$j+V1+U1)7

. 2y (4.1)
dtl = zi(ri — ;avﬁj%‘% i=2,3,

sendo V; de acordo com (2.2).

Para encontrar a funcao U pode ser formulado o seguinte problema do controle
6timo: encontrar a funcao de controle U que transfere o sistema (4.1) do estado
inicial (2.3) ao estado final (2.4) minimizando o funcional (2.5).

De acordo com a programagcao dinamica este problema do controle étimo reduz-
se & resolucao da equacao de Hamilton - Jacobi - Bellman (2.6), onde

w=YTQY + U} (4.2)
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A equagao (2.6) é uma equagao diferencial parcial nao linear. A solucao S desta
equagao deve satisfazer & condigdo final (2.8).

A funcdo de Bellman S é procurada em forma analitica e deve satisfazer a
equagdo (2.6) e a condigao final (2.8). Ainda tem que fornecer ao sistema (4.1) a
estabilidade assintética. A forma da funcao de Lyapunov para este sistema presa-
predador é (2.9), onde ¢; sdo constantes positivas, que podem ser calculadas da
condicao que a funcao S satisfaz a equagdo de Hamilton - Jacobi - Bellman (2.6),
sua derivada S , calculada em virtude do sistema (4.1), ¢

% = ¢z —x}) (7"1 - 23:1 ajjz; + Vi + U1)

+C7;(.’17i—$,i) (Ti_ijl Clij!Ej) 5 22273.

Levando em conta (4.3) na equagao de Hamilton -Jacobi -Bellman (2.6) e derivando
parcialmente esta expressao em relacao a U; (2.12), obtém-se

c
Uy = —El(ml —x7). (4.4)

Substituindo U; = U} na equaciao de Hamilton-Jacobi-Bellman, tem-se

—cra11 (21 —xf)Q —cra12(zy — a7) (a2 — 25)

—cra13(wy — 27) (23 — 73) — C2091 (22 — 25) (21 — 27)

— ot (o — x5)? — CQCLQg(IQ —x5)(zs — x3)

—czasi(xs — z5) (1 — 2]) — czasa(ws — 2%) (w2 — x3) (4.5)
2

—czazs(r3 — x5)* — —(a:l —z1)?

+ (G- x*{)) LYQY =0,

Comparando os termos semelhantes em ambos os lados da equagao, encontra-se:

ajacy —aiace +quiz2+ g1 = 0,
azicr —azic3 +qiz +qa1 = 0,
a3C2 — 3263 +q23 +qz2 = 0,
2 2
ajic; — Z + 1, +q1 = 0, (4.6)
agca +q2 = 0,
a33C3 + ¢33

Para esta simulagao numérica sao considerados os seguintes valores: ¢;1 = 0, 251,
g22 = 0,001 g33 = 0, g21 = 0, g12 = 0,001, ¢13 = 0, g31 = 0,0025 , g235 = 0,005 e
g32 = 0. Do sistema (4.6) sao calculados os valores ¢; =1 eco =1, ¢c3 = 1.

O resultado da simulagoes do sistema controlado estd na Figura 5. O ponto de
equilibrio (x%,z%, 2%) escolhido para a sistema foi (5,12,7).
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Figura 5: Diagrama de fase do sistema controlado.

5. Conclusoes

Neste trabalho, consideramos o controle 6timo para o sistema nao linear de Lotka-
Volterra: duas presas e um predador que exibe comportamento caético. Para re-
solver o problema de controle formulado foi usada a programagao dinamica. A
solucao da equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman foi procurada entre as fungoes de
Lyapunov em forma logaritmica, proposta por Volterra para investigar a estabili-
dade global dos sistemas deste tipo. Para esse modelo o algoritmo proposto demon-
stra a efetividade deste esquema de controle dirigindo o sistema para o ponto fixo
desejado. Nas trés formas propostas, foi atingida a estabilidade assintética do sis-
tema. Uma das vantagens do algoritmo proposto que ele nao requer a linearizagao
das equagoes, o que é muito importante para sistemas cadticos.

Abstract. The purpose of that work is to find the optimal control strategy that
addresses the chaotic movement of the two preys - one predator Lotka-Volterra
system to a desired fixed point. This optimal control problem is solved through the
Dynamic Programming, reducing the problem to the resolution of the Hamilton-
Jacobi-Bellman equation. The solution of this equation is sought in form of the
logarithmic Lyapunov function. For that model, the proposed algorithm demon-
strates the effectiveness of this control outline, driving the system for the desired
fixed point.
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