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Resumo. Gottlieb e co-autores propuseram, em [6], um novo método que elimina
completamente o fendémeno de Gibbs de expansoes em série de Fourier de fungdes
descontinuas, analiticas por partes. O método emprega os coeficientes de Fourier
para obter os coeficientes de uma expansdo em polinéomios de Gegenbauer que
representa com acuricia espectral a fungdo dada. Neste trabalho, propomos um
método de Fourier-Gegenbauer de resolucao numeérica de elevada precisao para as
equagoes de Helmholtz unidimensionais. O estudo numérico de casos-teste e com-
paragdes com métodos alternativos propostos na literatura evidencia as vantagens
da técnica proposta.

1. Introducao

Gottlieb e co-autores descreveram, em uma série de papers [6, 7, 8, 9, 10], uma
metodologia para eliminar o fenémeno de Gibbs presente em expansoes em série de
Fourier ou Gegenbauer para funcoes descontinuas, analiticas por partes definidas
em [-1, 1]. No primeiro trabalho da série ([6]), o assunto central é a remogao
do fenomeno da série de Fourier classica que representa fungoes analiticas nao-
periddicas.

Vozovoi e co-autores aplicaram este método para resolver problemas a valores no
contorno com fungoes forgantes suaves e nao-periddicas ([13]) e equagodes diferenciais
‘stiff” ([12]). No presente trabalho, propomos um método de Fourier-Gegenbauer
(FG) adequado para a resolugao numérica das equagoes de Poisson/Helmholtz uni-
dimensionais. O método de Fourier-Gegenbauer que desenvolvemos tem relagao
direta com aquele abordado no paper seminal de Gottlieb e co-autores [6] (ou
seja, Fourier-Galerkin). Este trabalho é organizado da seguinte forma: na Secao
2, revisamos os resultados principais de Gottlieb e co-autores [6], necessirios as
segOes seguintes. Na Segao 3, desenvolvemos um procedimento de resolugdo direta
das equagoes unidimensionais de Poisson e Helmholtz, e comparamos os resultados
com outros métodos propostos na literatura. Na Secao 4, resolvemos um problema
hiperbdlico onde o método de Fourier sofre os efeitos do fenémeno de Gibbs. Um
sumario das conclusoes principais é apresentado na tultima se¢ao do trabalho.
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2. O Método de Fourier-Gegenbauer

Nesta secao, revisamos brevemente os resultados principais de interesse para o pre-
sente trabalho.

Seja I = [—1,1] e f uma funcdo arbitrdria em L? (I). Seja {¢k},c, uma base
de polinémios trigonométricos ¢ (x) := exp(i kmwx). Assume-se que os primeiros 2N
+ 1 coeficientes de Fourier ¢, dados por

1 -
o =3 [ 1@ e@ads, (2.1)
sao conhecidos. Definimos
N
In(x) = Z ck ok () . (2.2)
k=—N

A idéia principal proposta por [6] é a reconstrugio de f, com acurdcia espectral
na norma do méximo (ou seja, o erro decai a zero mais rapidamente que qualquer
poténcia de 1/N), a partir dos coeficientes de Fourier ci. Este objetivo é atingido
com a expansao em polindmios de Gegenbauer, onde os coeficientes da expansao sao
obtidos a partir dos coeficientes de Fourier, conforme descrito no teorema a seguir.

Defini¢oes e Observagoes:

i) C? (z) denota o polinémio de Gegenbauer de ordem 1.
1
(i) b = [|C}| = 5CP (1) 1Ky C (1) = Hiaxy, onde

PPN T(X\) (IHA)° mrTEN)”
o g)i= [, (=) f@) g@) dee |f Il =(f, AV

(ili) GL = mazqer | f(x) — Y mo d}CM )| onde d* (1) = 7 (fn, C}). GL é o erro
1

entre a fungao f e a representacao em série de Fourier-Gegenbauer de fy;

f(@) = i FAOCN@)|, onde fA(1) = 75 (f, C}). RE é o

erro devido ao truncamento da série de Fourier-Gegenbauer (baseado em f com co-

eficientes exatos);

(v) TE = mazer ’Zﬁo (f)‘(l) - d;‘) Cl)‘(x)’ TE é o erro entre a série de FG

truncada com coeficientes exatos (baseados em f) e a série truncada com coefi-

cientes de Fourier-Gegenbauer aproximados (baseados em fy);

(vi) GL < TE+ RE, onde GL ¢é o Erro Global, TE é o Erro de Truncamento e RE
representa o Erro de Regularizacao.

(iv) RE = mazyer

A acurécia espectral é atingida através das condigGes explicitas no teorema a
seguir. Estas condigoes forcam os erros de truncamento e regularizagao a decair
rapidamente com o niimero de modos de Fourier.

Teorema 2.1 (Gottlieb, Shu, Solomonoff e Vandeven [6]). Considere uma
fungao analitica nao-periddica f(x) definida em I, tal que
d* k!
max {

ﬁ(x),er}SC(p) p—,;,pZL (2.3)
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Assume-se que os coeficientes de Fourier dados pela equagao (2.1) sao conhecidos
para -N < k < N. Sejam dl)‘ (0 <1< m) os coeficientes da expansao em polinémios
de Gegenbauer de fy(x), os quais podem ser expressos explicitamente em termos
dos coeficientes de Fourier ¢, como

92 A
dl>\ =d0co + F()\) it (l + /\) Z Jioa (k) (%) Ck- (2.4)

0<|k|<M

SeA=aN, m=08N eX=~m, coma, 3>0, entdo

max {

20812 14-2~)1127 A .
onde qrp = mw, qrE = p21+(2“j_73)(1+7)1+7 e p(> 1) denota a distincia

do intervalo I & singularidade mais prézima de f(x) no plano complexo. A e A* sdo
constantes.

fz) = d G (2)
1=0

,xef}SAquJTVE+A*q§éV, (2.5)

Sob as condigoes do teorema, se v e 3 sdo escolhidos de modo que grg < 1 (¢rE
é sempre menor que um, estritamente crescente e tende a 1/p quando v — o), entao
os erros de truncamento e regularizagao sao exponencialmente pequenos, ou seja, o
erro total é exponencialmente pequeno. Portanto, pode-se calcular os coeficientes
de Gegenbauer d} da equagio (2.4) e aproximar espectralmente f(x) sobre I, através
da expansao

G ()= d} C} (x). (2.6)
=0

Na Figura 1, ilustramos o fenémeno com o mesmo exemplo utilizado por Gottlieb,
Shu, Solomonoff e Vandeven em [6]: aproximar f(z) = x no intervalo [—1, 1]. A
aproximagao por série de Fourier apresenta oscilagbes espirias proximo aos con-
tornos. Estas oscilagoes, associadas ao fendmeno de Gibbs, nao estao presentes na
aproximagao produzida pelo método de Fourier-Gegenbauer.

3. Problemas a Valores no Contorno

O teorema descrito na segao anterior teve forte influéncia em areas onde a pre-
senga do fendmeno de Gibbs requeria o uso de filtros a fim de produzir resultados
precisos. A eliminacao das oscilagbes espurias, associadas ao fenomeno de Gibbs
presente em séries de Fourier, expandiram consideravelmente sua aplicabilidade.
Um exemplo concreto disso, no ambito dos problemas a valores no contorno, esta
presente na solucao de problemas envolvendo condigoes de contorno nao-periédicas,
pois nesses casos o emprego de séries de Fourier classicas nao era recomendado (ver,
por exemplo, [5], [2], [1]).

3.1. Resolucao da Eq. de Poisson por FG

Consideremos, inicialmente, a equacao de Poisson unidimensional —u” = f sobre
I com condigoes de contorno homogéneas e, por exemplo, f = exp (zz) (2 + 4:52).
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linha cont. = exata, * = Fourier, x = FG

15
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Figura 1: Aproximagdo de f(x) = x por Fourier e por Fourier-Gegenbauer, com
N=32ea=(=1/4.

Pelo método de Fourier, podemos facilmente obter uma aproximacao para os coefi-
cientes de Fourier de u, u:

_ fet o (—DFT
U = 55—

o ,0< |k <N. (3.1)

Y ko~ .
Uma vez que g = — Y (—1)" @y converge lentamente (devido ao termo envolvendo
o modo fundamental fy), g é aproximado através da sequinte expressao:

f N 1 1 (71)k+1 f (71)k+1 R

0<|k|<N 0<|k|<N

Tabela 1: Erro méximo entre as aproximagoes de Fourier e Fourier-Gegenbauer em
funcao de N. Equacao de Poisson 1-D com f = 2.

N | [[Erolly | IEFclls
4 8.9E-2 7.5E-1
8 4.7E-2 4.1E-4
16 2.4E-2 1.8E-5
32 1.2E-2 9.3E-8
64 6.3E-3 6.6E-7
128 [ 32E3 | 8.5E-5(%)
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A representagdo em série de Fourier resultante EI k<N Uk ethme

é afetada pela
nao-periodicidade da solugdo e exibe taxa de convergéncia algébrica (uma vez que
Uy ~ k=2). Na Tabela 1, mostra-se o resultado do pés-processamento destes coe-
ficientes via equagéo (2.4), a = f =1/4 e f = 2. Como conseqiiéncia da equacao
(2.5), a re-expansio em polinomios de Gegenbauer uk¢ (z) = )L dp CP (x) com
d% obtido da equagao (2.4) em termos dos coeficients de Fourier, produz uma aprox-
imagao com acurécia espectral. No entanto, observa-se que para N=128, os erros de
arredondamento crescem rapidamente. Na Tabela 2, com f = exp (z?) (2 + 4a?)
(solugdo exata u = exp (1) — exp (2?)), observa-se uma taxa de convergéncia mais
lenta e uma influéncia mais intensa dos erros de arredondamento para N > 128. Em
ambas as tabelas, os resultados indicados por (*) foram obtidos com quadraduras
de Gauss-Legendre (para obter coeficientes de Fourier mais exatos que os forneci-
dos pela FFT, e assim permitir uma avaliagdo mais precisa dos somatérios). Para
valores maiores de N, os resultados de FG nao fazem sentido, a menos que corregoes
adequadas sejam introduzidas. A causa da convergéncia lenta neste caso é a pre-
senca de fortes gradientes préximo aos contornos, que geram erros de regularizagao
elevados.

Observa-se que no caso de solucoes suaves, atinge-se uma aproximacgao ade-
quada antes (pequenos valores de N) que os efeitos dos erros de arredondamento
interfiram significativamente na qualidade da aproximacgao. Tais erros estao asso-
ciados a: (i) avaliagoes de somatérios (com termos envolvendo sinais alternados),
(ii) aproximagoes das fungoes Gama e de Bessel (ver equagao (2.4)), (iii) ao uso da
transformada rapida de Fourier para fungoes nao-periodicas.

Solugbes C*° com singularidades préximas & origem (ver [3], pg. 90; os polinémios
de Gegenbauer tem propriedade similar), fortes gradientes ou comportamento al-
tamente oscilatério requerem muitos termos na expansao em polindmios de Gegen-
bauer para atingir resultados de elevada acurdcia. Em [13], uma suavizagao prelimi-
nar (denominada subtragdo polinomial por [5], p. 77) foi empregada para melhorar
a convergéncia das aproximacoes de FG de fungoes altamente oscilatérias. Um pro-
cedimento para lidar com solugoes envolvendo fortes gradientes nos contornos do
dominio é apresentado em [12]. Observamos também que técnicas de subtragao de
singularidades (ver, por exemplo, [1]) também podem ser implementadas para re-
duzir erros de regularizacao e acelerar a convergéncia das expansoes de Gegenbauer.

Tabela 2: Erro méximo entre as aproximagoes de Fourier e Fourier-Gegenbauer
como uma funcao de N. Equacao de Poisson 1-D com f = exp (xz) (2 + 4962).

N | 1Erolle | 1Erclls
4 [24E1 |13

8 | 13E-1 | 36E1

16 | 6.7E-2 | 8.3E-2
32 | 33B-2 | 2.0E-3
64 | 1.7E-2 | 2.8E-6
128 [ 8.6B-3 | 2.2E-4(%)
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3.2. Resolucao da Equacao de Helmholtz por FG

No caso da equacdo de Helmholtz, —u” +p?u = f para x € I, com condicdes de con-
torno de Dirichlet homogéneas, o procedimento direto falha conforme descrevemos
a seguir. A transformada finita de Fourier desta equagao é dada por

~ fr = o (1)
W= TE e (3.3)
onde po = [u' (1) —u' (—1)] /2. O coeficiente associado ao modo fundamental é

obtido por integracdo da equacao diferencial:

G = 0" (3.4)
0

Finalmente, a terceira equacao (os coeficientes de Fourier @y, o coeficiente fun-
damental ug e pg sdo incdgnitas) é obtida ao impormos as condigbes de contorno:

o = — > ()N (3.5)

0<|k|I<N

ApoOs resolver estas trés equagoes, obtemos expressoes para as aproximagcoes uy
que ndo convergem espectralmente & solucdo exata (denominemos este caso helma)
quando N — oo. Isso ocorre porque as expressoes resultantes contém somas que
convergem lentamente, e sem uma representagio exata (como no caso anterior).

Proposicao 3.1. Sejam f € L?(I) e uw € HE (I) N H?(I) tais que —u" + p? u =
f, © € I, entdo:

2
w1 720 = fo wo + % Z (—1)k+1 (1 — 'u—> %7 (36)

2 2 2
0<|k|<oc0 pe o+ ke
onde )
w1 = 3 + p?uws, w2:1_% > (2+Z2 aNER (3.7)
T 0<|k|<o0 K T

Além disso,
fu+ (=1)" {MZ U — fo}

W = R (3.8)

Demonstragao. Substituindo o novo forgante f — p? u na versio exata (sem
truncamento das séries) da equagao (3.2), obtém-se:

o fo-pPi 1 ka1 Jo— 02

0<|k|<oo
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Procedendo de forma similar com rela¢ao a equagao (3.1), obtem-se:

R J?k - Mz Uy, + (J?o - u2 a0) (*1)“1
Uk = k272

, 0 < k| < oo,

ou seja,

n ~ 7 k
St (M2 uo—fo) (=1
Uk = k2 72 1 12

, 0 < k| < o0.

Substituindo esta dltima expressdo na equacao (3.9) e efetuando-se algumas mani-
pulagoes algébricas, obtém-se a expressao apresentada no enunciado da proposigao.
O

Tabela 3: Comparagao entre os erros maximos obtidos nos casos helma e helmb.
Ambos os casos resolvem a equagao de Helmholtz com condigoes de contorno ho-
mogéneas de Dirichlet e f = (17 — 1822 + x4) /12. Incluimos, também, o resul-
tado do método de Fourier (em helmb) sem pds-processar os coeficientes.

N [ el 2™ T llel2e™ T llell 2"
8 3.0E-1 2.8E-1 3.0E-2
16 3.7E-2 5.3E-2 1.6E-2
32 3.0E-6 1.1E-2 8.2E-3
64 3.7TE-7 4.2E-3 4.2E-3
128 5.1E-8 2.1E-3 2.1E-3

Empregando a proposicao apresentada, recupera-se a acurdcia desejada para a
aproximagao uy (caso helmb - Tabela 3). Naturalmente, se 4 = 0, recupera-se o
resultado obtido no caso anterior (equagdo de Poisson 1D), equagéo (3.2).

Em [13], os autores encontraram dificuldades na resolucdo da equacao de
Helmholtz com condigao de contorno -u(-1)=u(1)=1 e valores elevados para p.

Consideremos novamente a fungdo u = exp (1) — exp (:cz) como a solugao exata
da equacao de Helmholtz com condigoes de contorno homogéneas de Dirichlet. Neste
caso, f (z) = exp (2?) (244 2%) + p? u ().

Descrevemos um método proposto em [13] a fim de compard-lo com nosso
método. Os autores aplicaram a transformada finita de Fourier a equacao de
Helmholtz sem considerar as condigoes de contorno

. fi

=——— (k=-N,—-N+1,..,.N
Uk k27T2+M2 ( ) +1,.. )

(com a equacio de Helmholtz na forma —u”+pu? u = f, —1 < 2 < 1). A solugdo par-
ticular u, nao satisfaz as condicoes de contorno. Entao, faz-se a seguinte corregao:

w(@) = up(x) + ha(x) + ho(2),
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onde hy () = a exp(pz) e hao(z) = B exp(—pxz). Os coeficientes o e [ s@o
determinados pelas condicoes de contorno

hi (=1) + ha (=1) = —up (=1),
hi (1) + ha (1) = —u, (1).

A solugao particular u, é obtida a partir de uma expansao em polinémios de
Gegenbauer, onde os coeficientes da expansao sao obtidos a partir dos coeficientes de
Fourier 4. u, (£1) é avaliado através da expansdo em polinémios de Gegenbauer
nos pontos 1. G(exp(Lfpuzx)) denota a aproximagao de Fourier-Gegenbauer das
fungoes exp (u x) e exp (—p x).

Tabela 4: Erro maximo para varios valores de N com a« = § = 0.25 e 4 = 80: FG
(método proposto por VWI, [13]), método FG1 proposto neste trabalho (sem empre-
gar a Proposigdo 3.1) combinado com a técnica proposta por VWI, e método FG2
proposto neste trabalho (empregando a Proposi¢do 3.1). u = exp (1) — exp (x2)
como a solucao exata da equacao de Helmholtz com condigdes de contorno ho-
mogeéneas de Dirichlet. Neste caso, f (z) = exp (2?) (244 2?) + p? u ().

VWT FGI FG2
lellse™ ™ | llelloe™ | llello

N

4 1.3 1.3 1.3
8 3.6E-1 | 3.6E-1 | 3.6E-1
16 | 8.3E-2 | 8.3E-2 | 8.3E-2
32 | 2.0E-3 | 2.0E-3 | 2.0E-3
64 | 1.5E-5 | 7.6 E-6 | 1.8E-6

Na Tabela 4, apresentamos os resultados do método de VWI ([13]) aplicado ao
nosso problema. O desempenho da técnica nao é tao bom como no caso-teste mais
simples (com u = x) descrito naquele trabalho ([13]). Nesta tabela adicionamos dois
outros casos: nosso método de FG sem uso da Proposicao 3.1, e com o uso daquela
proposi¢ao. As performances sdo distintas apenas em N = 128.

Comparando o método de FG proposto (baseado na Proposigdo 3.1) com a
técnica de VWI ([13]) para diferentes valores de p (Tabela 5), observa-se que a
técnica de VWI apresenta um comportamento estranho em g = 20 com um cresci-
mento e posterior decaimento do erro. Uma vez que o custo computacional é domi-
nado pelo calculo dos coeficientes de Gegenbauer a partir dos coeficientes de Fourier,
e a técnica VWI emprega dois processamentos de tais coeficientes, e exibe perda de
acuracia para certos valores de pu, conclui-se que o método de FG proposto neste
trabalho é vantajoso nestes aspectos. Isso é esperado uma vez que levamos em
conta os valores de contorno nas equacoes transformadas, o que torna desnecessério
efetuar correcoes subseqiientes.

Observagao: Na préatica, verificamos a convergéncia para a solugdo exata (desco-
nhecida, em geral) da seguinte forma:
(i) avaliamos a expansdo em polindémios de Gegenbauer nos pontos de colocagao de
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Chebyshev;

(ii) avaliamos a expansao em série de Chebyshev que interpola os valores dados nos
pontos de colocacao;

(iii) através de subrotinas que realizam diferenciacdo numérica (Chebyshev), avali-
amos o residuo da equagéo (Lu - f) nos pontos de colocagao;

(iv) se a norma do residuo é menor que uma dada tolerancia e, entdo, considera-se
a solugao obtida como satisfatoria.

O custo computacional adicional envolvido nesta avaliacdo estd entre 2 e 4 %
do custo total. Este procedimento tem importancia pratica, pois aproximagoes
contaminadas por erros de arredondamento (observadas em exemplos anteriores)
sao facilmente identificadas pelos elevados valores do residuo calculado neste pés-
processamento.

Como um exemplo, o residuo na resolucao aproximada da equacao de Helmholtz
unidimensional para g = 80 com o método proposto e Uegqet (T) = e~ 1 tem
valor maximo igual a 8.0F — 4 (o erro méximo é igual a 1.4F — 7) para N = 64.

Tabela 5: Erro maximo no método de FG proposto com uso da Proposigao 3.1 e
no método de FG (técnica de VWI), em termos de N com v = = 0.25 e N = 64.
u=-exp(l)—exp (x2) como a solugao exata da equagao de Helmholtz com condigoes
de contorno homogéneas de Dirichlet. Neste caso, f(x) = exp (xg) (2 +4 x2) +

w2 u(x).

el 2 ] Jlel 27

1 | 2.3E-6 | 1.5E-7
20 | 4.5E-5 | 4.3E-2
40 | 2.0E-5 | 1.0E-2
60 | 3.8E-6 | 3.8E-4
80 | 1.8E-6 | 1.5E-5
100 | 1.6E-6 | 3.8E-7
200 | 1.6E-6 | 1.6E-6

4. Exemplo Adicional

O dltimo caso ilustrativo baseia-se na seguinte equagao hiperbdlica, que abordare-
mos com a técnica proposta (diferentemente de [5]),

ou Ou

— + — t t 4.1
8t+8x r+t, 0<z<m t>0, (4.1)
w(0,t) = 0,t>0, (4.2)
u(z,0) = 0,0<z<m. (4.3)

A solucao exata deste problema é u = z t. Novamente, violamos a regra tradicional
que recomenda o uso de expansoes em série em termos de fungbes nao-periddicas
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(por exemplo, polindmios de Chebyshev/Legendre). Representamos u com uma
série de Fourier truncada.

N

uy =Y i (t) et (4.4)

k=—N

Entao, obtemos o conjunto usual de EDO’s para os coeficientes de Fourier:
@, = —ikty + (th)k, 0< |k| <N, (4.5)

uy, (0) =0, (4.6)

onde o modo fundamental %, é dado por @, = t?/2 (obtido naturalmente por
integragao direta da equagao diferencial). Expressoes matemédticas alternativas para
o célculo deste coeficiente (por exemplo, g = > %) convergem lentamente
e introduzem erros de arredondamento que impossibilitam a obtencao da acuricia
espectral a partir da série polinomial produzida pelo método. A Tabela 6 exibe a
comparacao entre as aproximacgoes de Fourier e Fourier-Gegenbauer.

Tabela 6: FErro maximo da expansao de Fourier e da expansao de Gegenbauer,
como uma func¢éo do nimero de modos de Fourier (o, = o, = 0.25) para a equacio
hiperbdlica.

N 4 8 16 32
eS| 1.899E-3 | 8.850E-5 | 4.3506E-7 | 1.757E-11
lell” | 1.827E-1 | 9.835E-2 | 3.636E-2 | 2.100E-2

Este exemplo ilustra o seguinte fato: dentre todos os coeficientes de Fourier
obtidos aproximadamente (via FFT), o coeficiente associado ao modo fundamental
(que nesse caso pode ser avaliado ezatamente) é aquele que tem impacto maior sobre
a acurdcia final da aproximacao obtida pelo método de Fourier-Gegenbauer.

5. Sumario

Propusemos um esquema numérico de resolucao das equacoes de Helmholtz baseado
no método de Fourier-Gegenbauer, originalmente proposto em [6]. Obtivemos
acurécia espectral para dados suaves (analiticos ou C* com expansoes em polindmios
de Gegenbauer rapidamente convergentes) ao pds-processar os coeficientes de Fourier
a fim de remover as oscilagoes espurias associadas ao fenémeno de Gibbs. O estudo
de casos e comparagoes com outras técnicas na literatura ilustrou a aplicabilidade
do método bem como algumas dificuldades originadas pela rapida propagagao dos
erros de arredondamento. No trabalho, obtivemos um procedimento simples para
resolver as equagoes de Poisson e Helmholtz unidimensionais sem condigoes de con-
torno periddicas. Comparagoes com técnicas apresentadas na literatura mostraram
melhores resultados para o método proposto neste trabalho, nos casos-teste consid-
erados.



Um Método Unidimensional de Fourier-Gegenbauer 305

Abstract. Gottlieb et al. proposed in [6] a new approach to overcome the Gibbs
phenomenon of Fourier series expansions of discontinuous, piecewise analytic func-
tions. Their approach uses the Fourier coefficients to obtain the coefficients of a
Gegenbauer expansion used to represent with spectral accuracy the given function.
In this paper, we propose a one-dimensional Fourier-Gegenbauer Helmholtz solver
of high accuracy. Numerical case studies and comparisons with other approaches
in the literature show improved results.
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