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Resumo. Neste trabalho, introduzimos a nogao de ponto critico vetorial e de ponto
critico de Kuhn-Tucker para uma certa classe de problemas de otimizacao vetorial
entre espagos de Banach. Através destas nogdes, obtivemos uma caracterizagio
para as solugdes fracamente eficiente de tais problemas.

1. Introducao

Em otimizacao escalar, as condigdes de Kuhn-Tucker sao suficientes para a otimali-
dade quando todas as fungoes envolvidas sdo convexas. Atualmente, consideraveis
progressos tém sido obtidos com o intuito de enfraquecer as hipéteses de convexi-
dade de maneira a ampliar a classe de problemas que verificam a suficiéncia das
condi¢oes de Kuhn-Tucker.

Uma importante contribuigéo neste sentido foi dada por Hanson em [6]. Para
este fim, considerou as fungoes invexas. Para tais funcoes, as classicas condigoes de
Kuhn-Tucker sao suficientes para garantir otimalidade global. Mais tarde, Martin
[10] observou que em problemas sem restrigoes, a invexidade é condi¢ao necesséria e
suficiente para garantir a otimalidade global. Assim, surge a seguinte questao: Qual
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é a maior classe de fungoes para a qual as condigoes de Kuhn-Tucker sao necesséarias
e suficientes para garantir a otimalidade global? A resposta a esta questao foi dada
por Martin em [10] para problemas escalares.

Consideremos o seguinte problema escalar irrestrito:

Minimizar 6(x) (P)
sujeito a reSCR"™ "’

onde 6(z) é uma fungio escalar e S C R™.
Recordemos que T é um ponto estaciondrio se VO(T) = 0 e o problema de
otimizac¢ao com restrigcoes

Minimizar 6(x)
sujeitoa  —g;j(z) <0j5j=1,..m , (CP)
reSCR”

onde 0(x) é uma fungéo escalar e g = (g1, .-, gm ) : R — R™ é uma funcao vetorial,
ambas diferencidveis no conjunto aberto S C R™.

Também, lembramos que (Z,u) € S xR™ é um ponto estaciondrio Kuhn-Tucker
[9], se

Vo(z) +ul'Vg(T) = 0,
u'g(z) = 0,
T >0

Além disso, uma funcao diferencidvel  : S C R™ — R é chamada invexa em T
se existe uma fungao vetorial 1 : S x .S — R" tal que

O0(z) — 0(z) = (VO(Z), n(z, 7))
e dizemos que ¢é invexa em Sy C S, se é invexa em cada ponto T € Sg.

Definicao 1.1. (Hanson e Mond, [6]) A fung¢io § : S C R™ — R ¢ chamada
pseudoinvera em u € S se existe uma fung¢do n: S x S — R"™ tal que

(VO(u),n(z,u)) > 0= 0(x) > 6(u),Vz € S.

A fungao 0 é chamada pseudoinvera em S se 6 € pseudoinvexa em cada ponto de

S.

Observamos que, para o caso escalar, os conceitos de invexidade e de pseudoin-
vexidade coincidem. Em [10], Martin provou o seguinte resultado para problemas
sem restricoes:

Teorema 1.1. A fungdo 0 € invexa em S se, e somente se, cada ponto estaciondrio
€ um minimo global de 6 em S.

Entretanto, para problemas com restrigoes, a invexidade apenas garante a su-
ficiéncia para a otimalidade. Martin [10] define uma classe de problemas para os
quais cada ponto critico Kuhn-Tucker é 6timo global. Desta maneira, ele obtém
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uma caracterizagao completa das solugoes para o problema com restrigoes, dada em
termos dos pontos criticos.

Lembramos que o problema (CP) é KT- invexo em S se existe uma fungao
vetorial 77 : S x S — R™ tal que, V 21,29 € S com g(z1) <0 e g(xz) <0, entao

0(z1) — 0(x2) > (VO(z2),n(21,22))
—(Vgj(z2),n(z1,22)) > 0,Vj € I(22),

onde I(z2) := {j € {1,...,m} : gj(z2) = 0} é o conjunto dos indices das restrigoes
ativas em z5. O resultado obtido por Martin em [10] é:

Teorema 1.2. Todo ponto estaciondrio Kuhn-Tucker para (CP) é um minimo
global de (C'P) se, e somente se, (CP) é KT-invexo.

Antes de formularmos os problemas de otimizacao vetorial que serao tratados
neste trabalho, relembramos algumas conceitos preliminares.

Dado um conjunto arbitrario £/, uma relagao binaria em E é, por defini¢do, um
subconjunto B de E X E, ou seja um elemento x € E esta relacionado com y € E
e (z,y) € B.

Seja B uma relagao bindria em E. Dizemos que B é

1. Reflexiva - se (x,z) € B para cada « € E. (caso contrério, é chamada
irreflexiva);

2. Simétrica - se (z,y) € B = (y,z) € B, Vx,y € E (caso contrério, é as-
simétrica);

3. Transitiva - se (z,y), (y,2) € B = (x,z2) € B,Vx,y,z € E;
4. Completa - se Va,y € E,x # y se tem (x,y) € B ou (y,x) € B;

5. Linear (no caso em que F é um espago vetorial) - se (x,y) € B implica
(tx + z,ty + 2) € B,Va,y,z € E,t > 0.

Uma relagao bindria é dita ser uma ordem parcial se é reflexiva e transitiva. Se,
além disso, for completa é dita ser uma ordem total

E bem conhecido (veja [8]) que se B é uma ordem parcial linear (definida em
um espago vetorial), entdo o conjunto

C={xeFE:(z,0) € B} (1.1)

é um cone convexo. Se, além disso, B for simétrica, entao C' é um cone ponteado
(isto é, C N (—=C) = 0). Reciprocamente, cada cone convexo C' em E fornece uma
relagao binéria

Be={(z,y) e ExXE:xz—yeC}, (1.2)

a qual é reflexiva, transitiva e linear.
Por este motivo, consideraremos neste trabalho, apenas relagoes binarias definidas
por cones convexos.
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No que segue, utilizaremos as seguintes notagoes: Seja, F' um espago de Banach,
C' C F um cone convexo, fechado, ponteado (i.e., C'N(—C) = {0}), distinto de F’
e com interior nao vazio,

r=cy & y—-wveCl,
r<cy & y-—zecC\{0},
r<cy < y—zecintC.

Desta maneira, o cone convexo C' C F caracteriza a preferéncia do decisor (por
exemplo, y é preferivel a x se x Scy < y—x € O).

Lembramos que h : E — F ¢é Fréchet diferencidvel no ponto = (veja [1])
(por brevidade, diferencidvel no ponto x) se existe um operador linear e continuo
Dh(x) : E — F tal que

i 1@ + 2) = h(z) = Dh(z)z]p

=0.
2=0 121l

A fungao h é dita ser diferenciavel em S C E se h é diferencidvel em cada ponto de
S. Sejam FE e F dois espagos de Banach e f: F — F e g : E — G duas fungoes
diferencidveis sobre o conjunto aberto e nao vazio £, S C E, e assumimos que F
é parcialmente ordenado pelo cone convexo fechado, ponteado e com interior nao
vazio C C F' (com C # E), e K C G é um cone convexo fechado e distinto de G.
Os problemas que serao considerados sao:

(1) Sem restrigoes:

Minimizar f(z)
{ sujeitoa x€SCE (vor)
(2) Com restrigoes:
Minimizar f(z)
sujeitoa  —g(z) € K . (CVOP)

reSCE

Observamos que para (VOP) o conjunto factivel é S e para (CVOP) é
F:={zxeS:—g(x) e K}.
Os seguintes conceitos sao conhecidos:

Definigao 1.2. O ponto factivel T € S é chamado solugao eficiente se nao existe
x factivel tal que f(T) — f(x) € C'\ {0} (ou, equivalentemente T factivel é eficiente
se nao existe x factivel tal que f(x) <¢ f(T)).

Definicao 1.3. O ponto factivel T € S é chamado solugdo fracamente eficiente se
ndo existe x factivel tal que f(ZT) — f(x) € int C (ou equivalentemente, T é uma
solugao fracamente eficiente se ndo existe x factivel tal que f(x) <¢ f(T)).
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Denotaremos F™* o dual topoldgico de F, e (-,-) a dualidade candnica entre F*
e F'. Dado um cone convexo C' C F define-se o cone dual de C,

C*:={{eF":(&x)>0,VeeC}.

Vale notar que, nos ultimos anos, tém aparecido novos tipos de fungoes que
pretendem generalizar as que citamos anteriormente. Sao o caso, por exemplo, das
fungdes F-convexas, p -convexas e (F,p )-convexas (veja [5], [7], [11]). Entretanto,
embora seja verdade que estas fungoes generalizem as que tratamos neste trabalho,
pode-se demonstrar (e isto é feito em detalhes em [13]) estas ndo conduzem a nada
novo sobre a otimalidade, porque para provar alguma condi¢ao de otimalidade é
necessario impor certas hipéteses adicionais, de tal forma que recaem em algum dos
tipos tratados neste trabalho.

O trabalho tem a seguinte estrutura: na Segdo 2, estudamos o problema sem
restrigoes; definimos funcoes pseudoinvexas e provaremos que para este problema,
f é pseudoinvexa se e somente se ser ponto critico vetorial é condigao necesséaria
e suficiente para a eficiéncia fraca. Na Se¢ao 3, consideraremos o problema com
restrigoes e definimos problemas KT-invexos; provamos que esta classe de problemas
tem a propriedade de que ser ponto critico Kuhn-Tucker é condigao necessaria e
suficiente para a eficiéncia fraca.

2. Condicoes Necessarias e Suficientes de Otima-
lidade para o Problema Irrestrito

Sejam E e F' dois espagos de Banach, C' C F um cone convexo fechado com interior
nao vazio e diferente do espaco todo F. Seja S um subconjunto aberto e nao vazio
de F e f: E — F uma funcao diferenciavel em S.

Definicao 2.1. T € S € um ponto critico vetorial de (VOP) se existe \* €
C*\ {0} tal que \* o Df(Z) = 0.

O seguinte resultado é provado em [2].

Teorema 2.1. Se T € S € uma solugao fracamente eficiente de (VOP), entdo T €
um ponto critico vetorial.

Definigao 2.2. Seja f : S C E — F uma fungdo diferencidvel no conjunto aberto
S. Dizemos que f € pseudoinvera em S com respeito a m, se existe uma fun¢ao
vetorial p: S x S — E tal que

x1,22 €S e f(x1) — f(x2) <c 0= Df(x2)n(x1,22) <c 0

(onde Df(x2)n(x1,z2) denota o walor da fungio Df(xs) € L(E,F) aplicada no
vetor n(x1,x2) € E e L(E,F) € o conjunto dos operadores lineares e continuos de

E emF).

Para provar que pontos criticos coincidem com as solugoes fracamente eficientes
do problema (VOP) quando a funcdo f é pseudoinvexa, necessitaremos do seguinte
resultado, que pode ser encontrado em [3],
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Lema 2.1. Sejam F um espagco de Banach, C C E um cone convexo fechado e
& € C*\ {0}. Entao, (¢,z) > 0 quando z € intC.

O seguinte teorema prova que a pseudoinvexidade é condi¢ao suficiente para que
um ponto critico vetorial seja solugao fracamente eficiente. Com efeito:

Teorema 2.2. Se no problema (VOP), f € pseudoinvexa e T € S é um ponto
critico vetorial, entdo T € uma solugao fracamente eficiente.

Demostragao: De fato, provaremos que se T € S é um ponto critico vetorial e
nao é solugao fracamente eficiente e obteremos uma contradi¢ao. Neste caso, existe
A* e C*\ {0} tal que

AoDf(z)=0 (2.1)

e existe x € S tal que

f(z)— f(Z) € — int C. (2.2)
Por outro lado, como f é pseudoinvexa, obtemos de (2.2) que
Df(@)n(z,7) € —intC,
e (pelo Lema 2.1)
N (Df(@)n(x, 7)) = [A" o Df(T)]n(x, T) <0,

esta ultima desigualdade contradiz (2.1). Assim, T é solugdo fracamente eficiente
de (VOP).
O seguinte resultado é uma generalizagdo do Teorema de Farkas (veja [2]):

Lema 2.2. Sejam X, Y eV espacos vetoriais normados, A € L(X,V) e M €
L(X,Y) dados, T CV e @ CY cones convexos intQ # ¢ ebe —T, s € —Q.
Supor que o cone [A,b|T(T*) é fraco*-fechado. Entdo o sistema

Ax+be =T
Mz +s € — int Q

ndo tem solucdo se, e somente se, existem 7 € Q* \ {0}, A € T* tais que

TM+XA =0
(\b) =0
(r,8) =0

O seguinte teorema ¢ o principal resultado desta secao:

Teorema 2.3. A funcao f em (VOP) € pseudoinveza em S se, e somente se, cada
ponto critico vetorial é solugdo fracamente eficiente de (VOP).

Demostracao: Segue, do Teorema 2.2, que se f ¢é pseudoinvexa, entao cada ponto
critico vetorial é solucao fracamente eficiente de (VOP). Agora, suponha que cada
ponto critico vetorial é solugdo fracamente eficiente de (VOP). Fixemos T € S e
consideremos os seguintes sistemas:

flz) — f(T) € —intC (z € 5) (2.3)
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Df(@)u € —intC (u € E). (2.4)

Provaremos que o se o sistema (2.3) tem uma solu¢ao, entao o sistema ( 2.4) também
tem solugéo. De fato, se (2.3) tem solugéo, entdo T nao é fracamente eficiente e
por hipétese, ndo é um ponto critico vetorial, i.e., ndo existe A\* € C* \ {0} tal que
X oDf(T) =0. Fazendo: A=0¢ L(E,F), M =Df(T) € L(E,F),b=0€Ee
s =0 € F, obtemos que nao existe 7 € Q* \ {0} e A € Q* tal que

TM +XA =0
(\by =0
(r,8) =0

Por outro lado, pelo Lema 2.2, existe u € E tal que

Au+b=0¢€ —Q
Mu+s=Df(T)u € —intQ

Em particular, o sistema (2.4) tem solugdo v € E. Fazendo n(z,T) = u, obtemos
que f é pseudoinvexa.

3. Condigoes Necessarias e Suficientes para Eficiéncia
Fraca para o Problema com Restrigoes

Nesta Secao, consideraremos o seguinte problema de otimizagao vetorial:

Minimizar f(x)
sujeitoa  —g(z) € —K (CVOP)
reSCFE

onde F,F e G sdo espagos de Banach, C' C F' e K C G sdo cones convexos fechados
e distintos de F' e G, respectivamente, int C'# ¢ , S C E é aberto e nao vazio e as
fungoes f : E — F e g : E — (G sao diferenciaveis em S.

Definicao 3.1. Dizemos que (CVOP) é KT-invexo em xo € F se existe uma
funcdo vetorial n : S x S — FE tal que para cada x1 € F, se verifica:

{ f(z1) = fx2) € — int C = Df(x2)n(21,22) € — int C
—Dg(xz2)n(x1,x2) € K.

e se, o problema é KT-invexo em cada x € F, dizemos que (CVOP) é KT-invexo.

Para o caso finito-dimensional Osuna-Gémez, Rufidn-Lizana e Ruiz-Canales [12]
provaram que ser ponto critico vetorial Kuhn-Tucker é condicao necesséria e sufi-
ciente para a eficiéncia fraca quando (CVOP) é KT-invexo.

Teorema 3.1. Quando E = R", F =R, G =R™, C =R e K = R, todo
ponto critico vetorial Kuhn-Tucker € solugao fracamente eficiente de (CVOP) se,
e somente se, (CVOP) é KT-invezo.
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Agora, enunciaremos e provaremos resultados andlogos para o problema infinito-
dimensional.

Teorema 3.2. (suficiéncia) Se (CVOP) é um problema KT-invero, entdo cada
ponto critico Kuhn-Tucker € solu¢ao fracamente eficiente de (CVOP).

Demostragao: Assuma que (CVOP) é KT-invexo e seja T um ponto critico
Kuhn-Tucker. Neste caso, existem A\* € C* \ {0} e u* € K* tais que
X* o DF(Z) + i* 0 Dg(7) = 0
(n,9(7)) =0 ’

e, em particular,

Ao Df(@)n(@, x) + p* o Dg(@)n(@, ) =0, Vo € F,
(n*,9(T)) = 0.
Assuma que T ndo é solucdo fracamente eficiente de (CVOP). Entao existe z € S,
g(z) € —K tal que f(z) — f(T) € — int C' e como A* € C* \ {0}, entdo pelo Lema
2.1 temos que

(3.1)

N(Df(@)n(x,T)) < 0. (3.2)
De (3.1) e (3.2), obtemos

p*(Dg(z)n(z, ) > 0. (3.3)
Como (CVOP) é KT-invexo, —Dg(T)n(z,T) € K e p* € K*, temos que

p*(Dg(@)n(x,7)) <0,
o que contradiz (3.3) e, assim, T é solucao fracamente eficiente de (CVOP).

Teorema 3.3. (Necessidade) Assuma que T é um ponto critico Kuhn-Tucker de
(CVOP) e que o conjunto [Dg(T), g(%)|T (K*) é fraco*-fechado. Entdo, se cada
ponto critico vetorial Kuhn-Tucker € solug¢ao fracamente eficiente de (CVOP),
entdo (CVOP) é KT-invezo.

Demostracao: Seja T € S fixo, consideremos os sistemas:

Df(Z)u € —int C
{ Dg(T)u € —K (3.4)
‘ fl)—f(@) € —int C
{ ( g(xg e —K. (3.5)

Entao provar que (CVOP) é KT-invexo em T é equivalente a provar que (3.4) tem
solugdo u € E quando o sistema (3.5) tem solucdo = € S (em tal caso, é suficiente
tomar n(z,T) = u € E). Assuma que o sistema (3.5) tenha solugdo. Entao, T
nao é solugao fracamente eficiente e por hipétese T nao é ponto critico vetorial
Kuhn-Tucker. Assim, néo existem 7 € C*\ {0} e A € K* tais que

TM 4+ XA = 0,

</\7b> =0,
(r,8) =0
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(onde A = Dg(z) € L(E,G), M = Df(T) € L(E,F),b=g(T) € —-Kes=0¢
—C). Segue, do Lema 2.2, que o sistema

Au+b € - K
Mz +s € —int C

tem solucao ou, equivalentemente, existe u € E tal que

{ Dg(T)u+g(z) € —K
Df(Z)u € —int C

Mas,
Dy(@)u = [Dg(z)u+g(T)] —9(F) € -K - K C —K

e, assim, o sistema (3.5) tem solugao.

Observagao: O conjunto [Dg(Z), g(Z)]* (K*) é fraco* fechado, quando o cone
K é poliédrico, qualquer que sejaT € F. Veja [4]. Desta maneira,os resultados deste
trabalho generalizam os correspondentes obtidos por Osuna-Goémez et al. [12], em
que os autores consideram o caso K = RE.

Observagao: Queremos salientar que os resultados obtidos neste trabalho sao
validos ainda para espacos normados. Pois, segundo nosso conhecimento o Teorema
de Alternativa de Farkas (Lema 2.2 no trabalho) permanece vélido (veja [4]), o qual
é um dos resultado essenciais na nossa argumentacao.

4. Conclusoes

Este trabalho é uma extensao dos resultados obtidos em [12] para o contexto de
otimizagao entre espagos de Banach, cuja estrutura de dominagao é dada por cones.
Estes resultados caracterizam os problemas pseudoinvexos (caso irrestrito) e KT-
invexos (problemas com restrigoes) em termos de pontos criticos vetoriais e pontos
criticos Kuhn-Tucker, respectivamente.
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