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Resumo. Neste trabalho, estendemos os resultados obtidos por Horgan e Payne
[6] em 1992, e demonstramos que o Principio de Saint-Venant é verdadeiro para um
corpo ocupando a regiao retangular Q = {(z1,22)] 0 < z1 <!, —h/2 < z2 < h/2}
onde [ > h, do plano Cartesiano, em material eldstico, cuja equagdo constitu-
tiva é uma generalizacdo da Lei de Hooke com termos nao lineares em pequenas
deformagoes. Os termos nao lineares considerados pelos citados autores sdo pelo
menos de terceira ordem. A inclusdo dos termos de segunda ordem neste trabalho
representa um modelo mais realistico. O resultado principal é estabelecido usando-
se técnicas de desigualdades diferenciais para funcionais quadraticos.

1. Introducao

Boussinesq [1], em 1885, foi o primeiro a tentar uma formula¢ao e uma prova rigorosa
para a conjectura elaborada por Sain-Venant [10] publicada em 1853, elevando a
conjectura original ao posto de “Principio”, e muitos textos até hoje, dao Boussinesq
como referéncia para a demonstracao do Principio de Saint-Venant. Entretanto,
uma prova de que o resultado vale dentro da teoria linear s6 foi conseguida por
Toupin [11] em 1965.

Resultados semelhantes ao Principio de Saint-Venant, dentro de uma teoria res-
trita da elasticidade néo linear, foram obtidos por Roseman [9], Roseman e Breuer
[2], Horgan e Knowles [3, 4], Horgan e Payne [5, 6], todos sob a hipdtese de pequenas
deformacoes.

O objetivo principal deste trabalho é fazer uma extensdo dos resultados obtidos
por Horgan e Payne [6], e demonstrar que o Principio de Saint-Venant é verdadeiro
para um material eldstico ocupando uma regiao retangular, utilizando para isso
uma equacao constitutiva nao linear considerando pequenas deformacoes como uma
generalizacao natural da Lei de Hooke. Esta equagao contém termos nao lineares
de segunda ordem; termos estes importantes e ndo considerados em [6].

Usaremos a convenc¢ao de somatorio para simplificar expressoes, ou seja, quando
um par de indices aparece numa expressao significa um somatorio sobre o indice de
1 a 2, no caso bidimensional. Com esta convengao, por exemplo, [u,;;],:; = 0, onde
a virgula representa a derivada parcial, é a classica equacao biharmonica.
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2. Formulacao do Problema

De acordo com a teoria da elasticidade linear, o estudo das deformacoes planas de
uma regiao (2, quando nao existem forcas de volume atuantes, se reduz a encontrar
uma solucdo ¢ da equacdo biharmoénica, que satisfaca as condigoes de contorno
do problema, onde ¢ é a funcdo de tensao de Airy, em termos da qual as tensoes
Ti; sao dadas por Ti1 = ¢,22, To2 = ¢,11, Ti2 = —¢@,12. A existéncia de uma
fungéo de Airy implica que a equagao de equilibrio, isto é, 7;;,; = 0, seja satisfeita
identicamente.

Estamos interessados nas deformagoes planas na teoria de elasticidade nao linear
de um corpo elastico, ocupando a regiao retangular 2 do plano Cartesiano definida
por Q= {(z1,22)| 0 <21 <, —h/2 <xz9 < h/2}, ondel > h.

Consideraremos um modelo constitutivo nao linear da seguinte forma:

1+v v

1
eij = —g— Tij — g Tek0ij + H (k) 735, (2.1)

onde 0;; ¢ a funcao 1 ¢ 0, E é o médulo de Yong, v médulo de Poisson e H é
uma fungao de tensao 7y, representando formalmente uma generalizagao da Lei de
Hooke com termos néo lineares ver [6] e [7].

Usando a fungéo p(¢) definida por p(¢) = 1 + H (7;), a equacao de compati-
bilidade do tensor de deformacao, isto é, e11,22 +€22,11 —2€12,12 = 0, se reduz numa
equagao diferencial parcial de quarta ordem para a fungdo de Airy ¢,

[p(¢)byi5],35=0 em Q. (2.2)

Neste trabalho, consideremos a nao-linearidade representada pela funcao H(7x;)
da seguinte maneira:

H(Th) = M Tk + A2TrrTu + A3ThiThis (2.3)

onde A1, Ay e A3 sdo parametros materiais. Assim estamos considerando a relagao
constitutiva da seguinte forma:
14+v v 1
€ij =~ Tij ~ Eﬁm% + E()\lTkk + AoThk T + A3 ThiTht ) Tij - (2.4)
Observe que a relagdo constitutiva (2.4) que serd utilizada em nossas demon-
stragbes é uma extensao da Lei de Hooke contendo termos nao lineares de 2¢ e 3%
ordem, enquanto no trabalho de Horgan e Payne [6] a relagdo constitutiva utilizada

7

é

1+v v
E T E
onde ¢ = 77 e H(g) > 0. Apesar da sua generalidade, H = H(7x;) é uma funcao
somente de ¢, portanto, os termos nao lineares sao pelo menos de 3% ordem. Assim,
a relagdo constitutiva (2.4) é mais realista.

Assumiremos que uma solucdo ¢ da equacao (2.2) satisfaz ¢ € C*(Q) (N C?(Q), e
usaremos a notacao [¢f = 3, <o sup {|07¢(z)| : z € Q}, onde 9" sdo as derivadas
de ordem .

O objetivo deste trabalho é demonstrar que o Principio de Saint-Venant é ver-
dadeiro para corpos ocupando regioes retangulares e satisfazendo a hipotese consti-
tutiva dada por (2.4) com A1, A2 e A3 suficientemente pequenos.

Teri; + H(q), (2.5)

€ij =
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Condigoes na Fronteira

Suponhamos que um corpo eléstico ocupe a regiao 2 em equilibrio, sob a acao
das forcas sobre a sua fronteira.

e O lado longo em x5 = —h/2 estd sujeito a tensdes normal e cisalhante deter-
minadas respectivamente por fungdes ¢; e v1 continuas em (0,1), e o lado longo em
29 = h/2 por fungdes g e vo também continuas em (0,1).

e A extremidade em x; = 0 estd sujeita a tens@o normal e cisalhante determi-
nadas respectivamente por funcgoes f1 e g; e a extremidade x1 = [ por funcgoes fo e
g2. As fungdes f1, g1, f2 e g2 s@o continuas em [—h/2,h/2].

Temos, portanto, as seguintes condigoes na fronteira:

T12(z1, —h/2) = v1(x1), To2(x1,—h/2) = q1 (1), 0<21 <, (2.6)
’7'12($1,h/2) = ’02(351) T22($1,h/2) = qg(xl), O<a < l, (27)
(L, z2) = fa(z2), m12(l, 22) = ga2(w2), —h/2 <x3 <h/2, (2.8)
m11(0,72) = f1(z2), 712(0, 72) = g1(72), —h/2 < w3 <h/2. (2.9)
x, Fz
y
2
h2 PR N—
&;
B i
g A
-h2 v,
\ 4;
Para garantir a continuidade das tensoes na fronteira, exigiremos que
Jimva(a1) = g1(h/2), lim vy(21) = g2(h/2), (2.10)
S, vi(z1) = g1(—=h/2), Jm, vi(z1) = g2(=h/2). (2.11)

As condigoes de fronteira (2.6)-(2.9) em termos da fungdo de Airy sao dadas por

d,11 (1, —h/2) = q1(x1), &,12 (21, —h/2) = —vi(x1), 0 < 21 <, (2.12)
d,11 (21, h/2) = qa(x1),  @y12 (21, h/2) = —va(z1), 0<z1 <l (2.13)
b,22 = fa(x2), $,12= —g2(T2), —h/2 < xp < h/2,(2.14)
#,22 = fi(x2), #,12= —g1(z2), —h/2 <29 < h/2.(2.15)
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Observamos que nao serao necessarias as formas explicitas das forcas ¢1, go, v1,
va, f1, f2, g1 € g2 para obter os resultados neste trabalho. Porém, as forgas aplicadas
sobre a fronteira tém que manter o corpo em equilibrio.

Problema de Valores na Fronteira

Supondo a continuidade de ¢, ¢/dz; e 9*¢/0z? até a fronteira, concluimos que
a distribuigao de tensoes na regiao {2, com as condicoes apresentadas, é dada pela
solucao do problema a seguir:

[p(#)¢,ij],i;=0 em Q, (2.16)
¢($1,7h/2) :Fl(l'l), ¢,22 (.Tl,*h/Q) :Gl(:cl), O<(E1 <l7 (217)
¢(I1,h/2) = Fz(l’l), (25, 22 ($1,h/2) ES GQ(ZEl), 0< T < l, (218)
(b(l,xg) = F3 1‘1), (b,l (1,1‘2) = Gg(.%‘g), —h/2 S T2 S h/?, (2.19)
¢(0,$2) = F4({L‘2), ¢71 (O,IEQ) = G4(1‘2)7 —h/2 S To S h/27 (220)

onde as fungdes de Fy a G4 sdo obtidas de (2.12)-(2.15) por integracao.

3. O Principio de Saint-Venant

Problema Referencial

Daqui em diante denominaremos u(x1,x2) uma solugao conhecida do problema
de valores na fronteira (2.16), (2.17)-(2.20), que pasaremos a denominar Problema
referencial.

A forma explicita da solucao u(x1,x2) ndo serd exigida para obter os resultados
principais neste trabalho. Porém, vamos supor que a solugao seja limitada por uma
constante positiva My, ou seja,

Jul < M. (3.1)

Observe que em [6], a prova depende de uma solugao explicita, especificamente,
no caso de tracdo uniforme, u(x1, ) = 7(22)%h/2 e no caso do cisalhamento uni-
forme, u(x1,x2) = Tx122. Nestes exemplos, as solugdes sdo limitadas em €.

Problema Modificado

Consideremos agora uma outra situacao, em que a regiao €2 é submetida a mesma
distribui¢ao de tensoes no trecho da fronteira 9\ Lo, onde Lo = {(x1,22)| 21 =
0, —h/2 < x9 < h/2}; mas em Ly, temos agora, uma distribuigdo de tensoes
modificadas f e g em lugar de fi e g1 que mantém o corpo em equilibrio. Portanto,
as condigbes (2.17) a (2.19) sdo inalteradas e, em lugar de (2.20) na formulacéo do
Problema referencial, temos:

6(0,22) = /_ » ( /_ Wf(s)ds) dt, 1 (0,22) = - /_ I 32)
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Denotaremos por ¢(z1,x2) as solugoes do problema (2.16),(2.17)-(2.19) e (3.2)
substituindo as condigdes (2.20), que passaremos a denominar Problema modificado.

Neste trabalho estamos interessados nas distribuicoes de tensdes ¢(z1,x2) que
estdo a uma distancia finita de u(x1,x2), isto é, que satisfacam

¢ — u|| < My, para alguma constante My > 0, (3.3)

desde que A1, A2 e A3 sejam suficientementes pequenos.
Estamos ai supondo um comportamento de dependéncia continua em relagao
aos parametros para a solucao ¢.

Energia do Problema

O objetivo central deste trabalho é demonstrar que a solugdo ¢(z1,x2) do Pro-
blema modificado, que nos dé a distribuicao das tensoes em €2 quando modificamos
os dados na fronteira em Ly do Problema referencial, decai exponencialmente para
a solugdo u(xy,xs), para 0 < x1. Isto é o que se pretende afirmar quando dizemos
que “longe de Lg as duas solugoes estao préoximas”. Em outras palavras, o Principio
de Saint-Venant é verdadeiro no contexto da elasticidade nao linear aqui abordado.

Com esse objetivo, mostraremos que a energia definida por

B(:) = [ pléusw.da, (3.4)

z

com

w(z1,v2) = ¢(T1,72) — u(T1,72) (3.5)

h h
Qz:{($17$2)|0<2<$1<l, —§<x2<§}’

decai exponencialmente para zero quando z — [.

Observe que p(¢) > 1 — [Ai][|o] — Azl [|6]* — [As][|@]I?, por (3.1), (3.3) e de-
sigualdade triangular obtemos ||¢[| < [|¢ — ul| + [lul| < M; + M, segue portanto
que p(¢) > 1 — [Ai| (M1 4 Ma) — (|A2| + [As]) (M 4 M2)?. Assim, para [A1], [Az| e
[A3| suficientemente pequenos, podemos tomar p(¢) > & > 0. Por exemplo, para

M| < 1/6(My 4 Ms), |[Xo| < 1/6(M; + My)? e |A3] <6(M; + Ms)?,  (3.6)
obtemos
p(¢) > 1/2. (3.7)
4. Resultado Principal

Teorema 4.1. Seja u(x1,x2) a solugao do Problema referencial (2.16), (2.17) —
(2.20), e ¢p(x1,22) a solugdo do Problema modificado (2.16), (2.17) — (2.19), (3.2).
Suponhamos que p(¢) =1+ H(p), com

H(P) = M@, ok A2, ke &y 10 + A3, k1 D, 5 (4.1)
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e que ||lul| < My e ||¢p —ul| < M. Entao, existem §1 > 0 e d3 > 0 tal que, se
[A1] <01, |A2| < 02 e |As] < 02, a energia definida em (3.4) satisfaz a desigualdade

E(z) <(1+D)E0)e P, 0<z<l, (4.2)

onde E(0) € uma constante positiva, e D > 1 € uma constante que depende da
geometria do problema, e de A1, Ao € A3.

Demonstragao: Usando as condigoes de fronteira e a integracao por partes, pode-
mos reescrever a energia F(z) da seguinte maneira,

E(z):f/ pw,llw,ldngQ/ pw,lgw,gdngr/ (pw,11),1 wdze+ N, (4.3)
L, L, L.

N = —/ (14 X, ki +X20, ke D11 FA3D, ki Dy k1 )y 45 |55 w dA.
Q.

Por (3.5), temos por exemplo que ¢, pr, = W, ki + U, gk, substituindo na identidade
(4.3), passamos a ter na energia F(z), as integrais envolvendo apenas w e u. Observe
que as integrais sao em L, ou €.

Desenvolvendo os termos das integrais acima e usando a definigao da energia e
da identidade

E(z)=— / p(O)w, 55w, 55 dA,

estimamos as integrais ora pela energia ora por sua derivada da seguinte maneira:

i) Integrais em 2,

/ [(w,kk )11 Jw,n dA < K/ |w,11 | w11 | dA + K/ w22 | [w,11 | dA,
Q. Q. Q.

onde K = M; + Ms, e My, M, s@o as constantes em (3.1) e (3.3). Aplicando a
desigualdade de Schwarz a cada uma das duas integrais anteriores, utilizando que
p(¢) >1/2 obtido em (3.7), e a seguir a defini¢io da energia, obtemos

/ |w,11 | |w,11 |[dA < [2/
Q Q

z z

1/2 1/2
p<w,§1>d4 [2 / p(w,i)dA] < 28(2).

e analogamente,

/ |w,a2 | |w,11 |dA < 2E(Z).

z

Temos, portanto, que

/ (W w1 Jwyn dA < AKE(z).
Q.

ii) Integrais em L,
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Usando a desigualdade de Poincaré-Friedrichs (ver [8], [12]), a desigualdade de
Schwarz e o fato que p > 1/2, obtemos

/ w11 | |wldas < {2/
L. L

[ lwallwldes < 243 B2

z

Usando estas estimativas e outras semelhantes, obtemos a desigualdade

1/2 1/2
,o<w,%1>dxz] [2A / p<w§2>dx2} .

z

Logo,

a/lE(s) ds < AY? [4(21{)1/2 +AK 3\ ] + 9K (|Na| + 18K\)\3|))} E(2)
—AV2[@E)Y2 4K (] + 6K (1No] + 15K Xs)] B'(2), (4.4)

onde a =1 — 12K (|A1] + 6K (|A2] + [As])).
Definindo B = AY2 [4(2K)Y/2 + 4K (3|\1] + 9K (| A2| + 18K |A3]))], segue, da
desigualdade (4.4), que

a/l E(s)ds < BE(z) — BE'(z2). (4.5)

Tomando || < 1/(6%2K), |A2| < 1/(63K?) e |A3] < 1/(63K?), as desigualdades
em (3.6) sdo satisfeitas. Definindo agora d; = 1/(62K) e dy = 1/(63K?), segue que
para todo |[A1] < 01 e |Az],|A3] < 02, obtemos que 12K (| A1]| + 6K (JA2| + [A3])) < 1.
Obtemos assim 0 < a = 1 — 12K (|A\1] + 6K (| A2 + |A3])). Se necessério, é possivel
obter intervalos para A1, A2 e A3 tais que a > 7 > 0, onde 7 é dado.

Dividindo (4.5) por «, adicionando F(z) a ambos os lados da desigualdade e
—FE'(2) > 0 somente no lado direito, podemos, entéo, escrever

E(z) + / l E(s)ds < (B/a + 1)(B(z) — E'(2)). (4.6)
Definindo, agora,
H(z) = E(z) + / l E(s)ds,
obtemos H'(z) = E'(z) — E(2), e dai,
1/D < —H'(z)/H(z), onde D = g +1>0. (4.7)

Integrando (4.7) de 0 a z, obtemos
H(z) < H(0)e /7, (4.8)

O que resta ¢ estimar H(0) em termos de constantes conhecidas. Para isso,
substituindo em (4.8) o valor de H(z), temos

E(2) + / l E(s)ds < H(0)e */P. (4.9)



344 Silva, Ferreira e Liu

Dai, por integragao, obtemos

H(0) /E ds<( 1/1D_je_kl>E(0)<(1+D)E(O). (4.10)

Substituindo esta estimativa em (4.8), e observando que E(z) < H(z), obtemos
B(2) < (1 + D)E(0)*/?,

que é o que queriamos demonstrar.

5. Consideracao Final

O resultado central deste trabalho, o Teorema 4.1, fazendo uso da hipédtese (3.1),
|lul] < M, juntamente com a hipétese (3.3), ||¢ — u|| < M, onde M; e M, s@o
constantes positivas, consegue unificar nao sé a tracao uniforme cuja solucao do
problema referencial é u(z1, x2) = 7(x2)?h/2, e o cisalhamento uniforme u(z1, z2) =
Tx129, apresentadas por Horgan e Payne [6], mas também outras situacoes de dis-
tribuicao de forcas na fronteira de €2, tais como as solugoes do problema de flexao

dada por u(z1,z2) =7 (23 — 23) /6 ou u(zy,22) = 7 (23 — 3a%xs) /6.

Abstract.

This work extends the results obtained by Horgan e Payne [6] in 1992. We show that
Saint-Venant Principle is valid for a plane retangular region occupied by an elastic
body, whose constitutive equation contains non-linear terms as a generalization
of the Hooke’s law for small deformations. The non-linear terms considered by
Horgan e Payne [6] are at least of the third order. The inclusion of second order
terms in this paper provides a more realistic model for the theory. The main result
is established using techniques of differential inequalities for quadratic functionals.
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