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cada, Universidade Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS, Av. Bento Gonçalves
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Resumo. Este trabalho visa ilustrar os fundamentos teóricos utilizados na simu-
lação do modelo determińıstico (SEIR) de transmissão da dengue proposto por
Newton e Reiter [6] associado ao modelo proposto por Jansen e Lloyd [4] para
sistemas “multi-patch”com o intuito de investigar o efeito da migração em redes de
populações acopladas.

1. Introdução

O mecanismo de transmissão de uma doença é conhecido para a maioria das
doenças infecciosas; no entanto, as interações ocorridas na transmissão são muito
complexas, fazendo-se necessário a estrutura formal de um modelo matemático.
Estes modelos matemáticos permitem simulações que oportunizam experimentar a
progressão de uma epidemia.

A dengue é um dos principais problemas de saúde pública no mundo. A Orga-
nização Mundial de Saúde (OMS) estima que cerca de oitenta milhões de pessoas
se infectem anualmente em cem páıses de todos os continentes, exceto a Europa. A
dengue é uma doença infecciosa, a qual tem como principal transmissor o mosquito
Aedes Aegypti, espécie domesticada e urbana. Os quatro sorotipos do v́ırus da
dengue são denominados DEN-1, DEN-2, DEN-3 e DEN-4. A infecção por qual-
quer um dos quatro sorotipos pode provocar um amplo espectro de reações no ser
humano, desde infecções assintomáticas (pólo “benigno”) até a forma hemorrágica
da doença, no outro pólo. Após a infecção, o indiv́ıduo desenvolve imunidade per-
manente para aquele sorotipo espećıfico.

Na seção 2, apresenta-se o modelo epidemiológico SEIR para a dengue, o mo-
delo para sistemas multi-patch e a associação dos dois modelos para que se possa
considerar a migração entre as espécies, bem como o cálculo do número de repro-
dutibilidade basal em redes de populações acopladas. Na seção 3, apresentam-se
resultados numéricos obtidos.
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2. O Modelo

Nesta seção, apresenta-se o modelo epidemiológico SEIR de transmissão da dengue
proposto por Elizabeth Newton e Paul Reiter [6] com o objetivo de avaliar a
progressão de uma epidemia considerando a iteração de uma população hipotética.
O modelo é composto por sete compartimentos ou classes que mudam de magni-
tude com o tempo e que representam os diferentes estágios da doença. São inclúıdos
indiv́ıduos de todas as idades e de ambos os sexos e, em relação aos mosquitos, so-
mente as fêmeas adultas, pois somente elas são hematófogas. Usaremos as seguintes
notações para designar as variáveis de estado para a população humana são: Sh(t)=
número de indiv́ıduos suscet́ıveis no instante t, Eh(t) = número de indiv́ıduos ex-
postos no instante t, Ih(t)= número de indiv́ıduos infectados no instante t, Rh(t)=
número de indiv́ıduos recuperados no instante t. A notações que usamos para
designar as variáveis de estado para a população do vetor (mosquito) são: Sv(t) =
número de mosquitos suscet́ıveis no instante t, Ev(t) = número de mosquitos ex-
postos no instante t, Iv(t) = número de mosquitos infectados no instante t. Note-se
que para a população do vetor a classe de recuperados é desconsiderada, pois, uma
vez que o mosquito esteja infectado, permanece assim até a morte, tendo em vista
que sua expectativa de vida é curta.

A dinâmica do modelo proposto por Newton e Reiter é descrita pelo sistema
autônomo de equações diferenciais ordinárias não-lineares:
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onde, para os humanos, Mh é a expectativa de vida e 1

Mh
representa as taxas de

natalidade e mortalidade, Dh é o peŕıodo latente intŕınseco e 1

Dh
representa a taxa

na qual as pessoas passam da classe dos expostos para a classe dos infectados, Ph

é a duração da infecção e 1

Ph
representa a taxa de recuperação da doença. Para

os mosquitos: Mv é a expectativa de vida do mosquito e 1

Mv
representa a taxa de

mortalidade, Dv é o peŕıodo latente extŕınseco e 1

Dv
representa a taxa na qual

os mosquitos passam da classe dos expostos para a classe dos infectados, K é a
capacidade de suporte ambiental do vetor e K

Mv
representa a taxa de recrutamento

para a classe dos suscet́ıveis (maturação dos mosquitos), chv = ahvps é a taxa efetiva
de contato, humano para vetor, cvh = avhpi é a taxa efetiva de contato, vetor para
humano, onde: ahv é a probabilidade de um humano infectado transmitir o v́ırus
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para um vetor suscet́ıvel durante a picada, avh é a probabilidade de um mosquito
infectado transmitir o v́ırus para um humano suscet́ıvel durante a picada, ps é o
número de picadas por mosquito suscet́ıvel por dia e pi é o número de picadas por
mosquito infectado por dia.

A população total de humanos, Nh = Sh+Eh+Ih+Rh, é considerada constante
(pois todos os nascimentos e mortes ocorrem a taxas iguais, todos os recém-nascidos
são suscet́ıveis e consideram-se apenas mortes naturais) e, portanto, sua variação é
nula. Constata-se também que a população total de mosquitos tende rapidamente
para K (capacidade de suporte ambiental), de forma a ser posśıvel assumir que
Nv é constante e dada por K = Sv + Ev + Iv. Buscando as soluções do estado
estacionário (pontos de equiĺıbrio), igualam-se as equações do sistema (2.1) a zero.
As soluções do sistema são: ponto de equiĺıbrio livre da doença E0= (S∗

h, 0, 0, 0,
S∗

v , 0, 0), onde S∗

h = Nh e S∗

v = Nv e o ponto de equiĺıbrio endêmico E1 = (S∗

h, E∗

h,
I∗h, R∗

h, S∗

v , E∗

v , I∗v ).

Apresenta-se agora o modelo proposto por Jansen e Lloyd [4] para sistemas
“multi-patch”, ou seja, uma população é considerada como sendo composta por uma
coleção de subpopulações menores (“patches”ou śıtios) entre as quais os indiv́ıduos
migram. O arranjo dos śıtios e a junção deles é descrito por uma matriz. Considera-
se um sistema de n śıtios com k espécies interagindo. Por simplicidade, supõe-se
que todos os śıtios são ambientes idênticos, é por isso que, na ausência de migração,
a dinâmica local em cada śıtio é definida por:

x
′

j = f(xj), j = 1, . . . , n, (2.2)

onde f : R
k −→ R

k é uma função vetorial. Quando considera-se a migração entre
os śıtios, a dinâmica de população do sistema passa a ser definida por:

x
′

j = f(xj) +

n
∑

i=1

cijMxi, j = 1, . . . , n, (2.3)

onde Mk×k é uma matriz diagonal, com elementos m e é descrita como a migração
entre as espécies. C é uma matriz n × n, onde C = cij descreve a estrutura do
sistema e é o mesmo para todas as espécies. Os elementos da diagonal da matriz
C, cii = −1, representam os indiv́ıduos que deixam um determinado śıtio e os
elementos fora da diagonal da matriz C, cij ≥ 0 ∀ i 6= j, representam os indiv́ıduos
que migram do śıtio i para o śıtio j.

Conhecer a solução do sistema significa saber a configuração de cada śıtio, isto
é, a população de cada espécie em cada śıtio. Representando por j = 1, 2, . . . , n,
um ı́ndice do śıtio, então a solução tem a forma X(t) = {xj , j = 1, 2, . . . , n}. No
equiĺıbrio homogêneo, tem-se a solução dada por X = (x, . . . , x)T , isto é, f(x) = 0,
onde x é o equiĺıbrio do sistema (2.2).

Uma das hipóteses assumidas é que a migração preserva o número de indiv́ıduos.
Assim, o número de indiv́ıduos que deixam um śıtio particular tem que se igualar
à soma dos indiv́ıduos que chegam a outros śıtios.

Com isso tem-se que
∑n

j=1
cij = 0, ∀i. Desta forma, C tem um autovalor zero

associado ao autovetor à esquerda (1, . . . , 1)T . Usando essas propriedades adicionais
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de C mencionadas, segue do teorema de Gerschgorin [[2], [5]] que todos os autova-
lores não nulos de C têm parte real negativa.

Para que o equiĺıbrio homogêneo seja solução do sistema, é necessário que o
número de migrantes que deixam um śıtio combine com o número de migrantes que

chegam a este śıtio. Neste caso,
n

∑

i=1

cij = 0,∀j.

Ao considerar n grande, percebe-se que analisar a estabilidade de sistemas de
dimensão n × k não é uma tarefa fácil. Por isso o seguinte resultado simplifica
este problema, reduzindo a análise da estabilidade para n sistemas desacoplados de
dimensão k [4].

Teorema 2.1. Seja M uma matriz k × k e C uma matriz n× n com n autovetores
linearmente independentes. Seja f : R

k → R
k uma função vetorial de classe C1 e x

é uma solução de equiĺıbrio de (2.2), ou seja, f(x)=0. O sistema (2.3) linearizado
em torno do equiĺıbrio x pode ser transformado em n sistemas desacoplados da
forma:

x′ = (Df(x) + λiM)x, i = 1, 2, . . . , n, (2.4)

onde λi são os autovalores de C.

O fato de C ser uma matriz simétrica, garante que C tem n autovetores
linearmente independentes. Neste caso, os autovalores de C serão reais, mas não
necessariamente distintos.

Este modelo para sistemas “multi-patch”é associado ao modelo SEIR para a
dengue, que é composto por sete compartimentos (k=7). Ao se considerar a mi-
gração dos indiv́ıduos na rede de populações acopladas de um modelo para a dengue,
é importante salientar que esta é considerada apenas para os humanos pertencentes
as classes dos suscet́ıveis, expostos e recuperados, pois quando os indiv́ıduos per-
tencem a classe dos infectados, eles devem permanecer em repouso, por esta razão
não migram. Os mosquitos adultos (considerados no modelo) também não migram,
pois voam pouco durante seu tempo de vida. O fluxo entre os compartimentos é
agora descrito por (2.3), onde:

f(xj) =
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, j = 1 . . . n, (2.5)

onde xj = (Shj
, Ehj

, Ihj
, Rhj

, Svj
, Evj

, Ivj
) ∀j = 1, 2, . . . , n e

M = diag(m,m, 0,m, 0, 0, 0), (2.6)
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onde m é a taxa de migração e
1

m
representa o tempo de permanência em cada

śıtio.

Cálculo do número de reprodutibilidade basal para a dengue para

a rede de populações acopladas.

O número reprodutivo básico da doença, R0, é essencialmente o número médio
de infecções secundárias que um indiv́ıduo infectado é capaz de produzir quando é
introduzido em uma população hospedeira onde todos os indiv́ıduos são suscet́ıveis.
Quando uma infecção se estabelece, a fração inicial de suscet́ıveis começa a de-
crescer. No equiĺıbrio, cada infecção irá, em média, produzir uma infecção se-
cundária, isto é, R0=1. Em uma população parcialmente imune, o número repro-
dutivo efetivo R1 será dado por R1= R0S, onde S é a fração da população hos-
pedeira que é suscet́ıvel, conforme Anderson e May [1]. Para encontrar o número
reprodutivo básico R0 para a rede de populações acopladas, monta-se a matriz Ja-
cobiana associada ao sistema (2.4), no ponto de equiĺıbrio E0 = (S∗

h, 0, 0, 0, S∗

v , 0, 0)
(equiĺıbrio livre da doença), onde S∗

h = Nh e S∗

v = Nv e λi, i=1,...,n, corresponde
aos autovalores da matriz C:

Df(E0) =
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onde:

a11 = − 1

Mh

+ λim, a22 = − 1

Dh

− 1

Mh

+ λim, a33 = − 1

Ph

− 1

Mh

,

a44 = − 1

Mh

+ λim, a55 = − 1

Mv

, a66 = − 1

Dv

− 1

Mv

, a77 = a55.

Os autovalores obtidos da equação caracteŕıstica referente à matriz Jacobiana

(2.7) são σ1=− 1

Mv

e σ2,3=− 1

Mh

+ λim, restando um polinômio de quarto grau da

forma: P (σ) = σ4 + a1σ
3 + a2σ

2 + a3σ + a4 onde

a1 =
A + B

MhMvDhPhDv

, a2 =
C + D + E + F

M
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M
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e

A = PhMhDv(Mv + 2Dh) + DvMv(2DhPh + DhMh),

B = DhMhPhMv(1 − λimDv),

C = M
2

hNhMv(2DhDv + DhMv + PhMv) + DhNhM
2

v Mh(2Ph + Dv),

D = DhPhNhMvDv(Mv + 4Mh) + PhM
2

hNhMv(Dh + 2Dv),

E = MhNhM
2

v Dv(Ph + Mh) + DhPhM
2

hNhDv(1 − 2λimMv),

F = −DhMhλimNhM
2

v (PhMh + PhDv + MhDv),

G = DhNh(PhM
2

v + M
2

hMv + M
2

hDv) + PhM
2

hNh(Mv + Dv),

H = NhMv(2DhPhDv + PhMhMv + M
2

hMv) + 2PhMhNhMv(Dv + Dh),

I = 2MhNhDvMv(Mh + Dh) + DhMhNh(2PhDv + M
2

v ),

J = DhM
2

hλimNhMv(2Dv + Mv + Ph),

L = DhPhMhNh(MhλimDv + 2λimDvMv + λimM
2

v ),

M = NhDhM
2

hPhDvM
2

v .

Para verificar se o equiĺıbrio E0 é estável, testar-se-ão as condições do critério
de Routh-Hurwitz, que são:

1. a1 > 0; a3 > 0; a4 > 0;

2. a1a2a3 > a2

3
+ a2

1
a4.

Utilizando o pacote de lógica do software Maple 5 e lembrando que todos os
parâmetros envolvidos no modelo são positivos (ou seja: Mh > 0, Mv > 0, Dh > 0,
Dv > 0, Ph > 0, cvh > 0, chv > 0, Nh > 0, Nv > 0 e m > 0) e λi ≤ 0, todas
as condições necessárias e suficientes para o equiĺıbrio ser estável são satisfeitas,
com exceção da condição onde a4 > 0. Portanto, E0 instável implica a4 < 0. Da
expressão a4 < 0, após algumas simplificações:

Nv

Nh

cvhchv

Mh

(Mh − λimDhMh + Dh)

Mh

(Mh + Ph)

M2

v

(Mv + Dv)
Ph > 1. (2.8)

Entretanto, como se supõe que C é uma matriz simétrica, então −2 ≤ λi ≤ 0,
λi real, a desigualdade (2.9) se cumpre ∀i ⇐⇒ (2.9) se cumpre para o maior λi

(λmax), i = 1, . . . , n. Portanto:
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v
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Como o λmax = λ1 = 0, tem-se a seguinte expressão para R0:

R0 =
Nv

Nh

cvhchv

Mh

(Mh + Dh)

Mh

(Mh + Ph)

M2

v

(Mv + Dv)
Ph.

Com isso, nota-se que a migração não influencia no valor do R0.
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3. Resultados numéricos

Neste trabalho AS simulações foram feitas considerando a população dividida em
redes com 2, 3, 5 e 7 śıtios, porém apresentar-se-ão alguns resultados referentes a
rede de populações dividida em 5 śıtios. Dois diagramas foram considerados para
representar o caminho percorrido de um śıtio para outro.

Figura 1: População dividida em 5 śıtios.

A seguinte matriz C, simétrica, descreve a estrutura do sistema para o primeiro
diagrama (caso 1):

C =
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cujos autovalores são: λ1 = 0, λ2 = − 1

4
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e λ4,5 = − 7
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A matriz C para o segundo diagrama (caso 2) é:

C =
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cujos autovalores são: λ1 = 0, λ2,3 = −5

4
+

1

4

√
5 e λ4,5 = −5

4
− 1

4

√
5.

Os valores de m escolhidos, após algumas simulações realizadas, estão especi-
ficados em cada figura. Os valores iniciais atribúıdos às variáveis de estado para
o modelo (SEIR) de transmissão da dengue, onde a população foi dividida em 5
śıtios, são: Sh1

=Sh2
=Sh3

=Sh4
=Sh5

=2000, Ehj
=Ihj

=Rhj
=0, para j = 1, . . . , 5,

Sv1
=2074, Sv2

=Sv3
=Sv4

=Sv5
=2075, Evj

=0 para j = 1, . . . , 5, Iv1
=1, Iv2

= Iv3
=

Iv4
= Iv5

= 0. Os valores dos parâmetros do sistema usados nas simulações são:
ahv=0,75; avh=0,75; bs=0,5; bi=1,0; chv=0,375; cvh=0,75; K=20000; Mh=25000
dias; Mv=4 dias; Dh=5 dias; Dv=10 dias e Ph=3 dias e foram extráıdos de Dye
[3], Newton e Reiter [6] e Sheppard et al. [7]. Nas Figuras, p1, p2, p3, p4, p5 e pt

representam as populações no śıtio 1, 2, 3, 4, 5, e população total, respectivamente.
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Figura 2: Curva de epidemia da dengue para a metapopulação dividida em 5 śıtios
(caso1) onde (a) m = 0,01; (b) m = 0,005; (c) m = 0,002; (d) m = 0,001;
(e) m = 0,0005 e (f) m = 0,0001.



Modelo Epidemiológico SEIR de Transmissão da Dengue 63

Figura 3: Curva de epidemia da dengue para a metapopulação dividida em 5 śıtios
(caso2) onde (a) m = 0,01; (b) m = 0,005; (c) m = 0,002; (d) m = 0,001;
(e) m = 0,0005 e (f) m = 0,0001.
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O método numérico utilizado foi o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
O sistema foi implementado em linguagem Fortran 90. As Figuras 2 e 3 fornecem
a curva de uma epidemia de dengue para uma rede de cinco populações acopladas,
que foram obtidas analisando o intervalo [0, 400] dias e com passo h = 0,5. Das
Figuras 2 e 3 nota-se que quanto maior o tempo de permanência em cada śıtio,
ou seja, quanto menor o valor de m, o número total de casos de dengue sofre um
pequeno acréscimo. Percebe-se também que quando se tem uma taxa de migração
pequena, a população total apresenta mais de um pico de epidemia. Na Figura
2, a população total foi dividida em 5 śıtios de modo que apenas o śıtio 1 tivesse
mosquitos infectados e este tem contato com todos os outros śıtios. Na Figura 2(d),
(e) e (f) vê-se com clareza os dois picos da epidemia. Na Figura 3, a população total
foi dividida em 5 śıtios de modo que apenas o śıtio 1 tivesse mosquitos infectados e
este tem contato apenas com o śıtio 2 e 5, os quais, por sua vez, têm contato com
os śıtios 3 e 4, isto faz com que a epidemia demore para acontecer nos śıtios 3 e 4.
Neste caso, na Figura 3(d), (e) e (f) vê-se com clareza três picos da epidemia.

Abstract. This work illustrates the theorical fundaments used in a deterministic
model simulation (SEIR) of the dengue transmission proposed by Newton and Rei-
ter [6] associated to the model proposed by Jansen and Lloyd [4] to multi-patch
systems in order to investigate the migration effect in coupled map lattices.
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