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Resumo. Neste trabalho, a resposta impulso é utilizada como ferramenta bésica no
estudo direto de sistemas discretos LTI de ordem arbitraria. Esta abordagem leva
ao desenvolvimento de uma conveniente plataforma para a obtengdo de respostas
dinamicas discretas. Em particular, as respostas for¢adas s@o decompostas na soma
de uma resposta permanente e de uma resposta livre induzida pelos valores iniciais
da resposta permanente. Nas simulagoes foram considerados vérios esquemas de
integragao numérica, em particular, no modelo de suspensao de um carro, utilizou-
se o esquema evolutivo de segunda ordem de Numerov.

1. Introducao

Foi realizado, neste trabalho, um estudo direto de sistemas discretos LTI de ordem
arbitrdria através do uso da resposta impulso a qual gera uma base dinamica. A
teoria descrita sob este enfoque é desenvolvida de maneira geral e direta para sis-
temas de n-ésima ordem, a partir da base dinamica gerada pela resposta impulso
na forma padrao e normalizada. A diferenga do que é encontrado usualmente na
literatura de andlise numérica, controle, vibragoes, sinais e sistemas é que nao
existe necessidade da utilizagao da formulacao de estado, através da qual reduz-
se um sistema de ordem superior a um sistema de primeira ordem. Embora esta
reducao nao seja unica ela permite, algumas vezes, contornar situagoes especificas,
mas no entanto, algumas propriedades relativas aos sistemas originais como sime-
tria, banda da matriz ou positividade, sao normalmente perdidas. Nas simulagoes
numéricas de equagoes evolutivas sao usados esquemas em diferencas decorrentes de
discretizacoes temporais de sistemas matriciais concentrados ou de sistemas com
parametros  distribuidos. Além disso, as respostas dinamicas sao calculadas
através de um algoritmo de decomposi¢ao com respostas livres descritas com o uso
da base dinamica e das respostas particulares do tipo resposta em freqiiéncia.
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2. Tratamento Direto de Sistemas de Equacoes em
Diferencas Lineares de Ordem Superior

Considere-se sistemas discretos da forma
m
> Aiyeri = fie (2.1)
=0

onde os coeficientes A; sdo matrizes escalares de ordem n x n; com A, nao singular;
y; = y(j) e f; = f(j) s@o vetores saida e entrada de ordem n, respectivamente. De
acordo com resultados obtidos para ordem arbitraria de equagoes em diferencas
lineares com coeficientes matriciais, conforme [2] e [5], entre outros; tem-se que o
estudo do sistema (2.1) depende da solugéo hj do problema de valor inicial

{ Aphigm + Ap—1higm—1 + ...+ Arhgp + Aohy =0

ho = 0,71 = Oy Ay = 0, Amhm_y = I : (22)

denominada solucao fundamental ou dinamica discreta. Aqui, I denota a matriz
identidade de ordem n. Quando assumido que hy = 0 para k < 0, a solugao funda-
mental hy é chamada resposta a um impulso discreto. Aplicando-se a transformada-
Z ou a técnica de séries de poténcias, decorre que a solugdo dinamica também
satisfaz

hitmAm + hogm—1Am—1+ ...+ hpp1 A1 + hyy Ao =0,

ou seja, hy é uma solugao a esquerda e a direita. Por unicidade, verifica-se que sendo
os coeficientes Ay simétricos entao a solucao hy também é uma matriz simétrica. A
solucdo do problema inicial (2.1) com condigGes iniciais y; = y? para j=0:m—1
é dada por

m—1 k—1
Uk = Y higti+ Y hi1jfs,
=0 =0

onde
Amf Amf Am73 AO
Am—2 Am—3z Am— 0
(heo - hem1)=(he - hepm1) : : .o
Aq Ao 0 -0
Ao 0 0 -0
(2.3)
A solugdo dindmica hjy do problema de valor inicial (2.2) gera as bases
[hk,0s Bty -, Pem—1] € [Pk, Bk+1, -+ -, Bk+m—1], uma vez que o correspondente ca-

soratiano (wrosnskiano discreto) é nao singular. A solugao de (2.1) com valores
iniciais nulos, normalmente chamada resposta forcada do sistema, é determinada
pela convolucao discreta

k—1
Yk = th_l_jfj. (2.4)
7=0
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3. Técnicas Basicas de Resolugao

A resposta dindmica ou total de um sistema discreto LTI representado por (2.1) com
condicoes iniciais 4o, y1, -+, Ym—_1 € usualmente calculada de maneira simbdlica ou
iterativa. No célculo simbdlico, a distingao fundamental entre uma ou outra técnica
é o uso ou nao de autovetores (modos). Essas técnicas podem ser agrupadas em
dois grandes métodos:

e Espectral ou Modal e Nao-espectral ou Nao-modal

Na literatura usa-se freqlientemente a formulacao das variaveis de estado que trans-
forma o sistema original em um sistema de primeira ordem no tempo. Apds a sua
resolugao, retorna-se as variaveis iniciais do problema. Com a formulagao direta,
introduzida na segao 2. esta metodologia é desnecesséria.

3.1. Método Espectral

O método espectral para resolugao de sistemas discretos descritos pela equagao (2.1)
é aplicado quando o problema associado de autovalor, denotado por

ZAj)\j v=0, para v#0,

=0
gera a partir de seus mn autovalores (A1, Aa, - -+, A\pup) € dos autovetores correspon-
dentes (v1, v2, -+, Umyp) uma matriz V' de ordem mn, dada por
vy v2 “ Ump Vo
A1v1 A2 o AnUmn VoD
V= . . . = )
NP NPTy e ATy VD1

com colunas linearmente independentes. Nesta expressao D é uma matriz diagonal
de ordem mn, denominada matriz espectral, cujos elementos da diagonal correspon-
dem aos autovalores do problema e, V,, é a matriz cujas colunas sao os autovetores
associados. Isto é vélido se o sistema possui todos os autovalores distintos.

A técnica de superposicao linear é usualmente utilizada quando tém-se uma
entrada simples do tipo exponencial, trigonométrica ou polinomial, entre outras. O
célculo da resposta do sistema (2.1), através do método de variagdo de parametros
aplica-se para entradas quaisquer, sendo que este consiste em, dada a base espectral
Pkl = )\1%1» Dk = )\ka2, oy Qkymn = )\mnkvmnv procura-se

mn

E : k
Y = Cj’k)\j ’Uj.

7=0

Os valores yp4p para p = 1:m — 1 sdo expressos por

mn mn

_ k+p k+p
Uktp = O (Cins1 — )N P04 ¢ M P,
=1 =0
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com condigoes de Lagrange da forma

mn

Z(ijk“ —¢j )N\ TPu; =0, para p=1:m — 1. (3.1)
j=1

Substituindo-se as expressoes yr4p para p = 1:m —1 no sistema (2.1), decorre que

mn

Am Z(Cj7k+1 - Cjﬁk)A;?er’Uj = fk (32)
j=1

Deste modo, o sistema linear formado pelas m equagoes (3.1) e (3.2) pode ser escrito
na forma matricial compacta

VDFIAC, = Fi, (3.3)
onde denotam-se
Vo >\1k O e O ACl,k
VoD 0 X - 0 Acws
V = . ) Dk = . . . , ACr = ) 7
VDMt 0 0 e A Acomr
0
Acjk = Cjg+1 —Cjk € Fr = 0
AL fr
Escrevendo-se,
Cl,k+1 €1k
C2,k+1 Cok
Cht1 = . € Ck = : ’
Cmn,k+1 Cmn,k

a expressao (3.3) equivale a equagao em diferengas de primeira ordem

—1
Ck+1 =Ck + (VDk+1) F,
com solucao da forma
k
Cr = Co + Z (VDj)il fj.
j=1

O vetor ¢g é obtido resolvendo o sistema inicial Vicg = [yo y1 -+ Ym—1]7. Final-
mente, a resposta total do sistema pode ser obtida a partir da expressao

k
e = VoDFeo+ > Vo DM 1 IVILE k> 1

=1

Certamente, o método de variagao de pardametros pode ser implementado usando-se
uma base qualquer. Para maiores detalhes e outras técnicas, veja-se [7].
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3.2. Uma Férmula Nao-Espectral

A resposta impulso discreta que corresponde a solucdo do problema de valor inicial
(2.2) pode ser calculada através da férmula desenvolvida por Claeyssen, veja-se em
[2] e [3], sendo expressa por

mn j—1

hi, = Zzbidlwkjfiflhmnfja (3.4)

j=1i=0

onde os parametros b; sao os coeficientes do polinémio caracteristico associado ao
sistema, sendo denotado por

P(z) = det ZAjzj = Z bz".
§=0 k=0

Em (3.4) a funcdo discreta dj, = d®)(0) corresponde a solucdo da equacio em
diferengas escalar

bmndk+mn + bmnflkormnfl +---+ blkorl + bOdO = 0;

com valores iniciais dg =0, d1 =0,--, dmn—2 =0, bpndmn_1 = 1. Aplicando-se
a transformada Z em (3.4) obtém-se a matriz de transferéncia, cuja expressao é

-1

m mn j—1
H(z)== ZAjzj = %, onde Q(z) = ZZ biz? ™ ;.
=0 j=1i=0

4. Decomposicao da Resposta Forcada para Sis-
temas Discretos

A resposta for¢ada de um sistema discreto corresponde a solugao do sistema ma-
tricial dado por (2.1) com condigdes iniciais nulas denotadas por yy = 0,
y1 = 0, -+, ym_1 = 0; sendo obtida através da convolucao discreta expressa
m (2.4). A resposta pode entdo ser decomposta na forma

Yk = Yhk + Yp,ks (4.5)

onde yp, 1 € a solugao permanente e yp , uma resposta livre. As respostas livres sao
introduzidas pelas respostas permanentes como uma retroalimentagao no sistema.
Elas podem ser caracterizadas com o uso da base dinamica gerada pela resposta
impulso discreta, hy e de suas translacoes. De acordo com a teoria desenvolvida
para sistemas concentrados, veja-se [8], a decomposigdo para a resposta forgada
discreta é dada por

m—1
Yk = Yk = D hikYptis
j=0
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onde
m—j—1

hjk = Z hit+iAjy14i, para j=0:m —1,
i=0

sendo hj, a resposta impulso discreta. Esta decomposicao torna-se pratica quando
a resposta permanente é facilmente obtida.

4.1. Modelos Discretos Associados a Esquemas de Integracao
Numérica

A integracdo numérica de sistemas de equacoes diferenciais é realizada através de
esquemas em diferengas que correspondem a sistemas discretos, para maiores
detalhes veja-se em [10] e [11], entre outros. Estes esquemas sdo sempre testados
com sistemas lineares conhecidos. Com objetivo de ilustrar a decomposicao para
sistemas discretos serao feitas simulagdes numéricas para analise do comportamento
dindmico de um modelo da metade de um carro, ilustrado na Fig. 1, conforme
Brogan [1].

Figura 1: Modelo da suspensao da metade de um carro

O modelo é descrito pelo sistema de segunda ordem

d?y
Azw(t) + Aoy(t) = Boul(t),
onde
mi 0 0 0 0 ksl 0
0 me 0 0 0 0 ks3
A2 = 0 0 ms3 0 0 , BO = 0 0 (§]
0 0 o J 0 0 0
0 0 0 0 my 0 0
ks1 + ks2 0 —ks2 ksaly 0
0 ks3 + ksq —ksa —ksala 0
AO = *kSQ *k'szl st + ks4 + k's5 ks412 - ks2ll + ks5(Al) 7k-‘>‘5 )
ksaly —ksalo ksalo — ksalh + ks5(Al)  ks2l? + ksal2 — ko5 (A2 —ks5(Al)

0 0 —ks5 —ks5(Al) kss
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onde Al = Iy — I;. Os valores dos parametros utilizados nas simulagbes sao apre-
sentados na Tab. 1. Supondo-se que a entrada no sistema se d4 apenas na posigao
dos pneus de acordo com as irregulariedades da estrada, considere-se para efeitos
de ilustracdo 2, entradas do tipo oscilatérias nas duas rodas, dadas por

0, 0<t<025
0.075 — 0.075 cos(8t), 0.25 <t < 0.5
0, t>05

Uy = U5 =

e com amplitude maxima de 15¢m e condigoes iniciais nulas. Como a componente de
amortecimento para os parametros utilizados nao tem efeito significativo a mesma
foi desprezada. O esquema utilizado para integracao numeérica nas simulagoes foi o
de Numerov [11] para sistemas lineares néo-dissipativos de segunda ordem do tipo
i(t) = f(t,y), denotado por

At)?
Ykt2 — 2Uk+1 + Yk = %(f(tmz,ykw) +10f (tg+1, 9k + 1) + f(te, yr))-

A entrada no sistema € ilustrada na Tab. 2, a resposta forcada do sistema utilizando-
se o esquema de integracao numeérica encontra-se na Tab. 3 e os resultados das

simulagoes numéricas da decomposicao discreta para o modelo estdao na Tab. 4.

mi ma ms my
85K g 153Ky 1876Kg 240K g
ks1 ks2 ks3 ksa
240000 N/m 15730 N/m 240000 N/m 12480 N/m
J Kss L l2
2337Kgm2 15N/m 1.718 m 0.945 m

Tabela 1: Valores dos parametros usados para o modelo da metade do veiculo

5. Conclusoes

Foi utilizada uma abordagem direta para sistemas discretos de ordem superior
através do uso da resposta discreta a impulso. Nao foi necessério o uso da formulagao
de espago de estado para sistemas desse tipo, comumente usada na
literatura. Desenvolveu-se a decomposi¢ao de respostas forgadas de sistemas
discretos com o uso da base dinamica. Foram realizadas varias simulagoes numéricas
com diferentes esquemas de integragao numérica. O modelo aqui apresentado foi
o da suspensao de veiculos, neste caso, o uso do esquema de Numerov produziu
resultados satisfatorios. Devido ao acoplamento, tem-se respostas nao nulas para
entradas nulas em algumas componentes do sistema.

3Na realidade, as irregulariedades das estradas correspondem & entradas aleatérias no sistema,
isto é, nao deterministicas.
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Abstract. In this work the impulse response is used as a basic tool for a direct
study of discrete systems LTI of arbitrary order. This approach leads to the de-
velopment of a convenient platform for obtaining discrete dynamical responses. In
particular, forced responses are decomposed in the sum of a permanent response
and a free response induced by the initial values of the permanent solution. Nu-
merical simulations were performed with several numerical integration schemes, in
particular, with a suspension car model through the second order evolution scheme
of Numerov.
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