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Resumo. O problema do controle 6timo de pragas com base no modelo presa-
predador generalizado foi considerado neste trabalho. A linearizagdo do modelo
considerado permitiu reduzir o problema formulado ao problema de sintese de con-
trole para sistemas lineares com o funcional quadratico. Foram encontradas as
férmulas que relacionam os parametros do processo de transigdo do sistema com
os coeficientes de peso do funcional. A aplicagdo dos algoritmos propostos para
os modelos de Lotka-Volterra com competicao entre presas e presa-predador do
tipo Holling mostrou a eficiéncia das estratégias do controle que estabeleceram os
sistemas no nivel desejado abaixo de danos econémicos.

1. Introducao

Segundo De Bach [2], o controle é a agdo de parasitos, predadores e patégenos
que mantém a densidade populacional de outros organismos em uma média mais
baixa do que ocorreria em sua auséncia.

A idéia principal do controle biolégico é manter a populacao de pragas abaixo
de nivel de danos econémicos. Isto pode ser realizado através de liberagao de para-
sitdides ou predadores. Existem trés formas de liberacao de inimigos naturais:
inoculativo, inundativo e inoculativo estacional (ou sazonal), que sdo dependentes
do sistema visado (alvo). Liberagoes inoculativas sdo realizadas com um pequeno
numero de insetos durante um longo periodo. Liberagoes inundativas de parasitéides
ou predadores tem como objetivo a redugao rapida da populacao da praga para seu
nivel de equilibrio. A liberagao inoculativa estacional é uma mistura do método
inundativo e inoculativo, pois é liberada uma grande quantidade de insetos para se
obter um controle imediato e espera-se o crescimento das populagoes para controle
das geracoes tardias. Neste caso, é muito importante definir a lei do controle, ou
seja, determinar o nimero de inimigos naturais liberados em cada momento do
tempo.

No trabalho [4] foi formulado e resolvido o problema do controle étimo de pra-
gas através da introducao de inimigos naturais para o modelo Lotka-Volterra com
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competicao entre presas. A funcgao de controle étimo neste caso foi encontrada na
forma néo-linear. A tentativa de resolver um problema semelhante para o modelo
presa-predador do tipo Holling mostrou que nem sempre existe esta possibilidade
[7].

No trabalho atual é formulado e resolvido o problema do controle 6timo de
pragas para modelo generalizado do tipo presa-predador. Isto foi possivel devido a
linearizagao do modelo na vizinhanca do ponto de equilibrio desejado e redugao do
problema formulado ao problema de sintese de controle para sistemas lineares com
o funcional quadrético.

2. Formulacao do Problema do Controle Otimo de
Pragas

De forma geral, as interacoes entre pragas e seus inimigos naturais numa lavoura
podem ser representadas por um modelo do tipo presa-predador:

9 — 2f(x,y),

dy

2.1
at =yg(z,y), 21

onde z (t) representa a densidade de pressas e y (t) a densidade de predadores, em
um tempo ¢ > 0. O sistema (2.1) sem controle é do tipo Kolmogorov [6]. Para
sistemas presa-predador (2.1) as funcdes f e g satisfazem as seguintes condigoes ([3])
% < 0 (para grandes valores de z), ?)_5 <0, % >0, g—z <0.

Num agro-ecossistema presa é uma praga e, geralmente, é conhecido um valor x4
de densidade de pragas que nao causa danos econdémicos na lavoura. Por exemplo,
para um sistema lagarta da soja - inimigo natural este valor é x4 ~ 20, considerando
a quantidade de lagartas grandes por m?. Uma densidade de lagartas maior que
este valor causa danos econémicos a lavoura da soja.

Supomos que precisamos manter o sistema em um ponto de equilibrio desejado
(z*,y*) através da introducao de inimigos naturais. Podemos considerar z* = x4 e
neste caso o valor y* pode ser encontrado da primeira equagao do sistema (2.1):

fla* y*)=0. (2.2)

O sistema com controle neste caso tem a seguinte forma:

l(ii—f - xf(:ﬂ,y),

dy

(2.3)
F=yg(x,y) +u* +u,

onde
u* = —y*g(a*, y*). (2.4)
O motivo da escolha do controle desejado u* em forma de (2.4) é justificado
pela seguinte razao: se tivéssemos as condigoes iniciais g = x*, yg = y*, ou seja,
o sistema estivesse no estado de equilibrio desejado, entao o controle u* poderia
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manter o sistema controlado (2.3) no ponto (x*,y*), e o controle u neste caso seria
u = 0. Para as condigoes iniciais diferentes de valores z* e y* é necesséario aplicar o
controle u.

O problema do controle 6timo de pragas pode ser formulado da seguinte forma.
Encontrar a funcao de controle u que transfere o sistema (2.3) do estado inicial:

z(0) = zo,
(0) = zo 25)
y(O) = Yo,
ao estado final:
x(o0) = xq = ¥,
(o) ! (2.6)
y(oo) =y
e minimiza o funcional
Ju] = fooo(zTQz—|—u2)dy7 (2.7)
onde z = ( x—x* >, Q = < qu 0 >, sendo () uma matriz semi definida
y—y 0 qi2

positiva.

A minimizagao do funcional (2.7) implica a minimizagdo do desvio do sistema
(2.3) do estado desejado e a minimizagéo de gastos de inimigos naturais na aplicagao
de controle. Consideraremos o problema (2.3)-(2.6), supondo que as condigdes
iniciais estdo préximas do ponto de equilibrio (z*,y*). Em um sistema real isto
pode acontecer apos aplicacao de inseticida bioldgico ou quimico. A proximidade
de condigdes iniciais do ponto de equilibrio permite linearizar o sistema (2.3) da
seguinte forma:

T = l‘*f(l’*,y*) + f(x*,y*)(m - x*) + x*f:;(‘r*7y*>(m - .’E*)
+z* fy (@, y*)(y — y*),

v =yg(x*y") + 9@,y )y — ") + ¥ g, (=", y")(y — y*)
+y* g, (@, v )y — y*) +u+u,
Admitindo (2.2) e (2.4), reescrevemos (2.8) como:
z = Az + Bu, (2.9)
onde
(2)-()m=(V)
z= = . |, B= e
Z2 y—vy 1

(2.10)

( a* fr(z*, y*) a* fo(z*,y") >
vz y*) gl y*) +yrg,(z*, y")

Entao podemos reduzir o problema do controle acima formulado (2.3)-(2.6) a
um problema bem conhecido do controle 6timo do sistema linear (2.9), minimizando

o funcional quadrético (2.7).
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A fungao de controle 6timo para este problema pode ser encontrada através da
seguinte férmula [1]:
u=—Kr=-BTSx. (2.11)

Para os valores dados ¢q11 e ga2 a matriz S pode ser encontrada da seguinte
equagao de Riccati [1]:

—SA—-ATS +SBBTS = Q. (2.12)

Esta equacao matricial é equivalente ao seguinte sistema de equagoes do tipo de
Riccati:
—511Q11 — 12021 — A11511 — Q21521 + 512521 = 11
—821a11 — S22021 — 12511 — Q22821 + S22821 = 0

(2.13)
—511012 — $12G22 — A11512 — 421522 + S12522 = 0

—821Q12 — S22G22 — Q12512 — A22522 + 522522 = (22

E importante observar que se definirmos diferentes valores para a matriz de co-
eficientes de peso @, teremos diferentes trajetérias, o que implica que a variagao de
valores das componentes da matriz ) influenciard na qualidade do processo tran-
sitério. Conforme [5] sugere-se a utilizacdo de @ = I, onde I é matriz identidade,
o que satisfaz que @) seja definida positiva, condigao necessaria e suficiente para a
estabilidade assintética. Considerando outros valores para as componentes de
desde que @ seja definida positiva obtemos diferentes valores para o indice de de-
sempenho (2.7) e diferentes trajetdrias representativas. A andlise da influéncia dos
coeficientes de peso do indice de desempenho J ao processo de transigao num caso
geral é um problema complicado.

No nosso caso particular do sistema de segunda ordem existe a possibilidade
de encontrar as relagoes entre os valores de coeficiente de peso e parametros do
processo transitoério.

Para encontra-las reescrevemos os sistema (2.9) na forma de uma equagéo dife-
rencial da segunda ordem:

Z 4+ &(—a11 — ag + s22) + £(—a12a21 + a12521 + 11022 — a11522) = 0. (2.14)

Designando
T = oo oo (215)
e
& =T (—a11 —axn + s2), (2.16)
temos
T?% 4+ 26Td +x = 0. (2.17)

As raizes da equacao caracteristica correspondente sao:

—EEye-l \452*1 , (2.18)

Y1,72 =
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Dependendo do sinal de £? — 1 a solucdo de x tem uma das seguintes formas:

2 -1>0=z=Cremt 4 Cre™!, (2.19)
E-1=0=z=(Ci+Co)e T, (2.20)
E2-1<0=z= e_%t(Cl cos ut + Cysin pt), (2.21)

onde p = Y 1T_52.

Como & e T sdo sempre positivos, 2 — 1 é sempre menor que £2. Entdo, os
valores de 71,y s80 sempre negativos. Se £2 — 1 < 0 entdo os valores de r; e 75 sd0
complexos e a solugao tende a zero quando t — oo, isso ocorre independente dos
valores das constantes arbitrarias Cy e C, o que indica independéncia das condigoes
iniciais.

A escolha de valores T' e £ significa a escolha do processo transitério. Para o
controle ecolégico é melhor que seu processo transitorio tenha pequenas oscilagoes
ou sem oscilagoes, mas por outro lado seja aquele que leva mais rapido ao equilibrio
desejado. Para encontrar a relagao entre s11, S21, S22 € T’ temos que encontrar Sij
das equagoes (2.15), (2.16) e da terceira equagao do sistema (2.13)

2
S22 = Tg + a1 + age, (2.22)
14+a?,T?+2a11£T+az1a12T?
521 = ; (2.23)
S11 = 81211224*1111512+1121322*5123227 (224)

a2
sendo S12 = S21.

Temos que escolher os valores T e ¢ tais que S e () sejam matrizes definidas
positivas. O procedimento de escolha de valores T e £ é considerado para dois
modelos do tipo presa-predador.

3. Controle Otimo de Pragas com base no Modelo
Lotka-Volterra com competicao

Para este modelo temos:

f(z,y) =a—~yz —ay,
g(z,y) = —b+ SBux. (3.1)

A matriz A neste caso tem a seguinte forma:

* *
A= 7 o . 2
(o e (5:2)
Para realizar as simulagoes computacionais foi considerado o sistema lagarta
da soja - inimigos naturais [4]. Os valores dos coeficientes e pardmetros para este
sistema estao na Tabela 1.

As variagoes de populagoes de pragas e predadores do sistema sem controle,
descritas pelo sistema (2.1) com fungdes f e g de (3.1), estdo na Figura 1.
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Tabela 1: Valores dos coeficientes e parametros para o modelo Holling II.

To | Yo a b « y 8 x*
25| 5 |0,16 | 0,19 | 0,02 | 0,001 | 0,0029 | 19

2
™
S

densidade {m=)

awl — presa
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Figura 1: Variacoes de populagoes de pragas e predadores do sistema sem controle.

Os graficos da Figura 1 mostram que apesar de que o sistema sem controle
estabiliza-se no ponto de equilibrio (65,5;4,7), o nivel de equilibrio de pragas
r* = 65,5 é muito maior que o nivel de danos econdémicos x4 = 20 e é necessario

aplicar o controle.
Escolhendo como desejado um valor z* = 19 < x4 = 20, de (3.1) encontramos o

valor de y*, que é encontrado como y* = “—I*-, ou seja, y* = 7,05, para os dados
da Tabela 1.

Entao, para este caso temos:
-0,019 -0,38 (0
A_< 0,0145 —0,1349)’ B_<1)

Para escolher o valor de T foram analisados os gréficos ¢11(T) e ga2(T') que estao
na Figura 2.
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Figura 2: Dependéncia dos coeficientes g1 e ga2 de T e &.
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Nas Figura 2 estdo os graficos ¢11(T") e q22(T) para £ = 0,7 e £ = 0,72. Para
a escolha de T e & foram considerados os seguintes critérios: ¢11 > 0 e gag > 0
para que a matriz de peso @ seja definida positiva; valores que levem o sistema
rapidamente ao ponto de equilibrio desejado evitando oscilagbes que possam levar o
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sistema a valores negativos. Utilizando £ = 0,72 e T = 1, 165 estamos satisfazendo
a estes critérios.
Para os valores £ = 0,72 e T' = 1,165 as matrizes @) e S sao:

Q= 3,7589 0 g = 6,1031 —1,8636
o 0 0,0469 )~ —\ —1,8636 1,0831 ’
A funcao de controle que caracteriza a introducao de predadores no sistema é:

uw=1,8636z — 1,08312, (3.3)

Integrando o sistema (2.9) com controle (3.3) encontramos as variagoes de pop-
ulacbes de pragas z; e inimigos naturais zo em relagdo aos valores z* e y*. As
variagoes absolutas nas populagoes de pragas e seus predadores no sistema contro-
lado podem ser calculados da seguinte forma:

r=a"4+ 21 =19+ 21,
y=y*+ 20 =7,05+ 22.
Os gréficos de x e y do sistema controlado estao na Figura 3.
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Figura 3: Variacoes de populacao de pragas e predadores do sistema controlado
utilizando a fungao de controle (3.3).

4. Controle Otimo de Pragas com base no Modelo
Modelo Holling 11

Para este modelo temos:

ax b
flay) =a— % - ot
9(z,y) = Biay — -

A matriz A neste caso tem a seguinte forma:

—a by* * —b K
A= ( F * i) () ) (4.2)

Dﬁ * T
(T V" Dra 7
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Tabela 2: Valores dos coeficientes e parametros para o modelo Holling II.

a b a o B | K| D|x"| x| %
0,16 | 0,432 | 0,02 | 0,05 | 0,04 | 80 | 70 | 19 | 25 | 5

Para realizar as simulagoes computacionais foram considerados os valores dos
coeficientes ¢ pardmetros para o modelo Holling IT apresentados no trabalho [7].
Estes valores estao na Tabela 2.

As variagoes de populacoes de pragas e predadores do sistema sem controle,
descritas pelo sistema (2.1) com fungdes f e g de (4.1), estdo na Figura 4.
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Figura 4: Variagoes de populagoes de pragas e predadores do sistema sem controle.

Os graficos da Figura 4 mostram que, apesar de o sistema sem controle estabilizar-
se no ponto de equilibrio (10,25;25,91), com o nivel de pragas abaixo de danos
econdmicos, é necessario a aplicagdo de controle pois durante mais de 25 dias o
nivel de pragas esta muito acima do nivel considerado como de dano econdémico,
tempo suficiente para prejudicar a lavoura. Escolhendo como desejado um valor
do nivel de controle z* = 19 < x4 = 20, de (4.1)encontramos o valor de y*, com

*

y* = 31— %)(D +z¥), ou seja, y* = 25,134 para os dados da Tabela 2.

Entao neste caso teremos:
—0,012 —0,0922 (0
A_< 0,0718 0,0482>’ B_(1>'

Para escolher o valor de ¢ e T foram analisados os graficos q11(T) e g22(T) que
estao na Figura 5.

— £=0.7
*E=0707

$§ § 2 § 3

an

. ¥

T T
Figura 5: Dependéncia dos coeficientes q11 € goo de T e &.
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Na Figura 5 estao os graficos q11(T") e goo(T) para € = 0,7 e £ = 0,707, ana-
lisando as curvas dos graficos é possivel determinar quais valores de T e £ podem
ser utilizados. Para a escolha de T e £ foram considerados os seguintes critérios:
q11 > 0 e ga2 > 0 para que a matriz de peso @ seja definida positiva; valores que
levem o sistema rapidamente ao ponto de equilibrio desejado evitando oscilagoes
que possam levar o sistema a valores negativos. Utilizando £ = 0,707 e T = 1,83
estamos satisfazendo a estes critérios.

Para os valores £ = 0,707 e T' = 1,83 as matrizes Q) e S sdo:

Q= 10,5 0 g— 26,3 —3,0679
o 0 0,0106 )’ —\ —3,0679 0,7125 '
A fungao de controle que caracteriza a introdugao de predadores no sistema é:

u=3,0679(z — 19) — 0, 71251 (y — 25,134). (4.3)

Integrando o sistema (2.9) com controle (4.3) encontramos as variagoes de pop-
ulacbes de pragas z; e inimigos naturais zo em relacdo aos valores z* e y*. As
variagoes absolutas nas populagoes de pragas e seus predadores no sistema contro-
lado podem ser calculados da seguinte forma:

r=x*+21 =19+ z1,
Yy=9y"+ 20 = 25,134 4 25.

Os gréficos de z e y do sistema controlado estao na Figura 6 .
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Figura 6: Variacoes de populacoes de pragas e predadores do sistema controlado
utilizando a funcao de controle (4.3).

5. Conclusoes

O problema do controle 6timo de pragas com base no modelo presa-predador gene-
ralizado foi considerado neste trabalho. A linearizagdo do modelo considerado na
vizinhanga do ponto de equilibrio desejado permitiu reduzir o problema formu-
lado ao problema se sintese de controle para sistemas lineares com o funcional
quadratico. Foi proposta uma metodologia de escolha dos coeficientes de peso do
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funcional otimizado, e foram encontradas as férmulas que relacionam os parametros
do processo de transicao do sistema com os coeficientes de peso do funcional.

A aplicacdo dos algoritmos propostos para os modelos de Lotka-Volterra com

competicao entre presas e o modelo presa-predador do tipo Holling mostrou a
eficiéncia das estratégias do controle que estabeleceram os sistemas no nivel de-
sejado abaixo de danos econémicos.

Abstract. The optimal pest control problem, based in the generalized prey-
predator model was considered in this work. The linearization of the considered
model allowed to reduce the formulated problem to the control synthesis problem for
lineal systems with the quadratic functional. The formulas that relate the parame-
ters of the system transition process with the weight coefficients of the functional,
were found. The application of the proposed algorithms for the Lotka-Volterra
model with competition among preys and the Holling prey-predador model showed
the efficiency of the control strategies that established the systems in the below
economic juri level.
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