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Resumo. No trabalho consideram-se as equagbes da cinética quimica detalhada,
que sdo as equacoes diferenciais ordindrias, complexas e rigidas. Na sua resolucao,
ja é utilizado, hé dezenas de anos, o f-método com transformagdes em equagdes
algébricas e aplicacdo do método de Newton-Raphson. Neste trabalho, ao invés do
f-método, é proposto o método de integracdo-spline por polinémios sem corregdao
(SK) e com correcao (CK). Sao apresentados os seus esquemas de resolugao e as
simulagbes numéricas para o meio reagente “Haz + O2”. A anglise comparativa
mostra que o método de integragao-spline (na versdo CK) é pelo menos duas vezes
mais econémico do que o f-método. Mas, o esquema SK nos grandes intervalos
de integragao gera oscilagoes, resultando, entdo, um aumento do volume computa-
cional.

1. Introducao

Na modelagem dos processos de combustao um papel central pertence as equagoes
da cinética quimica detalhada que descrevem as transformagoes das substancias no
meio reagente. Como regra, estes meios sdo complexos e incluem muitas espécies
(até 100), entre as quais ocorrem centenas de reagoes. As equagOes da cinética
quimica s@o escritas com base nas leis da cinética quimica [5] e podem ser apresen-
tadas na forma exponencial [4]:

dry; , . .
d_Tz = —¢7 ZUiij+ZZUQij =fyi;  Gg=1,..,ng j=1,...,m (1.1)
J qa J

onde:

Q; = k;j(P/RoT)™ exp ( anj'yp> i p=1,..,ng v =In(r), (1.2)
P
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com v;; e n;; sendo os coeficientes estequiométricos de reacoes elementares; ns o
numero total de espécies; m. o nimero total de reacoes; k; a constante de velocidade
da j-ésima reacao; P a pressao; Ry a constante universal dos gases; 7 o tempo; r; a
fracdo molar da i-ésima espécie; T; = 1 se a particula catalitica M [4] participa na
j-ésima reagao; m; = 0 na auséncia da particula M e T" a temperatura.

A combustao pode ser realizada com o acompanhamento de diferentes fenémenos
(difusdo, evaporagao, turbuléncia, irradiacao, etc.) [5] e sempre ocorre a geragao do
calor que é descrita pela equagao de energia [4]:

FTETfTapr(Ipuqngp)rq/chgrq:(); g=1,...,ns, (1.3)
q

q

onde I, ¢ a entalpia de mistura que é constante; Hg?, CJF e 1, sao, respectivamente,
entalpia, calor especifico de referéncia e massa molecular da g-ésima espécie; Ty, €
a temperatura da referéncia. O uso dos pontos de referéncia permitem linearizar as
funcdes néo lineares H, = f(T') e Cpq = f(T) o que reduz o volume de célculo.

Assim o sistema das equagoes algébrica-diferenciais (1.1) e (1.3) com incégnitas
v; € T descrevem a combustao para I, P = constante.

2. Esquema de Integracao das Equacoes da Cinética
Quimica
E conhecido [2] que as equacdes (1.1) sio rigidas e podem ser resolvidas somente
por métodos implicitos [6]. O mais popular entre eles é o método de Gear [1] que é
semelhante ao método de Pirumov (ou #-método) [7], em relacdo a integracdo das
equagoes rigidas. De acordo com o #-método, as equagdes (1.1) sdo apresentadas

na forma de equagoes de diferengas finitas, considerando a aplicagdo do método de
Newton:

F =y = h(@fi((i) + (L= 0) fi((3i ) =0, (2.1)

onde n é o nimero de passos de integracdo; 6 é o pardmetro de aproximagao (6 =
0,4); (Vk) = 71, Y2reeerYns; 1, ¥ s80 valores de ; no inicio e no final do passo h.
As grandezas fyZ”l, T™*+! sdo incégnitas em cada passo de integracdo e sdo

determinadas pelas equagoes (com aproximagao inicial de (v, L0 Tn+10))

[gf}j Artl = —F"  2=~,T; i,k=1,...,(ns+1), (2.2)
onde Amkmﬂ é o incremento da incognita x; na m-ésima iteracgao.

Durante a integragao, o Jacobiano, uma vez calculado e passando por LU-
decomposigao, é utilizado em alguns passos (esquema “congelado”) que permite re-
duzir o volume de célculo (soma as operagoes aritméticas e légicas ocorridas durante
uma variante de cdlculo). No esquema numérico (2.2) sdo usados os indicadores de
célculo:

- ntmero de iteragoes (m,,) no n-ésimo passo;
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m+1

- diferenga maxima entre as iteragoes mazx ‘;—n ;
k3

- L. zt Tz
- alteracao maxima de x; num passo maz “—n ;
€T

- nimero de passos (I;) sem recalcular o Jacobiano.
Os pardmetros de controle do passo de integracao (e também do volume e da
precisao dos célculos) sao:
- alteracao admissivel das incégnitas para aumentar o passo (Ag);
- erro admissivel (ey) para encerrar as iteragoes num passo;
- numero méximo admissivel de iteragGes (my,);
- numero minimo admissivel (J;) do indice I; para aumentar o passo;

- nimero de iteragoes admissiveis (m,) para conservar o Jacobiano.
zmtt

O processo iterativo num passo ¢é encerrado se m,, > m, ou max ‘x—n < €N

i

O Jacobiano é recalculado no n-ésimo passo se m,, > m,. O passo de integracao é

! g
aumentadosemngmaemax‘# <enel;>Jsemar|—— < Az. O
‘ m41 ,nl+1_

n
n

> 3eny ou mazx > 3A,.

. ~ g e s ’ Az’
passo de integracao é diminuido se max | —%—
i

Em outros casos o passo de integragao é conservado.

k3

A experiéncia adquirida nas simulagdes de diversos meios reagentes [3] permitiu
estabelecer, para o #-método, os seguintes parametros de controle: A, = 0,005;
eny = 1075; my =12; Jo = 3; m, = T7.

O célculo analitico das derivadas é mais efetivo do que o cédlculo numérico pois
as iteragoes convergem com maior rapidez e o Jacobiano congelado é utilizado em
um ndmero maior de passos de integragao [3].

A seguir, estdo mostradas as derivadas parciais das equagoes (1.3) por v e T

oF;
Mk

=0F +h.(1=5)[e" > v (6F = ni) = D> > v, (2.3)
J P J

onde i, k,p=1,...nsej=1,..2m..

OF;
oT

=h(l—s)x

_ n;—m; B n;—m; B
St (Mg i) - S e (M )| 00
J ° P ©

O #-método e o método de Gear foram desenvolvidos nos anos 60, sendo atual-
mente implimentados em softwares [2, 3]. Porém, sendo adequado & resolucgao de
equagoes da cinética quimica para problemas unidimensionais, eles exigem grandes
volumes computacionais para a resolugao dos problemas bidimensional e tridimen-
sional. Por isso é essencial a busca de outros esquemas de integragao.
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3. Meétodo de Integracao-spline
No presente trabalho, com o objetivo de diminuir o volume computacional, foi

testado, junto com o #-método (2.1), o método de integracao-spline [8] das varidveis
v; por polindomios quadraticos em cada passo de integragao:

,yZnJrl( )_ an+1 +bn+1T+Cn+1 2 (31)
onde

T = (1 —7n)/hnt1; 0<7<1,
no intervalo (7,,7+1) €

7H0) = 4 L) =t

sao valores de 7; no inicio e no final do passo; a"+1 bn+1 C?_H sao coeficientes
polinomiais que sao necessarios determinar. As duas versoes deste método serao
analisadas.

3.1. Integragao sem Corregao (SK)

Admitimos que, nos limites entre passos, as varidveis 7; e suas derivadas sao
iguais:
n+1
Oi'(1) _ 0y (0)

m(1) =~"0 b 3.2
W (1) =9 (0) RATOR (32)
Usando (3.2) facilmente obtemos:
hy
a)aitt = alt + b + DI = (b + 2¢7) h“ (3.3)
ou seja, no inicio da integragio no intervalo (7,,7,+1), os valores a?™', bl sio

conhecidos. Assim, na resolugdo das equagbes (1.1) pelo método de integracao-
spline, somente os coeficientes C”Jr1 sao incégnitas e as equagoes podem ser reescritas
na seguinte forma, supondo que seréo satisfeitas nos pontos 7,11 (ou seja, Tp41 = 1):

EPHE = o0t 4 2e — iy fi({ef 1)) =0, (3.4)

onde hypy1 = Tht1 — Tn; ¢ = 1,...,n,. Estas equagoes sao resolvidas em cada passo
junto com a equagao (1.3).

Na resolugao do sistema (1.3) e (3.4) é usado o método de Newton-Raphson,
sendo que, para calcular o Jacobiano, obtém-se as derivadas parciais:

OF,
Cc,

= 2(511‘c + hpy €7 Z Vij ((5 — ng;)§ — Z vankj . (3.5)

J
Os valores iniciais c%rl para a integracao no passo n + 1 sao determinados por:
B\’
n+l _ n n+
cio =i (—h ) (3.6)
n

extrapolando a 2% derivada do intervalo (7,—-1,7,) para o intervalo (7,,7n+1)-
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3.2. Integragao com Correcao (CK)

Nesta versao, apés a resolucao das equagoes (1.3) e (3.4) pelo procedimento SK e

da determinacao dos valores b?“, C:»H_l, fyi"'H é realizada a correcao dos coeficientes

b?”, executando a interpolacao pelos pontos 'yf*l, v e 7?“. Dessa forma, entao,
inicialmente temos as equagoes:

pi =" Pt Gl + sihl =) (3.7)

pi + Qi(hn + hn+1) + si(hn + hn+1)2 = ’Ym_la (3'8)

de onde facilmente obtém-se

h’" n n n n—
S = (—h (=) =+ 1) /(B2 + hoyrha) ; (3.9)
n+1
g = (0 =t = sihl) /o, (3.10)
o que resulta
b = (g + 28i(hn + Bng1)) /B2 (3.11)

e o valor C%FQ ¢ determinado pela férmula (3.6) substituindo n por (n + 1).

4. Analise Comparativa de 6-método e Esquemas
da Integracao-Spline

As primeiras pesquisas numeéricas com o objetivo de comparar os trés esquemas
computacionais foram realizadas (c6digo [3]) com o coeficiente de excesso do oxi-
dante a,,; = 2,016; P = latm; temperatura inicial T;,, = 1000K (Fig. 1). O meio
reagente “Oy + Hs” é composto pelas substancias: H, Ha, O, O2, HoO, OH, HO2
e pelas reagoes:

Oy + Hy,O = HO> + OH,; O+ Hy,=20H; H+ M+ OH = H>0+ M,
Hy,+OH=HO+H; O+H,=0H+H; 20+ M =05+ M, (4.1)
H+0,=0OH+0; 2H+M=Hy+M; O+H+M=0H+ M.

No inicio do processo a temperatura quase nao se altera, mas crescem as con-
centracoes de dtomos e de radicais. Num certo momento “acionam” as reagoes em
“cadeia” que rapidamente geram em grandes quantidades HsO e a energia. Entao
a temperatura atinge o valor &~ 3000K. Nestas condicoes, no fim do processo,
evidencia-se o estado de equilibrio quimico da mistura reagente. Assim, a taxa de
desvio deste estado é um critério importante (erro de calculo - §,,) na comparagao
dos esquemas entre si, determinado pela féormula:

1
— f_ e _
o= o |2l o T = T (42)
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Figura 1: Alteragao da composicao dos produtos de combustao e T pelo tempo

onde o indice “e” representa o equilibrio quimico e “f”, a cinética quimica.

O volume de célculo pode ser avaliado em cada esquema por trés indicadores: o
nimero total de passos de integracao (3_ ), o niimero total de recélculos do Jaco-
biano () ;) e o nimero total de iteracdes (D ;). Para sistemas simples do tipo (4.1),
o volume computacional de recélculo do Jacobiano (V) é pequeno em comparacao
ao volume necessdrio para uma iteracao (V7). Mas, para os sistemas reagentes
complexos o valor V; pode ser muito maior do que V7. O volume computacional
das operagoes preparativas para um passo é quase igual a V;. Por isso, na analise
comparativa, foram usados os dois indicadores: > =3 +3> ;e > ;.

Preliminarmente, para os esquemas SK e CK, foram realizadas as simulagoes
para estabelecer os indicadores m,,, J; e m,. Observou-se que dentro dos intervalos
my = 10...20; J; = 3...5; mq = 7...11 a influéncia destes indicadores no volume com-
putacional é pequena, mas fora destes intervalos este volume aumenta. E evidente
que estes indicadores nao controlam a precisao dos cédlculos que é controlada pelos
parametros ey e A,. Entdo, para as simulagoes comparativas nos esquemas SK e
CK, foram escolhidos os seguintes valores: m, = 16; J; = 3; m, = 9. Os valores
m, e m,, foram aumentados devido as grandezas c; serem muito menores do que os
valores ~; e, provavelmente, serd necessario determind-los com maior precisao.

Primeiramente, para os trés esquemas numéricos foram realizados célculos al-
terando o parametro ey (sendo 74 = 107%s, A, (SK,CK) = 0,005). Na Fig. 2, sao
apresentadas as dependéncias Np; = f(en), Ny = f(en).

Para o 6 -método, foi escolhido o pardmetro A, (f) = 0,005 pois para maiores
Az (0) o erro médio d,,(6) se tornou inadmissivel. Os célculos mostraram que, em
quase todo o intervalo de alteracdo do €y, os erros 4, foram constantes (Tabela I).

Observa-se que o esquema CK possui os erros 4, menores do que nos out-
ros métodos: 6, (CK) =~ 6,,(SK)/4 =~ 6,,(0)/15 mas, para a precisdo “mais
baixa” (ey = 107%), tem-se §,,(CK) ~ §,,(SK). Os esquemas SK e CK sio duas
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Figura 2: O volume computacional em fungdo da precisao

vezes mais econdémicos do que o 6 -método (Fig. 2). Os indicadores N; sdo iguais
para os esquemas SK e CK mas, na regiao de alta precisao para o § -método, observa-
se aumento essencial deste indicador. Este efeito é provocado pela necessidade de
realizar maior nimero de itera¢des em um passo de integracdo (com o recdlculo
posterior do Jacobiano) do que nos esquemas SK e CK. Considerando a relagao
¢; << 7y; para as simulagoes posteriores, foram escolhidos os valores: ey (6) = 107>
para 0 -método e ex(SK,CK) = 0,5.107% para os esquemas com a intregacao.

Tabela I - Influéncia da precisao (ex) nos erros totais (d,,)
Precisao 107 [ 51077 [ 1079 [ 5.107% [ 107> | 5.107° | 10~*
6m(SK).10* | 9,06 | 9,13 | 9,13 | 9,13 | 875 | 8,75 | 875
5 (CK).10% | 2,60 | 2,60 | 2,60 | 2,69 | 2,74 | 4,04 | 7,02
5 (0).10% 46,5 | 46,5 | 46,5 | 46,5 | 46,5 | 46,5 | 46,5

A influéncia do parametro A, nos erros de calculo §,, foi determinado com
TF = 10~% no intervalo A, = 0,001...0,08. Na Tabela II estdo apresentados os erros
Om e, na Fig.3, os dados sobre os volumes computacionais para os trés esquemas.

Tabela IT - Influéncia do pardmetro A, nos erros totais (d,,)
JAVS 0,001 | 0,002 | 0,005 | 0,01 | 0,02 | 0,04 | 0,08

5 (SK).107 | 325 | 3,44 | 4,63 | 9,13 | 28,7 | 73,7 | 137
5m(CK).10% | 3,04 | 3,01 | 2,71 | 2,69 | 6,89 | 10,88 | 82,2
5m(0).10° | 10,6 | 18,7 | 46,2 | 94,9 | 210 | 4465 | 604

Todos os trés esquemas (Fig. 3) apresentam quase o mesmo volume computa-
cional. Para pequenos valores de A, sdo observados volumes computacionais ele-
vados e com o aumento de A\, eles diminuem drasticamente. Esta dependéncia nao
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Figura 3: Volume computacional em fungdo do A,

é linear, o que se explica pela predominancia de diferentes fatores no controle do
passo de integragao:

- para A, pequeno, o limite superior do passo é determinado por ele mesmo nao
permitindo aumentar o passo;

- para A\, alto, este limite é determinado principalmente por m, devido a um au-
mento do niimero de iteragdes necessdrias (m,,) para alcancar a precisao estabelecida
EN -

A Tabela IT mostra que mesmos valores de /\, geram erros d,, muito menores
(= em 40 vezes) para os esquemas com a integragao - spline. No -método, o valor
admissivel do ponto de vista prédtico (4,, =~ 0,5%) corresponde a A, = 0,005.
Para os esquemas SK e CK o mesmo valor de d,, corresponde a 0,04 < A, <
0,08. Considerando A, (SK,CK) = 0,04 e A,(6) = 0,005 conclui-se que, para os
esquemas SK e CK, os volumes computacionais sdo: Np; ~ 1000, Ny = 30 e para o
6 -método: N,y = 2800, Ny = 27, ou seja, os métodos com a integragao-spline sao
2,5 vezes mais econémicos (pelo menos para o meio reagente escolhido e 7y = 107%).

A influéncia do intervalo de integracao (77) no volume de cdlculo apresenta-
se na Fig. 4 onde ex(f) = 107%, en(SK,CK) = 0,5.1076, A,(§) = 0,005 e
AL(SK,CK) =0,01.

Os erros médios ¢, permanecem constantes com a alteragao de 7 e foram de
0m(SK) = 0,0009, 6,,(CK) = 0,00027 e 6,,(6) = 0,0046. A Fig. 4 evidencia que
a relagdo dos volumes computacionais entre o esquema CK e 6 -método é quase
constante: N,;(CK) =~ Npr(6)/2. Mas, o esquema SK apresentou resultados ines-
perados quando comecando com 7 = 1073, Observou-se um aumento do indicador
N,1(SK) que, para 74 = 1072, tornou-se maior que N, (f) e, além disso, o valor de
Ny (de 28 a 270) aumentou em 10 vezes. A causa deste efeito sao as oscilagoes que
surgem no esquema SK devido ao erro no coeficiente b; que se conserva quando o
sistema reagente atinge o estado do equilibrio quimico. Neste caso, o valor b?“ #0
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Figura 4: Volume computacional em funcao 7

mesmo que a composi¢ao do meio reagente nao deva ser alterada. Entao, o valor
c?“ tem que “compensar” a tendéncia de alterar a composicao do meio reagente
atribuindo o sinal contrario do coeficiente b?“. No resultado, ao fim do passo, a

derivada % ou seja, b2 muda o seu sinal e, entdo, no passo (n + 2) o valor ¢?+2
dr v e ’ ’ i

também altera o sinal gerando a seqtiéncia c,:.“r?’ ~ 70?4'2; c,?+4 & 7C;z+3 e assim
por diante (Fig. 5). Estas oscilagoes atrapalham o aumento do passo de integracao

no esquema SK que conduz ao aumento do volume computacional.

i >_‘5.=~

n n+1 n+2 n+3

Figura 5: Alteracdo da varidvel ¢; com a consecugdo do equilibrio quimico

5. Conclusoes

O 6 -método [1, 7] criado nos anos 60 é utilizado amplamente na integragao
de equagoes rigidas da cinética quimica e atualmente estda implantado nos aplica-
tivos conhecidos [2, 3]. No entanto, a resolugdo das equagdes da cinética quimica
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detalhada exige um grande volume de calculos, sendo que a redugao deste volume
continua sendo atual e, neste trabalho, propds-se o método de integracao-spline (os
esquemas SK e CK) por polinémios quadraticos para resolver estas equagoes.

As primeiras simulagoes realizadas para um meio reagente bastante simples
mostraram que o método de integracao-spline permite reduzir os esforcos computa-
cionais aproximadamente em duas vezes em comparagao com o 6 -método e com
maior precisao. Mas, o esquema SK gerou oscilagoes quando o sistema simulado al-
cancou o equilibrio, provocando um grande aumento do volume computacional. Em
futuras pesquisas faz-se necessario ampliar esta comparacao para os meios reagentes
mais complexos.

Abstract. The work is dedicated to the resolution of the detailed chemical kinetics
equations which are complex and stiff ordinary differential equations. For many
years this problem has been resolved using the § method with the transformation
in algebraic equations and with the application of Newton-Raphson method. In
this paper, instead of the § method, we propose the use of the spline integration by
polynomials method, without correction (SK) and with correction (CK). We outline
the method and provide numeric simulations for the medium reagent “Hs + O%.
The comparative analysis of the methods shows that the spline integration method
(in version CK) is at least twice more economical than the # method. But the
SK scheme in large intervals of integration generate oscillations, resulting in an
increased volume of computations.
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