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Resumo. Neste trabalho pretende-se caracterizar a condigdo necessaria de lo-
calizacdo de deformacado para modelos constitutivos de dano continuo, através da
analise das equacgoes estatica e dinamica de equilibrio do modelo, utilizando-se da
condigdo fraca de propagagao de Maxwell e da condigdo forte de propagagdo de
Fresnel-Hadamard. A andlise feita permitird ligar o problema da localizagdo de
deformagao com o de estacionariedade de ondas de aceleragao e servira para deter-
minar uma condigdo necessaria de perda de unicidade de solugdo, relativa a singu-
laridade de tensores de localizacdo de deformagao ou tensores acusticos de dano,
associados aos modelos constitutivos de dano continuo. A condigdo necessaria de
perda de unicidade de solugao ou de elipticidade é feita via analise de bifurcacao
de solugdo.

1. Introducao

Os modelos constitutivos para materiais idealizados como meios eldsticos com dano
e elastopldsticos com dano, formulados em [5] e [1], por apresentarem, a partir de
um certo nivel de deformagao, um regime de encruamento negativo, onde o ganho
de deformagao se dd com decréscimo de tensao, sugerem um questionamento sobre
a estabilidade e nao-unicidade de resposta. De fato, nesses regimes, para uma dada
taxa de tensdo, podem existir taxas de deformagdo nao unicas. A existéncia de
pontos singulares, que caracterizam a perda de unicidade, corresponde uma mu-
danca da condicao matematica de elipticidade da equacao diferencial que exprime
o equilibrio estatico local do meio, ou hiperbolicidade da equacao que exprime,
também em forma local, o equilibrio dinamico. Por outro lado, deve-se obser-
var que as condigoes matematicas para unicidade sao tipicamente atendidas dentro
dos limites do regime de resposta elastica do material e garantem, ainda, a esta-
bilidade de resposta numérica. Neste trabalho pretende-se abordar a questao da
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bifurcag@o ou perda local de unicidade de resposta, caracterizando-se matematica-
mente as condigOes para a existéncia de uma nova solugao estavel em deformagao,
dita localizada, diferente daquela homogénea resultante da imposi¢ao de uma lei
de encruamento negativa fixa. A partir da bifurcacao a resposta homogénea passa
a apresentar uma natureza instavel. Assim, neste estudo, entende-se que as de-
formagdes localizadas se constituem numa bifurcagao a partir de uma resposta ini-
cial homogénea. A anélise de localizagdo aqui conduzida insere-se no ambito das
chamadas descontinuidades fracas, nas quais admite-se a existéncia de um salto das
deformacoes incrementais em relagao a uma superficie definida no volume ocupado
pelo meio. Apresentam-se, inicialmente, algumas relacbes matematicas que carac-
terizam a singularidade de uma funcao em relacao a um plano. Com recurso aos
sélidos lineares de comparagao, discutem-se tais relagoes, ditas de compatibilidade
de Maxwell e de propagagio de Fresnel-Hadamard, baseando-se em [2] e [3], que
também permitem estabelecer uma equivaléncia entre os problemas de localizagao
e da estacionariedade da propagacao de ondas de aceleracao. Cabe observar que
a andlise aqui feita, consiste em um estudo da localizagao decorrente da resposta
constitutiva do material num ponto de um meio continuo e ilimitado, de modo que a
influéncia de condig¢bes de contorno nao é levada em consideragao. Do ponto de vista
fisico, mesmo com essas limitacoes, tal andlise pode fornecer informacoes tteis sobre
as caracteristicas dos mecanismos de ruptura dos materiais. No que segue, resume-
se o contetido do artigo. Inicialmente, na secao 2 faz-se uma andlise da condigao de
localizagao para um meio homogéneo e infinito, explorando-se a solugao em deslo-
camentos da equagao diferencial que rege o equilibrio estatico local. Em seguida,
faz-se a mesma analise com a equagao que rege o equilibrio dindmico e que permite
ligar o problema da localizacao de deformacao ao de estacionariedade de ondas de
aceleracdo, de acordo com o proposto em [4]. Na segdo 3, tendo-se em vista os
modelos constitutivos enfocados neste trabalho, a condigao de perda de unicidade
é entdo associada a singularidade dos tensores de localizagdo de deformacgao, ou
acusticos, relacionados ao modelos elastico com dano e elastoplastico com dano. A
andlise espectral destes tensores permite caracterizar a sua singularidade mediante o
aparecimento de autovalores nulos. Ainda nessa secao, determina-se uma condigao
para se calcular os autovetores associados aos autovalores nulos, baseando-se no
proposto em [3] e [6]. Os autovetores estdo direcionados com a normal ao plano de
localizagao na formulagao que emprega a condigao de equilibrio estéatico ou, equiva-
lentemente, com a diregao de propagagao da onda para problemas formulados pela
condicao de equilibrio dindmico.

2. Condicao de compatibilidade de Maxwell e de
propagacao de Fresnel-Hadamard

2.1. Superficies singulares

No que segue, considera-se que o solido, tratado como um meio continuo, esteja
definido em uma regido B do espago puntual Euclideano (Espago de Hilbert com
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dimenséo finita), sendo I',, e I's subconjuntos que definem regices do contorno onde
deslocamentos e forgas sao prescritas, respectivamente. Admite-se um regime de
pequenas deformacoes e que o comportamento constitutivo do material ideal apre-
sente uma resposta elastica linear, ou elastopldstica, com dano continuo. Considera-
se também que U(x) representa um campo de valor escalar, vetorial ou tensorial,
continuo na fronteira comum entre duas regices Q1 e O~ contidas em B, o que se
verifica ao se aproximar de um ponto xg, da superficie, partindo-se de pontos con-
tidos nos seus lados positivo e negativo respectivamente. Através da superficie hé,
porém, um salto de ¥ em xq definido por: [¥] = UT — U~ Assim, se [¥(zg)] # 0,
a superficie é dita singular com relagao a ¥ neste ponto.

Lema de Hadamard: Seja ¥ definida e continuamente diferencidvel no interior
da regidio Qt, de contorno definido por uma superficie reqular OS2 e admita-se que
¥ e VV se aprozimem de valores limites W e VU™, na medida em que se tenda ao
contorno por um caminho definido por pontos no interior de QF. Considerando-se
pontos vizinhos contidos na superficie de contorno e sendo V diferencidvel naqueles
pontos, entao

d¥T =VUtdz, (2.1)

onde dx é um vetor contido em 0.
De modo geral o lema pode ser aplicado para os dois lados da superficie, de
modo que, considerando-se a regiao 27,

AU~ = VU da. (2.2)

Subtraindo-se a equagao (2.2) da equagao (2.1) tem-se a defini¢ao para o salto
do campo ¥ através da superficie. Considerando-se que, [d¥] = d¥T — dU~ =
[VWdz] = V[¥dx] = d[V], entao

(0] = d[ D). (2.3)

Analogamente ao desenvolvimento anterior, devido a [7], pode-se mostrar que sdo
validas as relagoes que seguem . Se ¥ for um campo escalar, ou seja, ¥V : V — R,
entao

VU] = V[9], (2.4)

ou seja, o salto do gradiente é o gradiente do salto.

Se ¥ for um campo vetorial, ou seja, ¥ : V — V, entdo, V¥T é agora um
tensor de segunda ordem e para o seu divergente, definido por div¥ = tr(V¥), é
vélida a relagao

[divl] = div[¥] (2.5)

e assim, o salto do divergente é o divergente do salto.
Quando ao longo dos pontos do contorno o valor do salto se mantiver constante,
entdo [V] = K, K € R. Assim, vale a relagao
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[V¥].e; =0, (2.6)

onde e; é um versor contido na superficie associado a componente j do vetor dz.
Logo, [VV¥] é ortogonal & superficie e como ele tem a dimensdo de um vetor do
espago vetorial associado, entao ele pode ser representado por [V¥] = an, onde
« é um escalar e n é um versor normal a superficie. Como consequéncia desta
representacgao, segue que « representa o salto do gradiente na dire¢ao normal a
superficie

[V¥].n = an.n. (2.7)

Uma conclusao analoga pode ser obtida para o rotacional.

2.2. Condicao de compatibilidade de Maxwell

Considere-se um meio continuo, homogéneo e homogeneamente deformado, sub-
metido a um regime quase-estatico de taxas de deformagao. A hipdtese cinematica
que estd associada a chamada forma fraca de localizacao, consiste em admitir que
em determinado instante passe a existir um campo vetorial u(z,t) de velocidades
ou taxas de deslocamentos, continuo no meio mas com gradientes descontinuos
em relagao a uma superficie em seu interior. A condigdo de compatibilidade de
Maxwell estabelece uma representacio admissivel para [Vi], obedecidas determi-
nadas condicoes. Considere entao que a superficie de singularidade seja plana e que
a partir de um ponto daquela superficie, percorrendo-se qualquer dire¢do nela con-
tida % se mantenha constante. Nestas condigoes, aplicando-se o Lema de Hadamard
resulta

d[i] = [di] = [Vie; =0, (2.8)

onde e; é um versor contido no plano de descontinuidade. A condicao anterior pode
ser verificada se o tensor [Vu] tiver a seguinte forma geral

(Vi) = ~»(m & n), (2.9)

onde v é um escalar que quantifica o salto no gradiente, n é um versor ortogonal
ao plano e m é um versor arbitrdrio, o qual define a dire¢ao de u e, como se vera
em seguida, a natureza da descontinuidade. A forma geral proposta para [Vi]
em (2.9) é a conhecida condi¢do de compatibilidade de Maxwell. Um campo de
taxas de deslocamento, introduzidas pela singularidade, que atende as condigoes de
Hadamard e Maxwell, pode ser expresso na forma

w=(ymen)z=(Mn-z)ym se n-z>0,
onde o vetor x representa a posi¢ao do ponto genérico com relagdo ao plano de

singularidade (plano de localizag¢do). A natureza do campo de deslocamentos intro-
duzido pode ser identificada a partir do produto interno dos vetores ym por n. De
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fato, considerando-se por simplificagao um caso plano, se estes vetores sao parale-
los, 0o modo de deslocamento introduzido pela localizagdo é de separacio (modo I da
Mecénica da Fratura); se sao perpendiculares, o tipo é de cisalhamento puro (Modo
II); se estes formam um &ngulo qualquer entre si, tem-se o tipo misto (Modos I e
I).

A identificacdo da superficie de singularidade, por meio da determinacao do seu
versor normal n, resulta da imposi¢ao de uma outra condig¢ao: o equilibrio estatico
entre as partes através do plano de localizagdo. Antes de analisar as condigoes
de equilibrio é importante observar que, num regime de pequenas deformagoes, a
relagao de compatibilidade se escreve na forma

é(u) = (Va+ val) /2. (2.10)

Entao, na iminéncia da localizagao, admitida a descontinuidade para o campo
dos gradientes de velocidades [V, caracteriza-se uma singularidade para o campo
de deformacoes em relagao a superficie, com a equacao do salto de deformagao
expressa, por

[E(u)] = et (u) — ¢ (u) = 3[Va+ VaT] £ 0. (2.11)

Desde que, ¢ = Hé(u), onde H é o Tensor Counstitutivo de Rigidez Tangente
Eldstica com Dano, ou Elastopléstica com dano, de acordo com [5] e [1], entdo,
também o campo de taxas de tensdo resulta descontinuo, uma vez que o salto de
tensao é representado por

[6] = H[¢] = H|[Vd] £ 0. (2.12)

A condicao de equilibrio estédtico implica, por outro lado, em salto nulo do vetor
taxa de tensao, definido pela relacao de Cauchy

[t] = [6]n = 0. (2.13)

Levando-se em conta a relagdo constitutiva (2.12) e considerando-se a equagao
(2.9), a condigdo de equilibrio resulta

vH(m ®n)n = 0. (2.14)

Explorando-se, ainda, a simetria menor do Tensor Constitutivo (Hijkl = Hijllc)7
uma vez que [5] e [€] sdo simétricos, a relagdo anterior pode ser escrita na forma

yH(n®n)m = 0. (2.15)

A equagdo (2.15) estd associada ao problema de equilibrio estdtico local. O
tensor H(n ® n) é denominado Tensor de Localizagao, ou Actstico, e depende das
propriedades do material, do nivel de solicitagao local e da dire¢do da normal ao
plano de localizag@o. Este tensor é simétrico se, e somente se, o tensor constitutivo
H for simétrico.
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Na hipdtese de salto ndo nulo do gradiente de velocidade (y > 0), a singularidade
do tensor de localizagdo garante a verificagdo da (2.15). Tal singularidade implica
na nulidade de seu determinante, o que fornece a relagao para a determinacao do
versor normal n. Admitir, portanto, equilibrio através da superficie é essencial para
a determinagao de n.

2.3. Condigao de propagagao de Fresnel-Hadamard

De acordo com [4], hd uma correlagdo entre o problema da localizacio de de-
formagdes e a propagacao de ondas planas, que aqui se pretende analisar em meios
eldsticos com dano ou elastopldsticos com dano. B possivel mostrar que a condigao
de singularidade do Tensor de Localizacao, ou Acistico, implica na estacionariedade
da frente da onda de aceleragao. Considere-se que uma perturbacao local gere, num
meio homogéneo que ocupa uma regiao €2, uma frente de onda que se propaga com
velocidade ¢ , segundo uma dire¢ao definida pelo versor n. Admita-se, ainda, por
simplicidade que a onda seja plana, de modo que n passa a ser o versor normal do
seu plano. Assim, a distancia d de um ponto p qualquer do meio & frente de onda
é determinada pela relagao: d = n - x — ct; onde x é o vetor posi¢cao do ponto em
relagao a origem de um sistema adotado como referéncia, usualmente coincidente
com a fonte geradora da perturbacao. Se o ponto considerado localiza-se na frente de
onda, verificarse: n -z = ct. Considere-se entdo u(z,t), o campo vetorial de taxas
de deslocamentos induzidos nos pontos do meio pela perturbagao. Por hipétese,
admita-se que tal campo seja continuo em (2 e descontinuo através da frente de
onda, isto é, [4] = 0,Vz € Q e [V4] # 0 se n-x = ct. Levando-se em consideracio a
diferencial total do campo de velocidades e a relagdo (2.8), a equagdo do salto em
velocidades pode ser escrita por: [du] = [Va]dz + tdt = 0, [Va] # 0.

Desta relacao conclui-se que [i] # 0 e que, se num intervalo de tempo dt a frente
de onda se desloca de uma distancia dz determinada por: n-dx = cdt (dz = cdin),
entao

c[Vialn = —|i). (2.16)

Introduzindo-se um versor m, tal que [i] = —am, a > 0, a relagdo (2.16) se
torna

[Vi] =y(m ®n) com v = % >0, (2.17)

recuperando a relagdo de compatibilidade de Maxwell vista em (2.9) e evidencia
uma correspondéncia entre o problema da propagagao de ondas e o de localizagao
de deformacao.

Por outro lado, uma forma geral para [Vi] que satisfaga a (2.16) é dada por

c[Vi] = —[u] @ n. (2.18)

A partir desta equagdo, da operagio trago sobre ela e de (2.4), tem-se

div[u) = — L (2.19)

C
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a qual, generalizada para campos tensoriais de ordem superior (segunda ordem)
tem a forma

div[o] = — [o]n

(2.20)

C
Nos casos de meios continuos, ondas que provocam um campo de deslocamentos
com as caracteristicas descritas, devem verificar, nos pontos do meio, a condigao de
equilibrio dinadmico, expressa por
div[o] = pli] (2.21)

onde p representa a densidade de massa local. Combinando-se as equacoes (2.18),

(2.20) e (2.21), levando-se em conta também a relagao constitutiva (2.12) e a simetria
menor do tensor constitutivo, tem-se

{H(n®n) — pcIT1}[i] =0, (2.22)

onde IT é o tensor identidade de segunda ordem. Escrevendo-se o salto da aceleragao
na forma [i] = —am, a > 0, resulta

H(n®n)m — pc®m = 0. (2.23)

A equacao (2.23) é denominada condigdo de propagacgdo de Fresnel-Hadamard, e
por representar um problema de auto-valor ou de andlise Espectral, caracteriza-se
como uma condicao forte de localizagao. E possivel ainda representar este mesmo
problema através da equagao

Qm —wm =0, (2.24)
onde @ = H(n®n), w = pc?. A equacio (2.24) estd associada ao problema de

equilibrio dinamico local, sendo possivel mostrar que, uma solugdo particular em
deslocamentos que satisfaz esta equacao é i(x,t) = ! *=g(n), onde m = g(n) é
um versor arbitrario, que define a direcao de u introduzido e também a natureza da
descontinuidade. Sao as propriedades espectrais do tensor H(n ®n) que definem os
regimes de propagacdo da frente de onda, sendo w; = pc;2 os seus autovalores e m;

os autoversores correspondentes, denominados de dire¢oes de polarizacao.

3. Analise Espectral do Tensor Actstico com Dano

Em particular, no caso de modelos associativos de dano, caracterizados por apre-
sentarem um tensor acustico simétrico, os seus autovalores sao reais e a verificagao
da condicao de localizagao resume-se a procura de autovalores nulos. Neste caso,
a condigdo de localizagio expressa em (2.15) é recuperada a partir da (2.24) se

w = 0(c = 0), o que implica em estacionamento da frente de onda. De fato,
se w = 0(c = 0), o problema espectral definido em (2.24) admite uma solugao
homogénea diferente da trivial se: detH(n @ n) = 0,||n|| = 1,n € R3. Entre-

tanto, observa-se que nos casos mais gerais de modelos nao-associativos, com tensor
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acustico nao-simétrico, pode-se verificar a singularidade do tensor acustico com au-
tovalores nao nulos, do tipo complexo. Tais casos nao serao tratados aqui. Para
conduzir uma investigacdo mais detalhada dos problemas espectrais (2.15) e (2.24)
considerando-se um modelo de dano continuo é necessario observar as relagoes do
modelo constitutivo, encontradas em [5] e [1]:

fle,7) <0, (3.1)
T—-T<0<=glo,T)=—a—(1=-7)<0,a>0, (3.2)
&= Me(e, 1), (3.3)

7= )\T(e, T) <= A= —r(e,7) '@, (3.4)

G = frr(e,7) >0, (3.5)

F<0,A>0, fA=0, (3.6)

se f=0, entdo fA=0, f<0,A>0, (3.7)
H=H(r) = [BE(r) — Y&l)le se A > 0. (3.8)

Nas relagoes anteriores & é o tensor taxa de tensao definido em funcao de um
certo estado de deformacao e de dano continuo; a funcdo de valor escalar f é um
critério para a evolucdo do dano e representa um limite superior para a energia
dissipada. O tensor f.(e,7) > 0 é considerado ser normal & superficie definida pelo
critério de evolugao f e r(e,7) > 0 é uma funcao escalar que contém um registro da
histéria de irreversibilidade ocorrida. As equagdes (3.6) e (3.7) definem, respectiva-
mente, as condigoes de complementaridade e consisténcia para os modelos de dano e
levam em conta a irreversibilidade do processo. A relagao (3.2), a qual introduz uma
variavel de folga o > 0, quantifica a energia a ser dissipada no processo. Na relagao
(3.5), a varidvel G é denominada de multiplicador ou médulo de dano continuo.
O operador de rigidez tangente para o modelo de dano é simétrico, em funcao da
associatividade assumida em (3.3), e estd definido em (3.8), onde E representa o
tensor constitutivo de rigidez elastica.

Voltando a andlise espectral, o tensor acustico de dano continuo ) é expresso
em uma forma geral, considerando lei de fluxo associativa e a (3.8), por

Q=Hmnon)=Enen)— L(fn) @ (fon). (3.9)

Sendo Qg = E(n®n), entdo, o problema espectral indicado em (2.24) pode ser
analisado indiretamente através do seguinte problema modificado

Qm —wQgem =0, (3.10)
o qual é equivalente ao seguinte problema de autovalor generalizado
(Qp'Q — wlx)m = 0; (3.11)

Esta equagao nao determina diretamente os autovalores do tensor acustico ), mas é
ttil para determinar a condi¢ao de singularidade deste tensor, o que serd justificado
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a seguir. Decompondo-se  em uma base ortonormal gerada pelos autoversores
mj,j = 1,2,3, entdo @, representada nesta base, ¢ semelhante a uma matriz diag-
onal expressa por Q = MTAM, onde A = diag|w},w}, w3].
O determinante de @ e, de maneira andloga, o determinante de QElQ sdo entao
calculados por

detQ = wiwsw} e detQp' Q = wiwows. (3.12)

Considerando-se a (3.12) tem-se a seguinte relacao vélida
det@ = detQElwlwgwg. (3.13)

Entao, a condigao det@ = 0 implica na existéncia de autovalor nulo (w; = 0) para
(3.13). Esta tiltima equagdao justifica a equivaléncia entre as pesquisas de autovalores
nulos para (2.15), (2.24) ou (3.11). Para o caso de @ ser nao-simétrica (caso nao-
associativo), este tensor pode ser nao diagonalizavel, mas, ainda assim, as relagoes
(3.12) e (3.13) continuam vélidas. Considerando-se o tensor actstico definido em
(3.9) reescrito por Q = Qp — é(ﬂ@ﬁ), onde, por simplificacéo, adotou-se 5 = f.n,

-1
entao, Q;Q pode ser expresso por: Q;;lQ =1, — QTE(B ® ). Voltando a (3.12)
e considerando-se o Teorema de Pearson da Algebra Linear, o qual garante que o
autovalor w = 1 tem multiplicidade dois para um tensor com as caracteristicas de
QEIQ, pode-se admitir, sem perda de generalidade, que w; = wy = 1. Resta, entao,

a determinagao de ws para se impor a condi¢ao de localizagao.
Desde que det(I + 8 ® 3) = 1 + 373, entdo

det(Q*Q) = det(ly — %~ (8 5)) = 1~ LATQ*6 = ws. (3.14)

Finalmente, a condigao necesséaria de localizagao de deformagdo para o problema
espectral em anéglise se reduz a impor em (3.14) que w3 = 0, entdo G = 6TQEIB.
Substituindo-se o valor de G, definido em (3.5) e levando-se em conta a relagao
(3.4), a condigao de localizacao para os modelos associativos com dano continuo
assume a forma

Jr=r15Qg B = =507 Qp'5. (3.15)

O autoversor n, com ||n|| = 1, que tem relagao com a dire¢ao de propagagao de onda
e que propicia um valor mdximo a equagéo (3.15), assinala o inicio da deformagao
localizada. Logo, esta condigao pode ser colocada em uma forma mais geral, por

maximizar{ern | f, = —%BTQ;B, B=fn, ||n]|=1;e" =(1,1,1)}. (3.16)

A andlise de (3.16) é feita a partir do momento em que no modelo associativo de
dano ocorrer a existéncia de A > 0, o que caracteriza o inicio do processo de dano
local e, desde que, exista energia a ser dissipada, ou seja, se & < 0 em (3.2). Para
o tratamento numérico do modelo, faz-se a Andlise Incremental do problema de
localizagao de deformagao em modelos de dano continuo, considerando-se as relagoes
locais vistas em (3.2) a (3.8) adicionadas & equagdo de localizagdo de deformagao,
expressa em (3.15). O tratamento numérico possibilita uma integragdo numérica
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exata, em regime de softening linear, se o incremento de deslocamento nao viola o
limite imposto em (3.2) para a energia de dissipagdo. As relagoes locais de dano sao
equivalentes a um problema de complementaridade linear enquanto que o problema
incremental relativo & (3.16), trata-se de um problema de maximizacao. Assim, a
analise incremental pode ser feita explorando-se métodos de otimizacao associados
ao método dos elementos finitos.

4. Conclusao

Neste trabalho realizou-se um estudo detalhado da condigao de localizagao de de-
formagdo para modelos associativos de dano continuo. O tensor actstico, carac-
teristico deste estudo, foi obtido a partir de abordagens locais estatica e dindmica
do equilibrio. Em particular, na abordagem dindmica, mostrou-se que a localizacao
estd também relacionada ao problema da estacionariedade de ondas de aceleragao.
A condiga@o necessaria de localizacao de deformacao foi relacionada a singularidade
do tensor actstico. No caso do tensor ser simétrico, a andlise espectral relacionou a
condigao de localizagao diretamente a existéncia de autovalores nulos para 0 mesmo
e sua aplicagao aos modelos associativos com dano continuo, caracterizou a singu-
laridade do tensor actistico a partir da existéncia de um autovalor nulo para um
problema modificado. Esta se trata de uma condi¢ao necesséaria para a ocorréncia
da instabilidade. A condigao de suficiéncia serd investigada a partir da andlise de
pos-bifurcagao sobre do modelo e é objeto de trabalho futuro.
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