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Resumo. Neste trabalho se estuda a andlise de estabilidade Q, e se calcula o
dominio de atragdo de uma classe particular de sistemas hibridos conhecida como
sistemas chaveados. No conceito de estabilidade Q,, usa-se uma funcdo de Lya-
punov dependente dos estados de tipo polinomial e diferente da quadrética con-
vencional. O problema a resolver é apresentado como um problema de otimizagao
convexa em termos de inequagOes matriciais lineares (LMIs). Resultados numéricos
sao apresentados exibindo uma abordagem menos conservadora que a quadratica
convencional e a abordagem biquadratica ([5]), no cdlculo das respectivas regides
de estabilidade para um dado exemplo.

1. Introdugao

Sistemas com chaveamentos sao exemplos de sistemas hibridos do mundo real onde
se misturam decisoes logicas e leis de controle continuo. Exemplos de sistemas
hibridos aparecem nos sistemas com relés, chaveamentos, motores de passo e outros
controladores de movimento, nos sistemas de controladores com estrutura variavel,
nos veiculos inteligentes, nos sistemas de controle de auto-estrada, nos sistemas de
manufatura moderna flexivel e nos sistemas de controle de voos.

Este trabalho trata de uma classe particular de sistemas hibridos, os sistemas
chaveados. Neste sentido, outros autores como Johansson [2] e Pettersson [7], tra-
balhando com sistemas lineares por partes, tratam da andlise de estabilidade pro-
pondo a procura de uma funcao de Lyapunov nao convencional, fazendo que essa
funcao seja quadratica por partes (abordagem Pwq) e aplicando a metodologia para
andlise de sistemas chaveados.

Em trabalhos anteriormente apresentados, [5, 4], se fez uso da extensao do con-
ceito de estabilidade biquadratica ([9]) para sistemas chaveados obtendo resultados
menos conservadores quando comparados com outras metodologias.

Na abordagem proposta neste trabalho, usa-se o conceito de estabilidade Q,
[8], nesse conceito os chaveamentos também dependem da dindmica da varidvel de
estado continua e procura-se uma funcdo de Lyapunov de carater polinomial? e

comum ao sistema?.

1palomino@mtm.ufsc.br
20 grau do polinémio é maior quanto maior é o valor de 7 = 2d para d > 1.
3Na abordagen biquadratica a estrutura da fungéo de Lyapunov é similar a abordagem Qo
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O objetivo deste trabalho é o tratamento da anélise de estabilidade e o cédlculo
do dominio de atragao dessa classe de sistemas, resolvendo-o como um problema
de otimizagdo convexa em termos de Inequagdes Matriciais Lineares (LMIs), [1].
Exemplos numéricos ilustram a vantagem da metodologia apresentada, fornecendo
regides de estabilidade maiores que as obtidas em [5].

Algunas notagbes sdo necessdrias. O conjunto dos inteiros positivos J,, =
{1,--- ,n}, o conjunto das n-uplas inteiras nao negativas J, o espago vetorial R™,
o espago das matrizes R"*™, S’ é a matriz transposta da matriz real Se S > 0
(S > 0) indica uma matriz definida positiva (semidefinida positiva). A notagao
B = By x By é o meta-politopo determinado pelo produto cartesiano dos politopos
B1 e By. Por tltimo, dado um conjunto finito de vetores V, Co{V'} denota o fecho
convexo dos elementos de V. Como trabalha-se com sistemas auténomos, a variavel
t serd omitida toda vez que necessario.

2. O Problema

Dado o sistema chaveado afim da forma:
j?(t)ZAi.’lf(t)-i-bi, zeX;, 1€, t>0, (2.1)

onde z(t) € R™ denota a componente continua do estado assumindo valores no
conjunto X; C R" e ¢ € 7, denota a varidvel discreta, assume-se que A; € R"=*"=
sao matrizes constantes, e b; € R™* sao vetores constantes.

Com a finalidade de evitar comportamentos indesejaveis nos sistemas abordados,
assumem-se as seguintes hipdteses:

A 1. A origem, x = 0, é um ponto de equilibrio do sistema (2.1)* e considera-
se B, um politopo em uma vizinhanca da origem no qual a estabilidade local serd
estudada.

A2 X=XjU...UX, CR". Cada conjunto X; possui interior ndo vazio e nao
hd superposicao entre as regioes do modelo, ou seja, 0s interiores desses conjuntos
sao disjuntos dois a dois.

A 3. O lado direito de (2.1) € uma func¢do limitada para cada i € J,,.
A 4. Num intervalo finito de tempo hd um numero finito de chaveamentos.

A 5. Nas ly, fronteiras das regides adjacentes a Xy, nao hd modos deslizantes, isto
é se z(t7) € X;NX;, entdo xz(t) € X;NX,, onde x(t7) denota a posi¢do da
trajetoria imediatamente antes do tempo t.

Para apresentacao da metodologia, os conjuntos X; sao denotados na forma
seguinte:
Xl:{:v : l/Jik(x)ZO,kil,...,mi},iejn, (22)

4Isto é, existe uma regiao X; onde b; = 0.
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onde ¥, (z) € R sdo fungoes afins em x, e m; é o ntimero de fungdes ¥ que descreve
X;.

Por conveniéncia, é associada a cada varidvel discreta ¢ a funcdo ldgica
di(x) = d;,1 € T, com 6; € {0,1}. Define-se, entdo, a funcdo vetorial légica
0:R" — J™

S(x)2[61...60]) =¢; se x(t™) e x(t) pertencem a X;, (2.3)

onde ¢; a i-ésima coluna da matriz identidade I,,. Assim sendo, se o estado discreto
assume um dado valor i € J,, quando x € X;, a i-ésima componente da funcao
vetorial logica § assume o valor unitdrio e todos os valores restantes sao iguais a
zero. A imagem da funcao vetorial l6gica estd definida pelo conjunto®

Aé{cl,...,cn}CJ". (24)

Observa-se que os elementos d; de ¢ satisfazem > . ,6; = 1. Sem perda
de generalidade, neste trabalho, escolhe-se §,, como referéncia e, assim, 6, =
1- Z;’:’f ;. Com essa escolha, o sistema (2.1) pode ser expresso como um sistema
associado. Isto sera visto nas préximas segoes.

3. Definigoes e conceitos

Nesta secao, faz-se extensdo para sistemas chaveados, do conceito de estabilidade
Q, dada em Trofino [8]. Para apresentagido dessa abordagem, serdo necessdrias
algumas definigoes e conceitos expostos a seguir.

A funcao de Lyapunov

Dadas as matrizes constantes U;, T;; € R"+1*" para i =0,--- ,(d — 1), define-se
©; como sendo matrizes da mesma ordem® que T;; para cada i, como se segue:

61(1’) = ZE]xJ+UI € Rmit1xmi 2:0,7((171) y o = Ny, (31)

Jj=1

onde z; ¢ a j-ésima componente do vetor .

O;(x) € R™+1%" ¢ uma matriz afim para cada ¢ = 0,...,d — 1, onde d é um
inteiro positivo.

Definem-se as matrizes O(z) e P(z) da forma seguinte:

B0
0100

O(z) = , (3.2)

©4-104-2---6O9¢

5Por simplicidade de notagéo, sera considerado apenas § € A toda vez que 6(x) =ci € A.
6Para cada valor d > 1, n;e n;4+1 sao inteiros positivos que definem, respectivamente, o niimero
de colunas e linhas da matriz ©;.
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A funcao de Lyapunov candidata, v(x), serd considerada da seguinte forma
v(z) = 2'P(x)x, (3.4)

onde a matriz P de P(z) é de dimensio conveniente’. Também a matriz dada,
O(z), é uma matriz afim em z que define a estrutura da fungao de Lyapunov.

Definicao 3.1 (Estabilidade Q,). Considerando r = 2d e dado um politopo B,
diz-se que a origem do sistema (2.1) € localmente Q,. estdvel se existir uma func¢do
v(z) = 2'P(x)x com P(x) da forma (3.3) e funcoes® ai, ag, az de classe K tais
que sejam satisfeitas as sequintes condi¢des para todo x € B:

o a(flz]l) < v(z) < aa([|z]]);
o U(x) = 2'P(x)x + 2’ A(z) P(z)x + 2'P(z)A(z)x < —az(||z|).

Essa definicao estende, para o caso de sistemas chaveados, a nocao de estabili-
dade Q, apresentada em Trofino [8] no contexto de sistemas nao lineares incertos
e implica em estabilidade assintética da origem do sistema chaveado. Quando sao
satisfeitas as condigdes da Definigdo 3.1, a fungao v(x) = a'P(z)x é dita ser uma
funcao de Lyapunov para o sistema chaveado e é comum a todas as regioes X;. Com
isso, garante-se a estabilidade Q,. da origem do sistema (2.1). Pode-se, entdo, obter
uma estimativa da regiao de atracao para a origem desse sistema.

Dominio de Atragao

Se um sistema e localmente estavel, o dominio de atracao do sistema é uma regiao
invariante do espaco de estados, tal que toda trajetdria que se inicia em algum ponto
dessa regiao converge assintoticamente para a origem do sistema. Mais detalhes
podem ser encontrados em Khalil [3]. A estimativa do dominio de atracio é feita
calculando-se a maior superficie de nivel da fungao de Lyapunov dentro do politopo
B.. Com essa finalidade, define-se o seguinte conjunto como estimativa dessa regiao:

YT ={z:v(z)=2"Pla)x<1}. (3.5)

O politopo B, pode ser descrito por B, = {z : a;x <1l,1l=1,..., ne} , onde
a; € R™ sao vetores dados associados as faces® do politopo. Também, B, pode ser
representado de forma equivalente pelos seus vértices.

A estimativa T deve estar incluida em B, entao usando os fundamentos tedricos
em Trofino [8] e Boyd et al [1], a condigao para determinar T C B, pode ser colocada

7P serd determinada resolvendo o problema de otimizacio dado pelo teorema na secio 4.
8Veja definigdo das fungdes o; em [3].
9ne é o nimero de faces do politopo.
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em termos de LMIs como se segue:

1 [a 0]
oo s00=1,... 0.,
[‘H Prrc+cry | 2L
o0

comC:{

] e L é uma matriz livre a ser determinada. A matriz C,

O(x) —I,,
é obtida fazendo uso da sua forma geral'® :
z2 —Z1 0 e 0
0 z3  —22 - 0
C.=1 . . ) ) . €R™ " com z € R™. (3.6)
0 0 e Zp,  —Zn,—1

Como feito em Trofino [8], a regido de atragdo estimada Y serd otimizada pela
minimizagao do trago da matriz P+ LC +C L (tr(P+ LC+ C L)).

4. Analise de Estabilidade

Nesta secao serao descritas condigoes suficientes que conduzirao a proposta do Teo-
rema de estabilidade.

Fazendo uso da fungéo § e do conjunto A definidos em (2.3) e (2.4), respectiva-
mente, e considerando o n-ésimo termo de ¢ como varidvel de referéncia, ou seja,
Op = 1— Z?;ll 0;, reescreve-se (2.1) na forma associada dada por:

i = A+ YN A = A)Si 4 by + 0 (0 — b)), zE€ By, € A,
(4.1)

onde B, C R" é um politopo convexo, vizinhanca da origem, que representa os
valores de interesse da varidvel de estado x(t) para fins de andlise de estabilidade
do sistema (4.1).

Considera-se também o politopo, determinado a partir de A, Bs = Co(A), cujos
vértices sdo os elementos de A.

Introduz-se o seguinte vetor auxiliar 7 € R"* onde n, = (n — 1)n, +n+ 1.

) o o= &xr, Vi€ Jn_1
7T=[7T1 R 7T2n] com T, = 1 . (4.2)

Asrelagoes m, = 1 e m,4; = J; sdo alternativamente representadas'! por m,z—x = 0
€ Mp4i — 0;m, = 0, respectivamente.

Por simplicidade de notagao, as relagoes entre x e o vetor auxiliar m, dados
acima, sdo representadas numa forma mais compacta pela notac¢ao (z,7) € D com

19Detalhes a respeito dessa matriz se encontram no Lema 2.1 em Trofino [8].
11 0Observe que, m; € R i € Jp_1 € T, Tnti € R,9 € Tn—1.



172 Bean

D definido por

D:{(x,w):[Ql m]{ﬂ:o}. (4.3)

™

Assim, o sistema (4.1) pode ser expresso como se segue:
T = Apx+An, x€B,, (xv,m)€D, (4.4)

com

A= [ (Al - An) e (Anfl - An) bn (bl - bn) ce (bnfl - bn) 0nI><1 ]
Nesse caso, as matrizes 23 € R"2X"= ¢ Q5 € R"2*"~  que definem o conjunto

D, também sdo fungodes afins de (z,0d1,...,d,) representadas pelas relagoes dadas

em (4.2). Nota-se que § definida em (2.3) satisfaz 66 = diag(6;), ou , de maneira

equivalente:

51'5]' =0, (51(51 — 1) =0, Vi 75.] € Jn- (45)

De (4.2), (4.5) e expressando a varidvel de referéncia, d,,, em termos de z e das
componentes de 7, surgem outro conjunto de identidades (veja na referéncia [5]) que
podem ser incorporadas como novas linhas das matrizes €, e Q3 dadas em (4.3).

Notacoes auxiliares

A partir das fungoes 1, dadas em (2.2) que definem as regras de chaveamento,
constroem-se as matrizes ¢;, ®:

2n G =y o) Rigthir, Rix € R™=*™= {=1,...,n
=) FE;¢:Ei com . (4.6)
= i = i Risti—nyn, Rix €R, i=n+1,...,2n

onde F; sao matrizes constantes, R;; > 0 sao varidveis de escalonamento a serem
determinadas, que surgem apés a aplicagao do S-procedure ([11]). Para x € R"=,
consideram-se as matrizes ©;(z) da seguinte forma

O;(x) = Y Tijwir; €R™XM i=0,..d—1, (4.7)
j=1
com cada w; dada por wg = x, w1 = Oz, wy = 1609z, ..., wg = Oy_1---O1O¢x.

Sejam n,, ng € my = Z?:o n;, e as matrizes D € R7e*Ma [ ¢ RMaX(matn)
C € R(mafnz)xmav U e R(mafl)xma, O € R(Smafnz+ng+n,71)><(2ma+n,r)’

N € R(ma)x(matn=) qadas, respectivamente, por
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I, 0 0 0 1
~(Go(x) + ©0(x))  In, 0 0
D= 761(27) 7@1(3?) I’ﬂz 0 ,
—04-1(x) 0 Oa1(z) In, |
An Onmxnl OnanQ e Onmx»nd A T
Onl XNy tee 0n1 XN
F — On2 XNy e Ong><n7r ,
Ondxnm M Onanﬂ. i
_60(33) Inl 0 -D F
0 7@1 I, e 0
C— - ) .2 ‘ o= 0 C 0 7
. . . e : 0 Cﬂ—e
0 T 0 [ Q 0 Q ]

C
‘I’:{cmo}’ N=[1In 0],

(4.8)
sendo 1o =[ @ O(x)x 7 ] easmatrizes C; e Cry dadas em (3.6).
Dadas as notagoes auxiliares, apresenta-se o resultado principal desta secao.

Teorema 4.1 (Estabilidade regional Q, do Sistema Chaveado Afim). Con-
sidere o sistema (2.1) com as hipdteses A1-A5 e seu respectivo sistema associado
(4.1). Seja O(x), definida em (3.2), uma dada fungdo matricial em x. Considerem-
se as notagoes auzxiliares (4.6) e (4.8).

Se P, L, M, Rjy, parai=1,...,2n, k=1,...,m; resolvem o sequinte problema
de otimizacdo, onde as LMIs sdo construidas em todos os vértices do meta-politopo

B =B, xBs X By:
min  tr (P+LU+UL)  sujeito a:
ST do]

P:P7 aj r 207 l:17"'7ne7
[o} (P+ LU+ WL
0 PN roo 0 0
{N? ()}+MQ+QM+{O ¢]<Q

entao, o sistema (2.1) € assintoticamente localmente estdvel e v(x) = 2'P(x)x, com
P(x) como em (3.3), é uma fung¢do de Lyapunov para esse sistema. Também, a
regigo T definida por (3.5) é positivamente invariante, e, para qualquer z(0) € T,
a trajetdria x(t) € T YVt > 0 e se aproxima da origem quando t — oo.

A primeira LMI do teorema, estd associada a condicdo eiz’'z < v(z) < e3(1l +
e4)z'z dada na Definigdo 3.1, além de estimar o dominio de atracdo. J4 a se-
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gunda LMI estd associada & v(x) = —ezz’z(a segunda condigao na defini¢ao). Pela
limitacao do espaco, a prova do teorema assim como outros detalhes podem ser
lidos em [6].

5. Resultados Numéricos

O exemplo seguinte, encontrado em Ponce et al. [10], ilustra o potencial dessa
metodologia. Nele, apresentam-se os dominios de atragao do sistema quando usados
os conceitos de estabilidade Q,., parar =2 e r = 4.

Exemplo 5.1 (Dominio de Atracao do Péndulo Invertido). Considere-se o
problema do péndulo rotatorio invertido dado pelo sistema com saturagdo

& = Az + bsat(K'z). (5.1)
Nesse caso,
= To 1 o [ -2 ) i
nz—2,x—{x2}, A—{l _1], b—[l],K—{O]esat(u)eafungao
-1 u<-—1
de saturagao normalizada dada por sat(u) = u se |u/<1l ,u=Kz€eR.
1 u>1

O sistema (5.1) € reescrito como um sistema afim chaveado (n =3 e J3 = {1,2,3}):
Az —b reX)={zr: Kz< -1}
=49 (A+bK')z zeXo={z:K'z<1}
Az +b ze€Xs={z: K'z>1}
Assim, o sistema associado € dado por:
i = Asz+ Y7 (Ai— As)dix + b3+ 37 (b —b3)di, x € By, 6 € A,
1

com Ay = Ay = A, Ay = A+ bK',—by = bs = b, by = 0, A:{[ o } [ : } [ o ]} Para
0 1
-8
B

0

B =1, o politopo B, dado pelos vértices H 0.28 ] [ 1.56 } { 9 } {

—1.28 —1.28

Bs = Co(A). Com isso, o politopo By x Bs possui 12 vértices.

]} o politopo

Na abordagem Q., a matriz ©(x) € obtida usando (3.2) nos casos r =2 e r = 4, isto
é, d =1 ed =2, respectivamente. Foram consideradas as matrizes afins 60:[ i;g } e
@1 = [ 1‘1[2 ZEQIQ ]

Satisfeitas as condi¢coes do Teorema 4.1, a Figura 1 ilustra o dominio de atracdo
desse sistema. No lado esquerdo, as regioes Yg, e Yiiq mostram a semelhanca
dos resultados da abordagem Qs e biquadrdtica, respectivamente. A figura no lado
direito ilustra que a regido Y, (obtida na abordagem Qu) € maior que aquela obtida
em Yq,.

Figura 1: Estabilidade Qs e Q4 para o péndulo invertido.

Dado o politopo B, definido pelo seus vértices (com 8 > 0) e usando a ferramenta
LMI do software SCILAB, o dominio de atragdo (I' C B,) é obtido resolvendo o
problema de otimizagao convexa seguindo as condi¢oes do Teorema 4.1 para cada
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valor de 3 fornecido. A regido I' é otimizada quando o valor de  seja 0 méximo
possivel, realizando assim um processo iterativo. Essa regiao serd maior quanto
maior for o numero de vértices do politopo, entretanto havera um maior esforco
computacional no processamento dos programas.

Outros exemplos de sistemas com saturagao foram testados mostrando resulta-
dos menos conservadores na abordagem Q,.. Se r = 2 os resultados sao comparaveis
a abordagem biquadratica. Ja se r > 2, as regioes sao maiores em muitos dos casos
estudados.

6. Conclusoes

Neste trabalho é apresentado o conceito de estabilidade Q,. para analise de sistemas
chaveados. Para fazer a andlise regional e estimar o dominio de atracdo desses
sistemas, é usada uma funcdo de Lyapunov de tipo polinomial, v(z) = x/P(x)x,
comum a todos os subsistemas do sistema chaveado e independente das regides do
estado, onde a matriz P(x) é obtida resolvendo um problema de otimizagao usando
LMIs.

O fato de se trabalhar com uma fungdo de Lyapunov comum e polinomial difer-
encia a metodologia aqui apresentada de outras metodologias ([2, 7]) que sdo con-
venientes para a andlise global desses sistemas e utilizam fungoes de Lyapunov
quadréaticas diferentes para cada subsistema, porém muito restritivas para a deter-
minagao de dominios de atragao.

A eficdcia do conceito de estabilidade @, é mostrada nos gréaficos do exemplo
trabalhado, mostrando ser uma abordagem promissora que fornece resultados menos
conservadores. Quanto maior é a ordem da funcao de Lyapunov, maior serd a regiao
de estabilidade obtida.

Quando r = 2 a estrutura da funcéao de Lyapunov é similar que na abordagem
biquadratica, porém, a matriz P obtida nas condi¢ées do Teorema 4.1 serd diferente
e com isto se obterd uma regiao de estabilidade diferente ( e com &reas similares).

A metodologia apresentada é muito apropriada para obter estimativas de regices
de atracao limitadas. Estudos posteriores abordarao o problema de estimar dominios
de atracao ilimitados de sistemas chaveados com esse enfoque.
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Abstract. This works studies the Q,. stability analysis and calculates the attrac-
tion domain of a class of hybrid systems known as switched systems. This concept
uses a polynomial Lyapunov function that is dependent of the state and differ-
ent from the conventional quadratic one. The problem to be solve is represented
as a convex optimization problem in terms of linear matrix inequalities (LMIs).
Numerical results are given to illustrate a less conservative than the bi-quadratic
approach when the stability regions are calculated for a given example.
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