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Coloragao Total do C?

C.N. CAMPOS. C.P. de MELLO? Instituto de Computacio, UNICAMP,
Campinas, SP, Brasil.

Resumo. O niumero cromético total é o menor nimero de cores necessarias para
colorir as arestas e os vértices de um grafo de maneira que nao haja elementos
adjacentes ou incidentes que recebam a mesma cor. Neste artigo mostramos que o
ndmero cromatico total do C2, n >6,6 A+1sen#T7eA+2sen="71.

1. Introdugao

Seja G := (V(G), E(G)) um grafo simples com conjunto de vértices V(G) e conjunto
de arestas E(G). O grau de um vértice v, d(v), é o ntimero de arestas incidentes
neste vértice e A(G) (ou simplesmente A quando estiver claro no contexto) denota
o grau méaximo de G, isto é, A := max,cy(@){d(v)}. Um elemento de G é um
vértice ou uma aresta de G.

Seja S := V(G)UE(G). Uma colorag¢io total de G é um mapeamento ¢ : S — C,
tal que para todo z,y € S, onde z e y sao dois elementos adjacentes ou incidentes,
tem-se que ¢(x) # ¢(y). Quando um mapeamento nao satisfaz esta condigao,
dizemos que hé conflito. Note que, se S = V(G), temos uma coloragio de vértices
de G e, se S = E(G), temos uma coloragio de arestas de G.

O conjunto C é denominado conjunto de cores. Uma coloragao total para a qual
|C| = k ¢é denominada k-coloragdo total. Seja ¢ € C. O conjunto {z € V(G)UE(G) :
¢(x) = ¢} é denominado uma classe de coloragao de G. Assim, ¢ possui k classes
de coloragao. Dizemos também que ¢ usa k cores. Em um elemento x de G falta a
cor ¢ quando ¢(x) # ¢ e nenhum elemento incidente em ou adjacente a z possui a
cor c.

O ndmero cromdtico total de G, x,.(G), é o menor inteiro k para o qual G admite
uma k-coloracéo total. E facil mostrar que y, (G) > A(G)+ 1. Sénchez-Arroyo [14]
provou que decidir se x,.(G) = A(G)+1 para um dado grafo G é um problema NP-
completo. McDiarmid e Sdnchez-Arroyo [13] provaram que mesmo o problema de
determinar o ntimero cromatico total de um grafo bipartido k-regular é NP-dificil
para cada k fixo > 3.

Behzad [2] e Vizing [15, 16] estabeleceram, em trabalhos independentes, a con-
jectura da coloragao total (TCC), que diz que para qualquer grafo simples G,
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X, (G) <A(G) +2. Se x,.(G) = A(G) + 1, G é dito tipo 1 e se x,.(G) = A(G) + 2,
é dito tipo 2.
Um grafo é uma poténcia de ciclo, C¥, se V := {vg,..., v, 1} e E:= E*UE?U
---UE*, onde
E' = {(vjav(j+i) mod n) 0<j<n— 1}

Uma aresta e € E' é dita uma aresta de alcance i. Neste texto trabalhamos com
k=2 (C2). A Figura 1 exibe o C2, um exemplo de grafo nesta familia.

Figura 1: Grafo C2 pertencente & familia dos C2. As arestas cheias sdo as arestas
de E' e as arestas tracejadas de E2.

Behzad et al [3] provaram que os grafos completos de ordem impar sao tipo 1 e
os de ordem par, tipo 2. Kostochka [12] provou que multigrafos G com A(G) = 4
satisfazem a TCC. Zhang et al [19] provaram que os grafos de Halin com A =4
sao tipo 1. Resultados mais recentes em coloracao total podem ser encontrados
em [1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 17], entre outros. Este trabalho determina o niimero
cromético total do C2, n > 6, que sdo grafos simples, nao isomorfos ao K,, e 4-
regulares. A Secdo 2. determina o nimero cromético total de C2, com n > 6 e
n # 7, mostrando que estes sdo tipo 1, e a Se¢do 3. determina o ntimero cromético
total do C2, que é tipo 2.

2. Coloragao total do C?, n # 7

Nesta secdo, demonstramos que os grafos C2, com n > 6 e n # 7 so tipo 1. Para
isso, exibiremos uma (A + 1)-coloragdo total para os grafos desta classe.

Sejam Gy e G, dois grafos nesta classe. Seja {v{,... v} 1} o conjunto de vértices
de Gy, para i = 1,2. Sejam v} € V(G1) e v; € V(Ga) dois vértices quaisquer. O
grafo GG, resultante da colagem de Gy e G3, é definido como

V(G) = (V(G1)UV(G2)) \ {vil,v?- (2.1)
E(G) := (E(G1) U E(G2) U Eiy) \ Eout (2.2)
onde Ein = {(Uil—27%2'+1)7 (Uil—u UJ2'+2)7 (Uz'l—la UJ2'+1)a

(Uz:'l-s-m ”?—1)7 (Ui—i—l’ Ug2'—2)7 (Uz‘l+1a U?’—l)}
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e Eout == {(vilfzv Uil)v (’Uilflv Uil)v (Uz'l: vz'1+1)7 (Uilv Ui1+2)a (vilfla vi1+1)7
(1)32'—27 ’032')7 ('032'—17 1)32‘)7 (1)12'7 1)32'-&-1)7 (1)32‘7 UJ2'+2)7 (1)]2-71, UJ2'+1)}'

Os grafos G1 e Gy sio ditos geradores e os vértices v} e v3 sdo ditos pivds da

operacao de colagem. Note que o grafo G possui ny + ny — 2 vértices. A Figura 2
ilustra a operagao de colagem de G; e Gs.

Figura 2: Ilustragao da operacao de colagem: as arestas tracejadas na primeira
figura sdo removidas (E,y,:) juntamente com os vértices marcados e as arestas trace-
jadas na segunda figura sio introduzidas (E;y,).

Para facilitar a notagao consideraremos que as operagoes de colagem sao feitas

tendo como pivos os vértices v} e v3. Ademais, renomearemos os vértices de G da

seguinte forma

v =0 para [ :=0,...,n1 — 2, (2.3)
Vi, —1 1= Uiy para l:=0,...,ny — 2. (24
Desta forma, temos que o conjunto de vértices de G é dado por {vg, ..., Vn,+n,—3}-

A Figura 3 mostra como ficam os vértices do grafo G apds a renomeagao.
O lema a seguir estabelece que o grafo obtido pela operagao de colagem a partir
de dois grafos pertencentes a classe dos C2 é um grafo pertencente a esta classe.

Lema 2.1. O grafo G obtido pela colagem de dois grafos, Gy e G2, pertencentes a
classe dos C2, também é um grafo pertencente a esta classe.

Demonstragao. Uma simples verificacao mostra que o grafo G, obtido pela
operagdo de colagem de G e Ga, é 4-regular. Ademais, é possivel particionar
as arestas de G em E' e E? conforme a definicdo de poténcias de ciclo. Uma forma
simples de verificar isto é utilizar a renomeagdo das arestas definida (2.3) e (2.4),
observando que as arestas que nao foram removidas permanecem com seus alcances
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B\

Figura 3: Grafo G apés a renomeagao dos seus vértices especificada em (2.3) e (2.4).

inalterados e as arestas acrescidas possuem alcance 1 ou 2. Finalmente, por con-
tagem, concluimos que |E'| = |E?| = |V(G1)| + |V (G2)| — 2 = |[V(G)|, concluindo
a demonstragao. (I

O seguinte lema define uma maneira recursiva de construir poténcias de ciclo
utilizando a operagao de colagem.

Lema 2.2. O grafo C? pode ser gerado a partir da colagem do Cg e do C%_, para
todo n > 10.

Demonstracgao. Pelo Lema 2.1, sabemos que o grafo gerado pela colagem de duas
poténcias de ciclo é uma poténcia de ciclo. Além disso, a colagem do C2_, com o
CZ possui n — 4 + 6 — 2 = n vértices.

Por outro lado, as poténcias de ciclo que estamos considerando possuem pelo
menos 6 vértices, assim, temos que n — 4 > 6. Logo, n > 10. Il

Denominaremos os grafos CZ, C3, Cg e C3, grafos bdsicos. O Teorema 2.1
mostra que todo C2, n > 6 en # 7 é tipo 1. A demonstracao é indutiva e utiliza
a colagem do CZ e do C2_,, ambos com uma (A + 1)-coloragao total. Os grafos
bésicos formam a base desta inducdo. A inclusio do C? na base vem do fato de
que terfamos que construi-lo usando o C%, mas este é o tnico grafo que ndo é tipo
1. Uma (A + 1)-coloracdo total para cada grafo bésico é exibida nas Figuras 4(a)
a 4(d).

Seja m uma coloragao total do C2. Um vértice v; € V(C2) é dito especial quando

71'(1}1‘) = ﬂ-((v(ifl) mod ns U(i41) mod n))

O vértice v; e a aresta (v(i,l) mod n> Y(i+1) mod n) sdo ditos equivalentes. Note que
a propriedade de um vértice ser especial estd relacionada com uma coloragao total.
Uma coloracao total em que todos os vértices sao especiais é denominada coloracao
total especial. As coloragoes totais exibidas nas Figuras 4(a), 4(b), 4(c) e 4(d)
sao especiais.

Teorema 2.1. Todo C2 comn > 6 en # 7 é tipo 1. Ademais, existe uma (A+1)-
coloragao total especial para todo grafo mesta classe.

Demonstracgao. As Figuras 4(a), 4(b), 4(c) e 4(d) exibem uma (A +1)-coloragao
total especial para os grafos bésicos. Isto é suficiente para mostrar que estes grafos
sao tipo 1.



Coloragao Total do C? 181

3 0 1
4 2
3 0 1
1 2 4 1 2 4 3 \g2
4 [ 4
1 3 2 2
4 4
0 0 0
0 0 0 0
1
3 4 ° °
3 2 N ol 2 g L 4
2 4 1
2 1 3 4
4 0 3
2 2
(a) Cg (b) C3
2
1 0
2
1 3 4 0
4 1
0 0 3 3
2 4
°
0
3 4 A o
3 2
1
(c) C3

Figura 4: (A + 1)-coloragao total dos grafos bdsicos.

A demonstracio de que o C2, n > 10 e n # 11, é tipo 1 é indutiva. Suporemos
que o grafo C2_, possui uma (A + 1)-coloragdo total especial. Faremos a colagem
do C2 com o C2_,, onde o CF corresponde ao grafo G; e o C2_, ao grafo G na
Figura 2, e mostraremos como estender as coloracoes originais para uma 5-coloragao
total especial do C2.

Seja 71 a coloragdo do C2 exibida na Figura 4(a). Ajuste a notacdo para que
’/Tl(’Uo) = O7 7r1(v1) =1le 7'(1((’[}0,’[11)) = 3. Seja T © V(C%74) U E(C%74) —
{0,1,2,3,4} uma (A +1)-coloracio total especial para o grafo C2_,. Suponha, sem
perda de generalidade, que ma(vg) = 0. Por hipétese, este vértice é especial, entao
m2(v1,vn—5) = 0. Como o grafo é 4-regular, as cores 1, 2, 3 e 4 incidem em wvy.
Ajuste a notacao para que estas cores estejam distribuidas da seguinte formas:

’/TQ((’U[],’Ul)) = 2, 7(2((’[}0,1}2)) = 4, Wg((vn,(;,’l]o)) = 3, 7T2((’Un,5,’l]0)) = 1.

Como todos os vértices sdo especias esta distribuigdo de cores implica que ma(v1) =
4, 7T2(’Un,5) =3, 71'2(’02) S {1,3} e 7T2(’Un,6) S {2,4}.

Gerar o C2 a partir do C3 e C2_, implica em remover as arestas do conjunto
E,.: em (2.2) juntamente com os pivos e colar os dois grafos geradores sem estas
arestas, adicionando as seis novas arestas do conjunto Ey, de (2.2). Sendo assim,
exceto pelos elementos em E;,, cada elemento do C2 corresponde a algum elemento
(colorido) de um dos seus geradores.
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Seja z um elemento de C2 que ndo pertence a Fj,. Vamos considerar a cor de =
em C2 como sendo a cor que o elemento correspondente a o possui no grafo gerador.
Desta forma, os tinicos elementos do C2 sem cores atribuidas sio as seis arestas de
FE;in, que receberao uma nova cor. Formalmente, definimos 7, uma atribuicao de
cores para o C?2, da seguinte forma:

m(v;) = m1(vi1), para i :=0,...,4, (2.5)

T(vigs) = m2(Vit1), parai:=0,...,n —6, (2.6)
m((vi,vig1)) := 71 ((Vig1,Vig2)), para i:=0,1,2,3, (2.7)
T((Vigs,Vits)) 1= T2 ((Vig1, Vit2)), para i :=0,...,n—7, (2.8)
m((vi,vig2)) := T1(Vit1, Vit3)), para i:=0,1,2, (2.9)
T((Vigs, Vigr)) := T2 (Vig1, Vit3), parai:=0,...,n —&. (2.10)

As préximas seis arestas sdo as arestas de Ej,

Vamos mostrar que 7 é uma (A + 1)-coloragao total para o C2. As coloragoes mq
e Ty sao (A + 1)-coloragoes totais para os grafos Cg e C2_,, respectivamente. Os
vértices e arestas correspondentes aos vértices e arestas do Cg possuem as mesmas
cores de m1. Concluimos que 7 |, isto é (2.5), (2.7) e (2.9), ndo possui conflito.
Analogamente, concluimos que nao hé conflito em 7 |,.

Por construgao de m, os extremos das arestas de Fj;, recebem as cores

m(vg) :=mi(v1) =1, m(vg) = ma(v1) =4,

m(vy) = m(vg) =2, m(ve) := ma(v2) € {1,3},
m(vz) :=m(vg) =1, T (VUp_2) := ma(vn_¢) € {2,4},
m(vg) = mi(vs) = 2, T(Up—1) 1= ma(vn_s5) = 3.

Portanto, ao adicionarmos as arestas de F;, nao ligamos dois vértices que possuem
a mesma cor. Desta forma, néo hd conflito em 7 de (2.5) a (2.10).

Precisamos agora mostrar que as cores atribuidas as arestas de E;, nao geram
conflito. As arestas de FE,,; foram removidas e cada uma delas tinha uma cor
atribuida. Logo, esta cor falta nos vértices que sdo extremos destas arestas no C2.
Entao,
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em g faltam as cores 0 e 3,
em v falta a cor 1,
em v3 falta a cor 2,
em vy faltam as cores 0 e 4,
em s faltam as cores 0 e 2,
em g falta a cor 4,

em wv,_o falta a cor Je

em v,_; faltam ascores 0 e 1.

Portanto, as cores atribuidas as arestas de E;,, nao geram conflito.

Para completar a demonstragao precisamos garantir que a coloragao total obtida
para o C2 ¢ especial. Por construgao, as coloragoes totais dos grafos bdsicos
sdo especiais. Pela hipétese de indugdo, a coloragao total do C2 , é especial.
Como as cores de vértices e arestas fora de FE;, receberam cores de m e w2,
que possuem a propriedade de todos os vértices serem especiais, basta analisar
as arestas de alcance 2 de FE;, e os seus vértices equivalentes. Ou seja, basta
analisar o conjunto E% N E;, = {(vs,vs), (v4,v6), (Vn_2,0), (Vn_1,v1)}. Por con-
strugdo, m(vg) = m((vn—1,v1)) = 1, m(vg) = 7((vs,v5)) = 2, w(vs) = 7((vg,v6)) =

4 e m(vp—1) = m((vn—2,v9)) = 3. Portanto, estes vértices também sdo especi-
ais. Conclufmos que todos os vértices do C? sdo especiais e a demonstragao estd
completa. O

3. Coloragao total do C?

Nesta segao, demonstramos que o C? é tipo 2. Inicialmente, introduzimos algumas
defini¢oes e resultados existentes que sao utilizados para mostrar que nao existe
uma (A + 1)-coloracio total para o C2.

Definimos a deficiéncia de G, def(G), como

def(G):= > (A~ d(v)).
veV(G)

Seja m uma (A + 1)-coloragao dos vértices de G. Seja r o ntimero de classes de
coloracao de 7 cujo tamanho tem a mesma paridade de |V(G)|. Se

def(G)>A+1—r,

dizemos que esta coloracdo de vértices é harmonica 3. Se G possui alguma coloracao
de vértices harmonica, dizemos que G é harmonico. O Lema 3.1 foi demonstrado
por Chetwynd e Hilton em [5]. O Lema 3.2 segue da definigdo de grafo harmoénico.

Lema 3.1. Se G ¢ um grafo tipo 1, entao G € harmonico.

Lema 3.2. Seja G um grafo regular e harmoénico. A cardinalidade de cada classe
de coloragao de uma coloragao de vértices harmonica tem a mesma paridade de

V(G)I.

3Em inglés o termo é conformable.
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O lema a seguir é fundamental na determinac¢ao do niimero cromético total do
C2. Note que k < |n/2] implica que o grafo C¥ é simples e nio isomorfo ao K,,.

Lema 3.3. Seja G := Ck com n tmpar e k < |n/2|. Se G é harmoénico, entio
k<n/3-—1.

Demonstragao. Se o grafo G é harmodnico, possui uma coloragdo de vértices
harmonica . Ademais, o grafo G é regular. Pelo Lema 3.2, cada classe de coloragao
de 7 tem a mesma paridade de |V (G)|, que é impar. Portanto, concluimos que toda
cor de 7 aparece em pelo menos um vértice.

Por hipétese, k < |n/2] e n é impar. Assim, n > 2k+1. Como o grafo G possui
A = 2k, w usa 2k + 1 cores. Além disso, a paridade de cada classe de coloracao
é fmpar. Entao, pelo principio da casa dos pombos, pelo menos uma classe de
coloragao possui pelo menos trés vértices.

Sejam v;, v; e v trés vértices coloridos com a mesma cor. Ajuste a notagao
para que ¢ < j < [. Por construcao de G, cada vértice v, é adjacente aos vértices
V(m+1) mod ns - - - » U(m+k) mod n- ASSim, como v;, v; e v; sdo independentes, isto &,
nao sao dois a dois adjacentes e ¢ < j <[, temos que

j—i > k+1,
l—j > k+1,
(n—0)+i > k+1.

Simplificando o sistema de inequagoes acima, concluimos que

E<—-—1.

w|3

O

Corolério 1. Seja G := C¥, com n impar e k < |n/2]. Se k >n/3 — 1, entio G
nao € tipo 1.

Demonstragao. Suponha que G seja tipo 1. Pelo Lema 3.1, o grafo G’ é harmonico.
Pelo Lema 3.3, kK < n/3 — 1 contrariando a hipétese. ]

Teorema 3.1. O grafo C2 € tipo 2.

Demonstragao. Pelo Corolério 1, quando k = 2, n impar e 5 < n < 9, G nao é
tipo 1. Portanto, o C2 ndo é tipo 1. Para completar a demonstracgio, a Figura 5
exibe uma (A + 2)-coloragdo total para o Cz. O

Abstract. The total chromatic number is the least number of colours needed to
colour the edges and vertices of a graph so that no adjacent or incident elements
of GG receive the same colour. In this article we show that the chromatic number of
C2,n>6,isA+1ifn#7and A+2ifn="71.
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Figura 5: Coloracdo total do grafo C2.
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