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Resumo. Empregamos um algoritmo deterministico para otimizagao global baseado
em um método branch and bound, que utiliza a aritmética intervalar para o célculo
dos limites inferiores. Para testar o algoritmo, utilizamos uma fungao em que a
quantidade de minimos locais cresce exponencialmente com o aumento do ntimero
de variaveis. Resultados computacionais envolvendo problemas com até 25 varidveis
sdo apresentados. Em todos os casos, o minimo global foi encontrado.

1. Introducgao

Um problema de otimizacao global pode ser definido da seguinte forma: dadas uma
funcao continua f: R™ — R e S C R™, a regiao em que buscamos o(s) ponto(s) x*
onde o valor minimo de f ocorre, encontre o minimo global f* = min{f(z):z € S}e
o conjunto de todos os minimizadores globais de f, X*(f) = {z* € S: f(z*) = f*}.
A maioria dos métodos de programacao nao-linear [9] encontra apenas um minimo
local, ou seja, um ponto y* € S tal que existe uma vizinhanga N de y*, onde

fly*) < f(z) para todo z € NN S.

Entretanto, muitos minimos locais podem existir e os valores correspondentes da
funcao nesses pontos podem variar substancialmente. Um problema de otimizagao
global requer o desenvolvimento de algoritmos que fagam a distingao entre esses
minimos locais e localizem o de menor valor.

Em geral, nao é possivel encontrar o minimo global exatamente. Qualquer
método de otimizagao global deve levar em conta que um procedimento numérico
produz apenas resultados aproximados. Portanto, um problema de otimizagao
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global pode ser considerado resolvido se, para algum ¢ > 0, um elemento de al-
gum dos seguintes conjuntos for identificado:

Az (e) = {zeS:|lz—2a"|| <€}
Af(€) = fweS:If @)~ fE)] <o

Os métodos existentes de otimizagao global podem ser divididos em duas classes:
métodos estocdsticos e métodos deterministicos. Mas, independentemente do método
usado, deseja-se algum resultado sobre a sua convergéncia. Em alguns casos, tudo
o que pode ser dito é que o método funciona bem em um sentido empirico. Isso esta
longe de ser satisfatério. Gostariamos de obter alguma garantia de que o método
encontrard um elemento de A (¢) ou Ay (¢) em um nimero finito de passos.

Neste trabalho, empregamos um algoritmo deterministico baseado em um método
branch and bound, que utiliza a aritmética intervalar para o calculo dos limites in-
feriores. Resultados computacionais sdo apresentados para testar a otimalidade
global do algoritmo. Para isso, utilizamos uma funcdo parametrizada pelo nimero
de varidveis, onde o minimo global é conhecido e a quantidade de minimos lo-
cais cresce exponencialmente com o aumento das varidveis. Problemas com até 25
variaveis foram considerados. Em todos os casos, o minimo global foi encontrado.

O restante do artigo estd organizado da seguinte forma. Na secao 2, descreve-
mos o método branch and bound. Na secao 3, apresentamos algumas definigoes
e resultados basicos da andlise intervalar. Na secao 4, o algoritmo utilizado é
descrito. Os resultados computacionais sdao apresentados na se¢do 5. Na ultima
secao, finalizamos com algumas conclusoes.

2. Branch and Bound

Uma abordagem deterministica para resolver um problema de otimizacao global
pode ser dada por meio de uma generalizagao apropriada do método branch and
bound, que denotaremos por BB. Esse método é uma técnica deterministica bem
conhecida na drea de otimizagao combinatéria [2].

Escrevamos novamente o problema tratado: dadas uma funcao continua f :
R™ — R e S C R™ a regiao em que buscamos o(s) ponto(s) z* onde o valor minimo
de f ocorre, encontre o minimo global f* = min{f(z) : + € S} e o conjunto de
todos os minimizadores globais de f, X*(f) = {z* € S f(z*) = f*}.

Um método BB alterna entre duas etapas principais: decomposicdo, que faz
uma subdivisdao recursiva do conjunto S; e estimac¢ao, que faz o calculo de limites
inferiores e superiores para o menor valor de f numa sub-regiao de S.

Em cada passo desse procedimento, tem-se uma particao de S em subconjuntos
S (a € A), um limite inferior f (S,) sobre ;rensn f(z) para todo a € A, e um limite

superior f sobre Iniglf (z), representando o menor valor de f encontrado até o mo-
xrc

mento. Obviamente, subconjuntos S, para os quais f (S,) > f ndo podem conter
um minimo global e, portanto, sao descartados. Se depois de possiveis melhora-
mentos de f, algum subconjunto S, é mantido com f (S,) < f, entdo a particio é
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refinada e o procedimento se repete. Existem muitas varia¢oes desse esquema, cada
uma com resultados de convergéncia para o minimo global sob condigoes diferentes
(l6], [11)).

O célculo dos limites inferiores desempenha um papel fundamental no meca-
nismo BB. Uma técnica freqiientemente utilizada é usar envelopes convezos [5].
Outra possibilidade é usar técnicas de andlise intervalar.

3. Analise Intervalar

Um dos principais problemas na teoria e na pratica de métodos numéricos é o
controle dos erros devidos a representagao dos nimeros reais em um sistema de
ntmeros em ponto flutuante [3]. Esse sistema representa somente um conjunto
finito de nimeros reais. Além disso, a maioria dos nimeros reais estard entre dois
ntimeros em ponto flutuante e um deles devera ser escolhido para representa-los. O
erro cometido nesse caso é chamado de erro de arredondamento.

A andlise intervalar, também conhecida por aritmética intervalar, comecou
sendo utilizada para controlar os erros de arredondamento provenientes das operagoes
realizadas em um computador. O seu desenvolvimento moderno iniciou-se a partir
da tese de doutorado de Moore [10], em 1962.

A aritmética da anélise intervalar opera com intervalos, em vez de nimeros reais.
Cada numero real = é representado por um par de ntimeros em ponto flutuante, z e
T, representando um intervalo X = [x,Z] de niimeros reais, tal que z < z < Z. Desse
modo, temos nao sé uma estimativa para o valor de x, dada pelo centro do intervalo,
mas também uma medida da qualidade dessa estimativa, dada pelo tamanho do
intervalo. Os intervalos sdo somados, subtraidos, multiplicados, divididos, etc.,
de tal modo que cada intervalo computado X contenha o valor do nimero real x
correspondente.

Os ntiimeros a e b de um intervalo [a, b] de nimeros reais podem nao ser represen-
tados em um dado computador. Nesse caso, arredonda-se a para o maior niimero em
ponto flutuante menor ou igual a a e arredonda-se b para o menor niimero em ponto
flutuante maior ou igual a b. Dessa forma, o intervalo obtido ainda contém [a, b].
Esse procedimento é chamado de arredondamento externo. Todas as maquinas que
suportam o padrao de ponto flutuante IEEE [13], como a maioria dos PC’s e as
estagoes de trabalho, permitem o arredondamento externo.

3.1. Definigcoes e operagoes basicas

Sejam X = [z,7] e Y = [y,7] dois intervalos quaisquer. Para qualquer operagao
bindria o (4, —,* ou /) entre niimeros reais, define-se:

X oY = [min(z o y), max(z o y)].
yey yey
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Usando a defini¢do acima, obtém-se:

X+Y = [z+yT+7
X-Y = [& YT — Q]
X*Y = [a,b] (onde a = min{zy, Ty, 27, Ty} e b = max{zy, Ty, 27,7y })
1 11
= = ——| (se0g¢Y
7= 5y 0y
X 1
v = X * v (se 0¢Y).
O centro ¢ de X é definido por ¢(X) = % e o comprimento w de X é definido

porw(X)=7T— z.

Um intervalo degenerado [z,x] serd representado simplesmente por x. Para
maiores detalhes sobre essas definigoes, ver [4].

Nas regras dadas acima, excluimos a possibilidade de divisao por um intervalo
contendo zero. A aritmética intervalar estendida considera esse caso [4].

3.2. Funcoes intervalares

Uma func¢ao intervalar é uma fungao que retorna um intervalo tendo um ou mais in-
tervalos como argumentos. Considere uma funcio real f (z1,...,x,) com n varidveis
reais e uma funcao intervalar F' (X, ..., X,,) com n varidveis intervalares. A funcao
intervalar F' é uma extensdo intervalar de f, se

F(x1,...,2p) = [ (21,...,2,) paratodo z; € X;, i =1,...,n.

Ou seja, se os argumentos de F sao intervalos degenerados, entao
F (Xy,...,X,) é um intervalo degenerado igual a f (z1,...,xy) .
Uma fungéo intervalar F (Xy,..., X,,) é mondtona inclusiva, se

X;CYi, i=1,..,n=F(X1,...X,) CF(,..Y,).

7

O teorema abaixo é o resultado mais importante da andlise intervalar e é
conhecido como Teorema Fundamental da Andlise Intervalar [4]. Uma de suas
importantes conseqiiéncias é que ele permite a obtengao de limites inferiores para
serem usados em um método BB.

Teorema 3.1. Se F (X1,...,X,) € uma extensdao intervalar mondtona inclusiva
de uma fungao real f(x1,...,2,), entdo f(x1,....,x,) € F(X1,...,X,) para todo
x; € Xq;, t=1,...,n.

Demonstragao. Ver [4], p. 16. O

O intervalo obtido quando avaliamos uma funcao intervalar depende da forma
como a funcgao é representada. Por exemplo, embora

F(X)=X?>-X e F(X)=(X—-1/2)%—-1/4
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sejam extensoes intervalares para
fl@)=2%-2z (z€R),
Fy e F5 podem nao produzir o mesmo resultado quando avaliadas:
Fy ([0,2]) = [—2,4] e F5([0,2]) =[-1/4,2].

O resultado gerado por F» é o valor exato da imagem de f sobre [0, 2].

Em geral, quando uma dada varidvel ocorre mais de uma vez em um célculo
intervalar, ela é considerada uma varidavel distinta em cada ocorréncia, o que dificulta
a obtencao de intervalos mais estreitos. Esse problema é conhecido como problema
da dependéncia [12].

4. O Algoritmo

Apresentaremos agora um algoritmo de otimizagao global baseado em um método
BB que utiliza técnicas de analise intervalar. Esse algoritmo é baseado no algoritmo
de Hansen [4].

O problema é

min f (z),
onde f : R® — R é uma funcio de classe C? e X é uma caixa no R”, ou seja,
X =X; x...xX, CR" onde X; = [2;,7;] (i =1,...,n). Sejam f* o menor valor
de f em X e z* um ponto onde esse valor é atingido, ou seja, f* = f(z*).

O centro da caixa X é definido por ¢(X) = (¢(X1), ..., ¢(X,)) e o comprimento
de X é definido por w(X) = max{w(X;) :i =1,...,n}.

Para aplicar o algoritmo, ndo é necessario que a funcao f seja de classe C2.
Entretanto, com essa hipotese, podemos utilizar as informagoes provenientes do
gradiente e da Hessiana de f para eliminar regioes que nao contenham o minimo
global.

Se * estd no interior de X, entdo g(z*) = 0, onde g é o gradiente de f. Consi-
deremos uma subcaixa B de X. Se existir algum ¢ = 1,...,n tal que 0 ¢ ¢;(B),
entao g nao se anula em nenhum ponto de B. Portanto, podemos descartar a caixa
B.

Novamente, se £* estd no interior de X, entao a Hessiana H de f é semidefinida
positiva em z*. Uma condicao necessiria para isso é que, parai = 1,...,n, Hy;(z*) >
0, onde H;;(x*) sdo os elementos da diagonal de H(z*). Consideremos, entdo, uma
subcaixa B de X. Se existir algum i = 1,...,n tal que H;;(B) < 0, entao Hy;(z) < 0
para todo x € B. Portanto, H nao pode ser semidefinida positiva em nenhum ponto
de B. Por esse motivo, podemos descartar a caixa B.

Com o decorrer do algoritmo, a caixa X sera dividida em varias outras. A divisao
de caixas pode ser feita simplesmente particionando a caixa em duas, escolhendo a
varidvel intervalar X; de maior tamanho. Em [1], propde-se uma divisao diferente.
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As novas caixas geradas sdo colocadas em duas listas. A primeira lista L; é
formada por caixas B, que nao satisfazem a pelo menos um dos critérios abaixo:

€X

Ef,

INIA

w(f(B))

onde ex e £¢ sao as tolerancias dadas para a dimensdo das caixas resultantes no
final do algoritmo e para o tamanho do intervalo que contém f*, respectivamente.

A segunda lista Lo é formada por caixas que satisfazem a esses dois critérios.

Seja [f(B), f(B)] o intervalo obtido quando se avalia f(B) (note que os valores
f(B) e f(B) sio apenas limitantes para a imagem de f sobre B). A caixa B
escolhida de Ly para ser processada é aquela com o menor valor de f (B). Se B é
pequena, pode-se obter um bom limite superior para f*. Por outro lado, se B é
grande, f(B) tende a ser bem menor que o menor valor de f em B. Nesse caso,
seleciona-se uma caixa que ainda foi pouco explorada e que deve ser reduzida para
se obter melhores informagdes sobre f.

Se um limite superior u de f* é conhecido, fazemos f = u. Caso contrario,
f = oo. Se é conhecida uma aproximacio T de z*, avaliamos f nesse ponto e
definimos f como o menor valor entre u e f(7).

A seguir, descrevemos os passos do algoritmo.
Inicializacao: Particione X em duas subcaixas e coloque-as na lista L.

1: Se a lista Ly estd vazia, va para 6.
Remova uma caixa B da lista L; tal que f(B) = }EHILI} f(Y).
S er L

2: Se existe algum i tal que 0 ¢ g;(B), descarte B e v4 para 1.

3: Se existe algum i tal que H;;(B) < 0, descarte B e vé para 1.

4: Avalie f no centro de B e atualize f.
Remova qualquer caixa Y da lista L; com f(Y') > f.

5: Se w(B) <ex e w(f(B)) < ey, coloque B na lista Ly e vé para 1.
Particione B em duas subcaixas, coloque-as na lista L, e va para 1.

6: Remova qualquer caixa Y da lista Ly com f(Y) > f e saia com a lista L.

Sejam C1,...,C, as caixas restantes em L,. Calcule f = 112112 f(C;). Temos
A iy

entao que

f<f<rf

w(C;) <ex

para toda caixa C; € Lg (ver [4], p. 127). A lista Ly contém os minimos globais do
problema.
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5. Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram realizados em um Pentium III 700 MHz com 256
MB de memoria RAM. O cédigo, em Fortran 90, é uma adaptacao do cédigo de R.
Kearfott [7].

Para testarmos computacionalmente o algoritmo, seria interessante usarmos uma
fungao onde o minimo global fosse conhecido. Para isso, usaremos uma func¢ao que
apresenta duas caracteristicas principais: possui um tinico minimo global conhecido
e a quantidade de minimos locais cresce de forma exponencial com o tamanho do
problema.

A fungao teste f tem a seguinte expressao:

n

(=1
= 1+ cos(3x;) + )
/ ; ( (322) 1/10.60099896 — 4.141720682(cos ;)

onde z; € [0,5]. Em [8], demonstra-se que a quantidade de minimos locais dessa
funcao é 2™ e que existe apenas um minimizador global, dado pela seqiiéncia

a,b,a,b,a,b,...,

onde a = 1,039195303 e b = 3, 141592654.
Com 25 varidveis (o maior problema em que aplicamos o algoritmo), a quanti-
dade de minimos locais é:
(2°%) > 30 x 10°.

Ou seja, mais de 30 milhdes de minimos locais!

A seguir, damos o valor do minimo global para n =5, ...,25 (a = 1,039195303 e
b = 3,141592654):

f(a,b,a,b,a
fla,b,a,b,a,b
fla,b,a,b,a,b,a
fla,bya,b,a,b,a,b) = —0,32894643
fla,b,a,b,a,b,a,b,a) = —0,67162514

) = —0,50715193
):
):
):
):
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b) = —0,41118303
):
):
):
):
):
) =

—0, 24670982
—0, 58938853

f(a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a) = —0,75386174
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b) = —0,49341964
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a) = —0, 83609836
f(a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b —0, 57565625
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a —0,91833496
fla,bya,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b —0,65789287
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f(a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b
fla,bya,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a) = —1,08280818
f(a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b) = —0,82236608

) = —1,00057157
) =
) =
) =
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a) =—1,16504479
) =
) =
) =
) =

—0, 74012947

f(a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b —0,90460269
f(a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a) = —1,24728141
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b) =—0,98683929
fla,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a,b,a —1,32951801.

5.1. Resultados numéricos

Na tabela 1, apresentamos os resultados numéricos obtidos aplicando o algoritmo
em problemas com n = 5,...,25 (ex =¢&f = 107%). A coluna N apresenta o niimero
de variaveis, a coluna f apresenta o numero de avaliagoes da funcao, a coluna V{
apresenta o ntmero de avaliacoes do gradiente da funcao, a coluna V2f apresenta o
numero de avaliagoes da Hessiana da fung¢ao, a coluna NOS apresenta o nimero de
caixas processadas pelo algoritmo, a coluna f* apresenta o menor valor da fungao
obtido, a coluna CPU(s) apresenta o tempo em segundos gasto para a obtencao
do minimo global e a coluna CPU(h) apresenta o tempo em horas gasto para a
obteng¢dao do minimo global.

N f Vvf VY NOS f* CPU(s) CPU(h)
5 90 12 18 17 -0,5072 0,83 0,0002
6 113 58 24 18 -0,2467 1,44 0,0004
7 168 63 30 19 -0,5894 247 0,0007
8 215 96 37 21 -0,3289 4,32 0,0012
9 350 114 46 24 -0,6716 6,70  0,0019

10 497 160 57 32 -0,4112 12,24 0,0034

11 896 298 63 61 -0,7539 2247  0,0062

12 1154 380 105 96 -0,4934 34,56 0,0096

13 1600 474 185 142 -0,8361 50,53 0,0140
14 2964 1354 294 254 -0,5757 97,20 0,0270
15 9333 2073 423 536 -0,9183 218,4 0,0607

16 10852 4258 734 1105 -0,6579 448,2 0,1245
17 21949 9485 2509 3377 -1,0006 1167 0,3242
18 45789 15485 5421 7128 -0,7401 3075 0,8542

19 100026 36053 10078 12563 -1,0828 6365 1,768
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20 174857 59125 16585 19587 -0,8224 10126 2,813
21 253358 91908 25441 33060 -1,1650 19480 5,411
22 385745 148522 41525 56123 -0,9046 34657 9,627
23 662161 250506 67139 92950 -1,2473 62730 17,425
24 1019868 425781 107285 154212 -0,9868 123232 34,231
25 1779637 704548 192735 258393 -1,3295 297100 82,528

Tabela 1: Resultados com n =5,...,25 (ex = = 10*)

E importante destacar que, neste trabalho, nao estamos considerando a eficiéncia
do método utilizado. Qualquer algoritmo baseado em um método branch and bound
tem, no pior caso, complexidade exponencial. Isso ficou evidente nos resultados
computacionais. Em contrapartida, pode-se garantir que o minimo global estara
em um dado intervalo, tao pequeno quanto se queira, algo que nenhum método
estocdstico ou heuristico pode fazer. Isso explica porque, na tabela acima, os valores
da coluna f* estdo representados com apenas 4 casas decimais. Na verdade, esse
valor é o ponto médio do intervalo obtido pelo algoritmo, com comprimento dado
por €5 = 10~%. Para obter resultados com uma precisao maior, basta diminuir o
valor de 5.

6. Consideracoes Finais

A maioria dos métodos computacionais de otimizacdo global é de natureza es-
tocastica ou heuristica. Portanto, ndo garantem que a solugao encontrada seja
o minimo global.

Empregamos um algoritmo deterministico baseado em um método branch and
bound, que utiliza a aritmética intervalar para o cdlculo dos limites inferiores. Este
algoritmo produz um intervalo, tao pequeno quanto se queira, que contém o minimo
global. Para testar o algoritmo, usamos uma fun¢do onde o minimo global é
conhecido e a quantidade de minimos locais cresce exponencialmente com o au-
mento do nimero de varidveis. Problemas com até 25 varidveis foram considerados.
Em todos eles, o minimo global foi encontrado.

Como prosseguimento deste trabalho, além da paralelizacao do método branch
and bound, pretendemos desenvolver um método hibrido que incorpore as carac-
teristicas dos métodos estocdsticos, a fim de reduzir o tempo computacional. Nesse
sentido, os resultados apresentados neste artigo tornam-se um passo importante
para atingir esse objetivo.

Abstract. We use a deterministic algorithm for global optimization problems. The
algorithm is based on a branch and bound method that uses the interval arithmetics
for computing lower bounds. The algorithm was applied to a scalable test function
with known global minimum and an exponentially growing number of local minima.
Problems with up to 25 variables were successfully solved.
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