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Resumo.Um modelo matematico para predi¢gao do didmetro equivalente da regiao
anular em leitos de jorro cilindricos é apresentado. A solugdo deste modelo requer
a minimizacdo de uma integral sujeita a uma restrigdo cuja funcdo que a caracte-
riza apresenta-se na forma de uma integral definida (Problema Isoperimétrico). Se-
gundo esta modelagem o cédlculo da dimensao da regido anular depende do didmetro
médio do jorro, bem como do dngulo de expansdo/contracdo da interface jorro-anulo
proximo a entrada do leito. Enquanto que para estimar o primeiro parametro do
modelo existem equagdes empiricas disponiveis, o calculo do segundo requer uma
rigorosa andlise de tensdes na regido anular préxima & entrada do leito ([3]). Para
evitar este complexo procedimento de calculo, para estimativa do angulo de ex-
pansio/contragao do jorro, propde-se um procedimento matemdtico alternativo. O
desvio médio obtido por comparagao entre resultados gerados por simulagao e perfis
experimentais confirma a validade do modelo.

1. Introducgao

O leito de jorro é essencialmente um equipamento que propicia um intimo con-
tato entre fluido e particula favorecendo certas operagoes industriais de interesse
comercial como secagem, resfriamento, revestimento e reagoes sélido-fluido. A
primeira unidade comercial a utilizar este tipo de tecnologia foi instalada em 1962,
no Canadd, com o objetivo de secagem de cereais. Atualmente existem intmeras
instalagoes industriais em atividade operando com diferentes propdsitos.

O equipamento pode ser descrito basicamente como um vaso aberto no topo
e preenchido com particulas relativamente grosseiras (1-8 mm de didmetro). O
fluxo de fluido provoca uma corrente ascendente de particulas formando um ntcleo
central que se distingue em meio ao leito de sélidos. As particulas transportadas
pelo fluido apés alcangarem certa altura acima do nivel do leito (regido chamada de
fonte) caem pela lateral, na regido anular, entre a zona de baixa concentragao de
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sélidos e a parede do vaso, formando um leito poroso descendente com percolagao
contra-corrente do fluido.

A introducao de um fluido através de uma pequena abertura central localizada na
base do vaso estabelece um modelo ciclico e sistematico de movimento dos sélidos. O
fluxo de fluido provoca uma corrente ascendente de particulas formando um nucleo
central vazio em meio ao leito de sdlidos. As particulas transportadas pelo fluido
apos alcangarem uma certa altura acima do nivel do leito (regido chamada de fonte)
caem pela lateral, na regiao anular, entre o nucleo vazio e a parede do vaso, for-
mando um leito poroso descendente com percolagao contra-corrente do fluido. As
particulas que atingem o niicleo central, denominado regiao de jorro, sao novamente
langadas até o topo do leito. Este tipo de sistema de contato sélido-fluido é descrito
extensivamente na literatura ([7], [4], [5], [9] e [2]). Um esquema de um leito de
jorro cilindrico é apresentado na Figura 1.
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Figura 1: (A) - Representagio esquemdtica do movimento de particulas em um leito
de jorro cilindrico com angulo de contragao do jorro na entrada (v negativo); (B)
- Ampliagao da regiao préoxima a entrada de um leito cilindrico com expansao da
interface jorro-dnulo (y positivo).

A inabilidade de fazer predigoes da posicao da interface jorro-anulo tem se
demonstrado um dos maiores problemas no desenvolvimento de modelos interes-
sados em gerar perfis fluidodindmicos e de temperatura ([3]). O conhecimento do
didmetro ou da largura do jorro é de grande importancia para o entendimento e
modelagem da hidrodinamica e para o projeto de leitos de jorro ([8] e [2]).

Viérios estudos experimentais ([6], [10], [1], [11] e [8]) demonstraram que a
variagao do diametro equivalente da regiao anular com a altura do leito é uma
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fungao complexa dos parametros geométricos e das condigoes de operagao do leito.

Neste trabalho apresenta-se um modelo variacional, o qual é obtido por mini-
mizagao de uma funcional sujeita a uma restricao, no sentido de predizer os per-
fis axiais de diametro equivalente da regidao anular em leitos cilindricos. Com o
propdsito de confirmar a aplicabilidade do modelo no intervalo de condigoes de
operagao estudado, os resultados obtidos por simulagao sao comparados com resul-
tados experimentais apresentados na literatura ([10]).

2. Modelo Matematico

O funcional a ser minimizado com o propésito de obter-se a variacao do diametro
equivalente da regido anular com a altura do leito é encontrado aplicando-se o
principio da minima ac¢do de Hamilton ao caso investigado. A aplicagao deste
principio implica que o trabalho realizado para criar a cavidade do jorro é igual
a energia consumida por forgas externas tentando impedir sua formacgao. KEssen-
cialmente isto significa que a cavidade do jorro adquire uma forma fixa de modo a
minimizar a energia requerida para evitar o colapso do leito de sélidos. De acordo
com a defini¢do classica de trabalho, seria necessario minimizar a pressao interfa-
cial, a drea e o comprimento da interface jorro-anulo (I). Uma vez que a pressao
interfacial é constante para uma dada condicao de jorro estavel, o trabalho minimo
requerido é obtido minimizando-se somente o comprimento e a area interfacial.

[©N

Apesar do interesse particular deste trabalho em leitos de jorro cilindricos
importante ressaltar que em leitos de jorro bidimensionais a &drea interfacial
obtida multiplicando-se a largura do jorro pela altura da interface jorro-anulo.
Considerando-se que neste tipo de geometria a largura do jorro coincide com a
da coluna, a qual permanece constante ao longo da altura, a minimizacao da
energia requerida para formar a cavidade do jorro em leitos bidimensionais implica
somente na minimizagao da altura interfacial (I).

(e

Freqiientemente, assume-se na literatura que os perfis fluidodinamicos e de
variagao do diametro equivalente da regiao anular com a altura sao simétricos em
relagdo a um eixo longitudinal localizado no centro da area de segdo transversal do
leito. Como conseqiiéncia, a predi¢do da variagdo do didametro da regiao de jorro
com a altura em leitos cilindricos ndo depende da posicdo (6) ao longo do arco de
circunferéncia. O problema é portanto matematicamente reduzido a um sistema
de duas dimensdes (r,z), completamente definido em um corte axial de espessura
infinitesimal da coluna ao longo do eixo de simetria. Portanto, sob o foco de equa-
cionamento matematico, um leito bidimensional e cilindrico podem ser tratados
igualmente.

Matematicamente tem-se um problema isoperimétrico que consiste em encontrar
uma fun¢do rs(z) que minimize a integral definida na equagéao (2.1). A solugao deste
tipo de problema tem sido apresentada na literatura com variados propdsitos ([3] e

[12]),
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onde f(z,rs,%) e g(z,rs,%) sao definidos, respectivamente, pelas equagoes (2.3) e
(2.4)

1

=) (2:)

g=rs. (2.4)

Uma condicao necessaria para I ter um extremo é que r, satisfaca a equacao de
Euler-Lagrange (2.5). Visto que, como o raio do jorro depende da restrigdo de-
terminada pela equagao (2.2), para minimizar I é também necessario introduzir o
método dos multiplicadores de Lagrange, [12]

doF oF
dz " Org 0z

0, (2.5)

onde
F=f+M\g. (2.6)

Resolvendo-se a equacao de Euler-Lagrange é possivel finalmente propor uma ex-
pressao analitica para predizer a variagao do diametro do jorro com a altura do
leito.

ds =2 |Cy — % 1-— ()\Z + 01)2 . (27)

O didmetro equivalente da regiao anular pode portanto facilmente ser calculado
através da seguinte expressao:

d, = D, — d,. (2.8)

As constantes de integracao C; e Cy sao obtidos respectivamente pelas condigoes

de contorno rs(z =0) =1; e (3;5 (z=0)=tan(y) .
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tan (v)

O = ——2)__
V1 + (tan (7))?
Cymmy s VIZCL (2.10)

A

(2.9)

O multiplicador de Lagrange A pode ser estimado pela equagao (2.11), usando um
método para cédlculo de zero de fungoes.

HD,
2

= HC, — (o ){(\H + C1)V/1 = (NH 1 C1)2

2)2
—C1\/1 - C}+sin P (AH +Cy) —sin 1 (Cy)}. (2.11)

3. Resultados e Discussoes

Como previamente mencionado, o modelo matemético dado pela equacdo (2.7)
depende do didmetro médio do jorro, D, e do adngulo de expansdo/contracio na
entrada do leito, 7. As equagbes empiricas disponiveis para estimativa do diametro
médio da regiao de jorro sao freqiientemente ajustadas utilizando-se um niimero lim-
itado de dados experimentais. Atualmente, mesmo a equagdo mais freqiientemente
utilizada na literatura, [8] tem sua confiabilidade questionada. De acordo com [2]
esta equacao leva a superestimar o diametro do jorro em colunas cilindricas. Devido
a inexatidao das equacgoOes disponiveis para predizer a medida do didmetro médio
do jorro para leitos cilindricos, este parametro foi encontrado resolvendo a equagcéao
(2.2), aplicando a regra de Simpson e utilizando perfis experimentais da variagao
do didmetro do jorro com nivel do leito apresentados em [10].

Neste trabalho o cdlculo do 4ngulo de expansao/contragao na entrada do leito é
proposto assumindo-se que o mesmo adquire um valor que minimize o comprimento
da interface jorro-anulo. Novamente aplicou-se o principio postulado por Hamilton.
O menor valor do comprimento da interface jorro-anulo para uma dada condicdo
de operagao determina o dngulo de expansao/contragdo. Substituindo-se a forma
diferencial da equacao (2.7) na equagao (2.1) e integrando-a na diregao longitudinal,
resulta

sin~! (A\H 4 Cy) —sin™! (Cy)
A

I =

(3.1)

Contudo este procedimento é dispendioso, visto que para uma Unica condig¢ao
de operacio é necessério resolver a equagao (3.1) para vérios angulos de expansao
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/contragdo do jorro. Uma solugdo mais rdpida pode ser obtida diferenciando-se a
equagdo (2.9) em relagdo ao angulo de expansdo/contragio da interface jorro-anulo
e igualando a derivada a zero, obtendo-se portanto o valor de C; correspondente
ao minimo valor da altura interfacial, equagao (3.2). Finalmente, substituindo-se a
equagdo (3.2) em (3.3) pode-se encontrar o valor do dngulo de expansao/contragao
que minimiza a energia necessaria para manter a cavidade de jorro.

Cy = —\H, (3.2)

| &}
v = tan~! 171012. (3.3)

O préximo passo foi verificar a confiabilidade do modelo matemético previa-
mente descrito para representar a variagao do diametro equivalente da regiao anular
com o nivel do leito. Diferentes condigoes de operacao, apresentadas na Tabela 1,
foram utilizadas para testar sua consisténcia. Todas as simulagoes realizadas uti-
lizaram o didmetro médio experimental do jorro e o dngulo de expansao/contragao
obtido através da equagao (3.3).

Tabela 1: Condigoes de operacdo de Thorley et al., 1959, [10] consideradas neste
trabalho.

C’orrida| A | B

D. 0,61 | 0,61
D; 0,051 | 0,101
H 183 | 1,83
Q 0,098 | 0,121
~y 12 | 1,1
D, 0,076 | 0,078

A Figura 2 apresenta os valores estimados e experimentais de d, para as condigoes
de operacoes relatadas nas corridas A e B da Tabela 1. Pode-se observar a partir
da Figura 2 que os resultados obtidos por solu¢ao do modelo estao em bom acordo
com os resultados experimentais mesmo quando ocorre contragao da interface jorro-
anulo préoximo a entrada do leito. Esta versatilidade do modelo é muito importante
visto que a forma da cavidade do jorro em questao freqiientemente ocorre em leitos
estaveis.

Embora para as condicoes de operacao aqui relatadas este modelo matemaético
seja capaz de descrever com boa precisao a variagao do diametro equivalente da
regiao anular, sua confiabilidade parece ser restrita para condigoes de jorro estavel.
Alguns resultados experimentais obtidos em [11] préximos & minima velocidade
do jorro estavel indicam perturbagoes que se desenvolvem proximas ao orificio de
entrada de ar e se propagam como ondas ao longo de todo o leito.
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Figura 2: Comparagao entre resultados experimentais e calculados para as condigoes
definidas nas corridas A e B da Tabela 1.

4. Conclusoes

A solucao de um problema isoperimétrico foi proposta com o objetivo de de-
terminar a variagao do didametro equivalente da regiao anular em leitos de jorro
cilindricos. O principio de Hamilton foi aplicado para obtengao da integral a ser
minimizada, bem como na estimativa do dngulo de expansao/contragao do jorro.
Este parametro foi assumido como o valor necessario para minimizar o compri-
mento da interface jorro-anulo. Para ambas as condig¢oes de operagao investigadas
obteve-se um desvio médio relativo entre valores experimentais e calculados inferior
a 2%.

5. Lista de Simbolos

C, constante de integragao definida pela equagao (2.9)
C, constante de integragao definida pela equagao (2.10)
ds didametro do jorro, m

D. diametro da coluna, m

D; diametro do orificio na base do leito, m

D, diametro médio do jorro, m

f fungdo definida pela equagdo (2.3)

F funcao definida pela equacgao (2.6)
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fungdo definida pela equagdo (2.4)

vazao volumétrica, m?

altura do leito de particulas, m

comprimento interfacial jorro-anulo, m

fungao restrigao

raio do orificio na base do leito, m

raio do jorro, m

coordenada axial no leito, m

angulo de expansao/contragdo do jorro préximo a entrada do leito

multiplicador de Lagrange (m 1)

Abstract.A mathematical model for predicting the annular diameter in cylindrical
spouted beds is proposed. The model solution requires finding a function that ex-
tremizes an integral which must satisfy a definite integral constraint. This kind of
mathematical problem is frequently called an isoperimetric problem. The annular
diameter predictions depend on the average spout diameter and on the spout ex-
pansion angle. While there exists empirical equations available to estimate the first
model parameter, the second one requires a rigorous stress analysis of the particles
at the entrance of the bed ([3]). To avoid this difficulty this work proposes a simple
mathematical strategy to calculate the spout expansion angle. The average error
between calculated and experimental results confirms the reliability of the proposed

model.
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