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Resumo. Neste trabalho propomos e investigamos as propriedades de um modelo
de programagao inteira mista para determinar o dimensionamento de lotes de uma
fabrica de refrigerantes. A fabrica produz refrigerantes de véarios sabores e em
diferentes tipos de embalagem. A linha de producédo é tal que os vasilhames sao
colocados em uma esteira rolante e passam por diversos estagios. Inicialmente os
vasilhames sao lavados, em seguida sdo enchidos com uma determinada quantidade
de xarope e agua carbonada, seguem pela esteira onde sdo fechados, rotulados e
empacotados. As maquinas precisam de um tempo de preparagao toda vez que um
novo sabor e/ou novo tamanho de vasilhame for utilizado. No modelo é considerado
também a capacidade da unidade de produgao, e a capacidade e disponibilidade dos
tanques que armazenam o xarope.

1. Introducao

O desenvolvimento e a solugao de modelos de programagao matematica aplicados
a situagoes do mundo real sao grandes desafios para os pesquisadores no mundo e
em particular no Brasil. Além das dificuldades préprias da natureza do problema a
ser modelado, surgem dificuldades relativas ao relacionamento entre o pesquisador
e a empresa estudada que vao desde o sigilo relativo aos dados da empresa até
a necessidade de se comprovar a eficiéncia do uso de modelos mateméticos para
a otimizacao dos processos. E necessdrio mostrar que a construcao de modelos
matematicos dos processos de uma dada empresa constitui um excelente método
para o entendimento das estruturas da mesma ([16]), pois para a construgdo de
modelos mais realistas é necessario estudar e aprender as complexas inter-relagoes
entre os varios setores da empresa.

Neste trabalho propomos um modelo de programacao inteira mista para o plane-
jamento da producdo de uma fabrica de refrigerantes local. A fdbrica produz re-
frigerantes de vérios sabores e diferentes tipos de embalagem. A linha de producgao
é tal que as maquinas precisam de um ajuste sempre que um novo sabor e/ou novo
tamanho de vasilhame for utilizado. A fabrica também faz entregas e o espago
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para armazenamento no depdsito é restrito. Os produtos devem ser armazenados
de forma a facilitar a remoc¢ao posterior de acordo com os pedidos.

O modelo proposto neste trabalho é um modelo de dimensionamento de lotes
capacitado com tempo e custos de preparo que inclui restrigoes adicionais para
controlar a disponibilidade de xarope e espago de armazenamento dos produtos.

Modelos de dimensionamento de lotes com tempo de preparo sao modelos dificeis,
tanto do ponto de vista de obtencdo de uma solugao vidvel quando algoritmos
heuristicos sdo utilizados, como do ponto de vista de resolugdo. No entanto, des-
considerar o tempo de preparo das méquinas (set-up) no dimensionamento dos lotes
pode levar a modelos com solugbes nao implementdveis. Trigueiro et al. [14] apre-
sentam uma discussao muito interessante sobre a necessidade de incorporar explici-
tamente o tempo de preparo em modelos de sistemas onde o tempo de ajuste das
méquinas é importante no planejamento da producao. Existem poucos trabalhos
na literatura que tratam especificamente do problema de planejamento da produgado
na industria de bebidas. Podemos citar, por exemplo, Clark [2] e Toledo et al. [15]
que fazem uma discussao sobre o tema diferente da abordagem proposta no presente
trabalho. Clark [2] propde umn modelo que inclui varidveis inteiras para controlar a
quantidade de xarope disponivel nos tanques. A inclusao destas varidveis aumenta
a dificuldade de solug@ao do modelo. Clark propoe ainda uma heuristica de busca em
vizinhancga baseada na relaxagao linear do problema. O modelo proposto em Toledo
et al. [15] trata simultaneamente do problema de dimensionamento de lotes e de
sequenciamento dos produtos considerando varias linhas de produgao. A validagao
preliminar do modelo é feita utilizando um sistema comercial na resolugao de trés
problemas teste com dados reais de uma empresa de grande porte.

As demais segoes deste artigo estdo organizadas como segue. Na Secao 2 apre-
sentamos com mais detalhes o sistema de produgao da empresa estudada; a Secao 3
apresenta o modelo de programacao inteira mista desenvolvido; na Se¢do 4 fazemos
um estudo da estrutura combinatéria do modelo proposto; a Secao 5 apresenta um
estudo computacional preliminar desenvolvido para testar o grau de dificuldade do
modelo. Para finalizar, apresentamos, na Secdo 6, as consideracoes finais sobre o
trabalho e as referéncias bibliograficas.

2. A Linha de Producao

A fébrica de refrigerantes em questao é uma empresa de médio porte situada na
regiao de Sao José do Rio Preto-SP. A empresa é organizada em trés setores:
producao, armazenamento e transporte. Considerando a complexidade de otimizar
simultaneamente as operagoes dos trés setores, estudamos inicialmente o setor de
produgao, levando em consideragao a existéncia de um espago limitado para ar-
mazenamento dos produtos.

A empresa produz refrigerantes em 12 sabores que sdo embalados em diferentes
tipos de vasilhames. Sao utilizadas garrafas de pléastico descartdveis e garrafas de
vidro que precisam ser esterilizadas antes de receberem o liquido. Existem no total
10 tipos diferentes de tamanhos entre as embalagens de pléstico e as de vidro. Os
insumos necessarios para a producgao sao: xarope de diversos sabores, vasilhames
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descartaveis e vasilhames reciclaveis, rétulos variados, tampas e dgua gaseificada.

A produgdo dos refrigerantes é realizada em trés etapas: preparo do liquido,
ajuste das maquinas e finalizacao do produto.

Os xaropes sao preparados em quantidades pré determinadas (1310 litros), chama-
das de “tachadas”, com capacidade para produzir 7860 litros de refrigerante. O
xarope utilizado na producao dos refrigerantes é armazenado em tanques que sao
ligados através de mangueiras especiais as linhas de producao. A fibrica possui trés
tanques pequenos e quatro tanques grandes. Os tanques devem trabalhar com uma
quantidade minima de liquido suficiente para cobrir a hélice que mistura os ingre-
dientes e assim garantir a homogeneidade do xarope. Na linha de produgao, um
proporcionador mistura o xarope composto com agua tratada. Esta mistura recebe
gas carbomnico e se torna a bebida que vai para a maquina que enche os vasilhames.

As méquinas sao ajustadas inicialmente para produzir refrigerantes de um deter-
minado sabor em um determinado tamanho. Se for necessario fabricar outro tipo
de refrigerante é preciso parar a linha de producao e fazer ajustes nas maquinas
para produzir um item de outro sabor e/ou tamanho.

Toda a producao da fabrica é realizada por trés linhas de producao. Uma linha
de produgao ¢é constituida por uma esteira rolante e diversas maquinas alinhadas em
série. As maquinas sao utilizadas para esterilizar os vasilhames, encher as garrafas
com o liquido, fechar, rotular, codificar e empacotar os refrigerantes. Ao final do
processo, os pacotes de refrigerantes sao colocados nos paletes e estocados. Existe
apenas uma entrada e uma saida de vasilhames. Um esquema do setor de produgao
da fébrica esta ilustrado na Figura 1.

O gargalo de uma linha de produgao é a méaquina que enche os vasilhames
(enchedora), pois é a sua capacidade que determina a produ¢ao. A mdquina enche-
dora possui varias valvulas, o que possibilita o enchimento de mais de uma garrafa
quase que simultaneamente. A enchedora das linhas de producgao 1 e 2 possuem 42
vélvulas e da linha 3 possui 64 védlvulas. A parte pds-enchedora (fechar, rotular,
codificar, empacotar) deve ter capacidade maior que a da enchedora, assim como
a parte pré-enchedora (lavagem, preparo do liquido), pois se a enchedora estiver
trabalhando bem o restante da linha de produgdo deve acompanha-la.

Os pedidos de refrigerantes sao recebidos diariamente. O gerente da produgao
anota os pedidos do dia anterior no inicio do 1° turno de cada dia, verifica a parcela
do pedido que pode ser atendida usando produtos em estoque e determina o que
serd produzido. O espago para o armazenamento dos refrigerantes é restrito.

O problema que estamos abordando neste artigo é a determinacgdo de quanto
produzir em cada dia de forma a satisfazer a demanda e minimizar os custos de
produgao e armazenamento.

3. O Modelo Matematico

Discutimos a seguir o modelo matematico proposto para o planejamento da produgao
da fébrica de refrigerantes (FR) descrito na segdo anterior. Este modelo retrata
matematicamente o planejamento considerando apenas uma linha de producao,
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Figura 1: Esquema do setor de Producao da Fébrica de Refrigerantes

tempo e custo de preparo das miquinas. Ferreira [7] apresenta um modelo onde sao
incluidas também varidveis de inicializagdo das maquinas (start-up variables).

O planejamento consiste em determinar a quantidade de refrigerante que sera
produzida de forma a satisfazer a demanda do mercado, nao ultrapassando as ca-
pacidades da fabrica e com objetivo de minimizar os custos de produgao, armazena-
mento e preparo de médquinas. Considerando que a fabrica produz s sabores de
refrigerantes em ¢ tamanhos e em t periodos, podemos modelar o problema usando
os indices e varidveis definidos a seguir.

Indices:

1:sabor, 7 =1,...,s; j: tamanho, j = 1,...,q; t : periodo, = 1,...,n;

Variaveis:

x;j¢ = numero de caixas de refrigerante do sabor i, de tamanho j, produzidas no
periodo t;

y;+ = numero de tachadas de xarope do sabor ¢ usado no periodo t;

e;j+ = numero de caixas de refrigerantes do sabor 7, de tamanho j, em estoque ao
final do periodo t;

I 1, se a mdquina estiver ajustada para a producgao do sabor i no periodo ¢
u 0, caso contrério;

1, se a maquina estiver ajustada para a produgdo do tamanho j no periodo ¢
Wiy = ,
at 0, caso contrdrio.

Dados: Considera-se conhecidos os seguintes valores:
b;; = nimero necessario de litros de xarope na producao de uma caixa de refrige-
rante do sabor i, de tamanho j;
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ki; = tempo de produgao, em horas, de uma caixa de refrigerante do sabor 4, de
tamanho j;

o; = tempo de preparagao, em horas: troca para o sabor ;

f; = tempo de preparagao, em horas: troca para o tamanho j;

h; = tempo disponivel no periodo ¢, em horas;

& ; = custo de produgao de uma caixa de refrigerante do sabor ¢, de tamanho j;
¢ = custo de armazenamento de uma caixa de refrigerante de tamanho j;

sab
7
tam

% = custo de preparagao: troca para o sabor o i;

c = custo de preparacao: troca para o tamanho j;

dij+ = demanda em nimero de caixas de refrigerante do sabor 4, de tamanho 7, no
periodo t;

¢; = capacidade de producgao do periodo ¢, em numero de tachadas;

Gmin(¢maz )= quantidade minima (méxima) de xarope no tanque;

| = capacidade do estoque em metros ciibicos;

a; = espaco ocuipado, em metros ciibicos, por uma caixa de refrigerante de tamanho
7 no estoque;

M = constante de valor alto.

Propomos, entao, um modelo de programacao inteira mista que é dado por:

S q n
min Y. Y. > ( cfjxijt+c?eijt+cf“bzu—l—c;-amwjt)
i=1 j=1 t=1
Sujeito a:
q .
> bijriy = 1310y, i=1,..,st=1,..n. (3.1)
j=1
S
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Tijp < Mwj, i=1,.,87=1.,¢t=1..,n. (3.5)
eijtfl =+ l'ijt = dijt =+ 6ijta 1= 1, ,b,] = 1, ey g5 t= 1, ceay T0. (36)

S q
Z Z a;€ijt < l, t= ]., ey N (37)

i=1 j=1
qminZij S Yit S qmazxZij, 1= 1; cey 53 t= ]-7 ey T (38)

Tijt =20, ¥t >0, €556 20, 24 =00ul, wjz =0o0ul,
t=1,..,8 j=1,....,q; t=1,...,n.
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O objetivo é definir um programa para a producao dos refrigerantes que minimize
os custos de produgao, os custos de armazenamento, e os custos de preparo das
méquinas. As restrigoes de capacidade (3.1), (3.2) e (3.3) modelam, respectiva-
mente, que a quantidade de xarope utilizada na produgao dos refrigerantes deve ser
igual a quantidade de xarope disponivel no periodo, isto é todo o xarope preparado
deve ser utilizado na produgao; que a quantidade total de tachadas utilizadas na
producao dos refrigerantes nao deve ultrapassar a capacidade da fabrica, medida em
namero de tachadas; e que o tempo de produgao dos refrigerantes, mais o tempo que
requer o preparo das mdquinas (troca de sabor e/ou tamanho) tem que ser menor
ou igual ao tempo disponivel para a producdo em cada periodo. As restri¢oes de
preparo (3.4) e (3.5) garantem que a producdo de um refrigerante do sabor i, de
tamanho j, no periodo t seja feita apenas se as maquinas estiverem ajustadas para
tal. As restrigoes (3.6), (3.7) e (3.8) garantem, respectivamente, o balanceamento
entre a produgao e o estoque, que o espago limitado para armazenamento dos re-
frigerantes seja respeitado e a quantidade minima (e méxima) de xarope presente
nos tanques caso haja producao do sabor i no periodo t.

As varidveis z;; e wj; sdo conhecidas na literatura como varidveis de preparagao
das méaquinas (set-up variables [14]). Neste modelo consideramos que o tempo de
ajuste da méquina para um determinado sabor (tamanho) é independente do sabor
(tamanho) usado anteriormente, de acordo com a pratica realizada na empresa
estudada.

Considerando apenas os conjuntos de restri¢oes (3.3), (3.4) e (3.6) obtemos um
modelo que é conhecido na literatura como modelo de planejamento da producgao
multi-item capacitado com tempos de preparo (PMC) (Multi-item Production Plan-
ning with set-up [14]).

Observe que o modelo (FR) permite a produgdo de refrigerantes de sabores e
tamanhos diferentes em um mesmo periodo. Uma importante questao que surge é
como fazer o sequenciamento de itens diferentes que sao produzidos em um mesmo
periodo. No presente trabalho, estamos supondo que o planejamento serd feito em
dois estdgios. Um estdgio determina o dimensionamento dos lotes (estdgio A), e
outro estdgio (estdgio B), feito antes ou depois do estdgio A, determina a sequéncia
em que os itens serao produzidos. O modelo (FR) é usado no estdgio A. Uma revisao
de métodos de solugao para o problema de sequenciamento de itens, estdgio B, é
dada em [12]. Modelos de planejamento da produgao que incluem o sequenciamento
e o dimensionamento dos lotes simultaneamente podem ser vistos em [5] e [15].

4. Estrutura Combinatéria do Modelo (FR)

O uso de planos de corte na solugao de problemas de programacao inteira e inteira
mista tem se mostrado bastante eficiente para uma ampla classe de problemas.
Além de métodos gerais para a geracao de inequagoes validas, como, por exemplo,
o Método de Gomory ([10] e [11]), uma importante ferramenta que tem sido utilizada
na identificacao de inequagoes validas é explorar a estrutura geométrica ou combi-
natéria do problema a ser resolvido para gerar facetas ou faces de dimensoes altas.
Exemplos de problemas que tiveram sua estrutura poliédrica definida por tal método
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sao: problemas de fluxo em redes com custo fixo, problema da mochila e proble-
mas de planejamento da producgdo. Estas inequagbes podem ser uteis na solugdo
de problemas mais gerais onde problemas especificos sao identificados como subes-
truturas na formulacao do mesmo (ver [9], [13] e referéncias citadas). A eficiéncia
do uso de facetas e faces para o problema de fluxo em redes com custo fixo (Flow
cuts) e para o problema da mochila 0 ou 1 (Cover cuts) como planos de corte na
solugao de problemas de programagao inteira mista 0 ou 1 tem sido demonstrada
por diversos trabalhos na literatura (ver, por exemplo, [6] e [9]).

A geragdo automatica de planos de corte esta incluida em sistemas de otimizagao
comerciais mais recentes, como por exemplo no CPLEX [8] e em sistemas de pesquisa
como o be-opt [4]. O efeito das rotinas de planos de corte incluidas nestes sistemas
vai depender da estrutura combinatéria do problema que estd sendo resolvido, e da
capacidade do sistema em identificar tal estrutura. Muitas vezes, a identificacao de
uma subestrutura em um problema mais geral envolve a reformulagdo automatica
de um subconjunto das equacOes ou inequagbes que definem a regiao viavel do
problema.

Analisando a estrutura combinatéria do modelo (FR) é possivel identificar sub-
estruturas que podem ser tteis na geragdo de inequagoes validas para o modelo.
Se tomarmos as restri¢oes de preparacao (3.4), juntamente com as restrigoes de
balango (3.6), e fixarmos um valor de i e j podemos ver que elas definem a regiao
factivel do problema de planejamento da produg¢ao de um tinico item nao capacitado
com varidveis de preparacao (PUNC). Isto é, o modelo (FR) contém uma cdpia de
(PUNC) para cada produto (cada combinagéo de sabor/tamanho). Estes produtos
sao interligados pelas restri¢oes de capacidade (3.3).

A estrutura poliédrica do problema (PUNC) estd muito bem estudada na litera-
tura. De fato, o envoltério convexo do problema é conhecido, e as inequagbes que
o definem podem ser utilizadas como planos de corte para eliminar a solugdo da
relaxagao linear em um algoritmo do tipo branch and cut [11]. Uma discussdo mais
ampla sobre inequacoes validas para problemas de planejamento da producao pode
ser vista em [3] e referéncias citadas.

5. Problemas Teste e Resultados Computacionais

O modelo (FR) apresentado na Segdo 3 foi definido considerando a produgdo de
refrigerantes de s sabores, em q tamanhos e em n perfodos, envolvendo n(2sq+2s+q)
varidveis das quais [ns(2q+1)] sdo varidveis ndo negativas e [n(s+q)] sdo bindrias.
O total de restrigoes é [n(3s (q+1) + 3)]. Estes parametros podem gerar problemas
de grande escala dependendo do ntimero de sabores, tamanhos e periodos conside-
rados. Por razoes administrativas, a empresa estudada nao pode disponibilizar
dados reais para que pudéssemos testar a validade do modelo proposto. Em vista
disto, construimos um algoritmo para gerar aleatoriamente dados de problemas que
permitissem um estudo da dificuldade computacional da resolugao do modelo (FR).

A obtengao de problemas teste vidveis para este modelo foi uma tarefa compli-
cada. Em problemas de dimensionamento de lotes onde o tempo de preparo nao é
considerado nas restrigoes de capacidade, a viabilidade do mesmo pode ser verifi-
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cada comparando a demanda acumulada com a capacidade acumulada. Quando o
tempo de preparo é considerado explicitamente no modelo, a questao de verificar a
viabilidade de um problema é classificado como de complexidade NP-diffcil ([14]).
Os parametros utilizados na geracao de dados foram estabelecidos através de testes
computacionais e baseados nos parametros usados em [1]. Para definir a demanda,
estabelecemos que se um problema teste envolvesse mais que quatro periodos, a
demanda dos primeiros quatro periodos seria gerada no intervalo [0, 100] e a dos
demais periodos no intervalo [500, 700]. Uma descrigao detalhada do processo e dos
pardmetros usados na geracao aleatéria dos dados estd descrita em [7].

Para avaliar o grau de dificuldade do modelo (FR) proposto, fizemos um estudo
computacional preliminar usando os parametros padroes do sistema de otimizagao
CPLEX 7.1 [8] para Windows, em um PC Pentium III de 1 Ghz e¢ 256 Mb de
memoria RAM. O CPLEX é um sistema de otimizagao geral, que pode ser usa-
do para resolver problemas de programagcao linear, quadrético e inteiro misto. O
médulo de solugao de problemas de programacao inteira misto é bastante sofisti-
cado e o algoritmo branch and cut incluido contém rotinas de pré-processamento,
heuristicas, e geracao de diversos tipos de planos de corte, entre eles Cortes de
Gomory, Cortes de cobertura (Cover Cuts), Cortes de fluxo (Flow cuts), e Cortes
de Caminho de Fluxo (Flow Path Cuts). E importante observar que as inequagoes
que definem os cortes de caminho de fluxo fazem parte da definigao do envoltério
convexo do problema PUNC descrito na Secao 4. Uma discussao mais ampla sobre
o algoritmo branch and cut pode ser encontrada em [4], [9], [11] e [13].

Utilizamos no experimento dois conjuntos, de nove problemas teste cada, con-
siderando duas dimensoes diferentes. O primeiro, DIM1, com 48 itens (s = 12 e
g = 4) e horizonte de planejamento de 15 dias e o segundo, DIM2, com 96 itens
(s = 12 e ¢ = 8) e horizonte de planejamento de 36 dias. Os resultados obtidos
estao descritos na Tabela 1 abaixo. Apenas trés classes de planos de corte foram
gerados: Cortes de Gomory, Cortes de fluxo, e Cortes de Caminho de Fluxo, sendo
que para alguns problemas teste nao foram geradas as inequagdes de Caminho de
Fluxo.

Observamos que os problemas do conjunto DIM1 sao facilmente resolvidos, com
um tempo médio de CPU de 28,98 segundos, examinando em média 207,44 nds,
e considerando um GAP de integralidade 0,01%. Foram utilizados em média 717
planos de corte no processo de solucao representando 26,12% do ntimero de restrigoes
do problema.

Os problemas do conjunto DIM2 sao dificeis de serem resolvidos. A solugao
6tima nao foi obtida considerando um tempo maximo de 30 min de CPU. Dentro
deste limite de tempo foram examinados uma média de 3644,71 nés, com um GAP
de integralidade médio de 0,053%. Foram utilizados em média 1759,78 planos de
corte no processo de solucao representando 14,95% do ntmero de restricoes do
problema.

Repetimos o experimento para dois problemas do conjunto Dim2 (P28 e P30),
estendendo o tempo de resolugao para aproximadamente 3 horas e 2,5 horas res-
pectivamente. Dentro deste limite de tempo o GAP anterior foi reduzido em apenas
0,01% para os dois problemas, com uma pequena variacdo no nimero de planos de
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corte gerados. Isto indica a necessidade de se buscar métodos mais eficientes para
a solugao deste modelo.

Tabela 1: Resultados Médios
Problema | CPU | N2 de N6s | GAP % | Cuts %
Diml 28,98s | 2074 0,001 26,12
Dim?2* 30min | 3644,71 0,053 14,95
*Problemas sem solugao 6tima dentro do limite de 30min de CPU

6. Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos um modelo de programagao inteira mista para a deter-
minagao dos lotes de produgao de uma fabrica de refrigerantes. Fizemos um estudo
da estrutura combinatéria do modelo proposto e apresentamos um estudo computa-
cional preliminar usando o software CPLEX 7.1 para avaliar o grau de dificuldade
do modelo. Os resultados obtidos, apesar de limitados, indicam a necessidade de
se desenvolver técnicas especificas para a solu¢ao deste modelo. Propor algoritmos
heuristicos que explorem a estrutura combinatéria do modelo, bem como identificar
outras classes de planos de corte sao tépicos que podem melhorar o processo de
solucao do modelo. Uma revisao do modelo para incorporar o sequenciamento da
producao e as trés linhas de produgao da fdbrica é uma outra importante questao
que deve ser abordada em trabalhos futuros.
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Abstract. This paper investigates the properties of a mixed integer model applied
to solve the production-planning problem of a soft drink company. The company
produces soft drink bottles in different flavors and sizes. A production unit is
made up of a conveyor belt and machines that wash the bottles, fill them with a
combination of syrup and carbonic gas, and then seal, label and pack them. The
production of a different flavor and/or size involves machine set-up time and costs.
It is also taken in account the capacity of the production unit, and the capacity
and availability of syrup mixing tanks.
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