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Resumo. A equagdo da onda imagem para o problema de remigragao na profun-
didade é uma equacgdo diferencial parcial de segunda ordem semelhante & equagao
da onda acustica. Neste trabalho, determinamos as condigbes de consisténcia e
estabilidade de um esquema de diferencas finitas para esta equacido. Observa-se em
testes numeéricos que, além dos critérios de estabilidade, a forma da implementagao
do esquema também é essencial para que o erro numérico seja aceitavel.

1. Introducgao

A equacao da onda imagem para o problema de remigracao na profundidade é uma
equacao diferencial parcial semelhante & equacao da onda actstica. O objetivo deste
trabalho consiste na andalise numérica desta equagao com o fim de encontrar uma
implementacao estavel que fornega uma solugao convergente.

O problema da remigracao provém do processamento sismico e o seu objetivo é
a construcao de uma nova imagem do subsolo a partir de uma obtida anteriormente
pelo processo de migracao, utilizando uma outra velocidade de migragao. Por mi-
gracao se conhece o processo que, na geofisica, tem como objetivo a reconstrugao
de uma imagem das camadas geoldgicas no subsolo a partir da imagem distorcida
no tempo, obtida mediante um levantamento sismico, i.e., mediante geragao de on-
das no subsolo e registro do movimento resultante das particulas da superficie da
terra. Para a realizagdo da migracao, é necessario conhecer um modelo das veloci-
dades de propagacao das ondas no subsolo em consideragao, a chamada velocidade
demigracao (para mais detalhes ver por exemplo [6]).

Quando é necessaria a atualizagdo da imagem do subsolo, obtida anteriormente
mediante o uso de um modelo de velocidade de migragao incorreto, correspondente
a um modelo melhor, fala-se de “remigragdo” ([3, 4]). Geralmente, quando é feita
uma migracao, o modelo de velocidade correto nao é conhecido e, portanto, o fato
de podermos mudar a velocidade de migragao e construirmos uma nova imagem
migrada correspondente é de extrema importancia. Observa-se que as novas ima-
gens de um refletor (i.e., uma fronteira entre camadas geoldgicas) para diferentes
valores da velocidade de migragdo comportam-se de maneira analoga a propagagao
de frentes de onda. A varidvel de propagagdo, que no caso da propagagao de ondas
fisicas é representada pelo tempo, é, no caso das ondas imagens, a velocidade de
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Figura 1: Representagao pontual do refletor Py(zg, 2q).

migragao. Esta “propagacao de imagens” é descrita pela chamada equagao da onda
imagem, dada por [2, 3],

v
Pxx + D2z + ;pvz =0. (11)

A sua condigao inicial é dada por p(z, z,v0) = po(z, z), que é uma secdo migrada
com a velocidade errada vg.

Para obter uma solugao aproximada da onda imagem, a qual é uma equagao
diferencial parcial linear, pode-se usar o método de diferengas finitas ([5, 7, §]).
Neste trabalho, estudamos a estabilidade, a consisténcia e, assim, a convergéncia
de um esquema de diferengas finitas escolhido. O estudo de estabilidade consiste de
uma investigagao tedrica, bem como de testes numéricos.

2. Equacao da onda imagem

A deducgdo da equagao (1.1) pode ser feita a partir da imagem remigrada de um
ponto refletor, porque todo refletor pode ser entendido como uma seqiiéncia de
pontos refletores. Assim, sua deducdo se separa em dois passos: deduzir a posigdo
da imagem remigrada de um ponto refletor e achar uma equagao diferencial parcial
que descreva a variagao desta posicao com a velocidade de migracao ([3]). Nesta
secao resumimos brevemente esta dedugao.

Primeiramente, supomos um ponto refletor Py(zg,2p) localizado no subsolo
(Figura 1). O tempo t de propagacdo da onda emitida pela fonte, situada na
superficie em (&,0), até ser captada pelo receptor, situado no mesmo ponto (¢,0),
é expresso em funcao de &, por

H) = (e — €2 + 23, (22)
Vo
onde vg é a velocidade de propagagao no subsolo, supostamente homogéneo, i.e., vg
é constante.
Agora podemos pensar que para um dado ponto (£,0), temos um conjunto de
pontos que satisfaz a equagdo (2.2) para a mesma velocidade vg, isto é, dado um
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Figura 2: (a) Representagio grafica de como as isdcronas se interceptam no ponto
refletor Py(zo,20). (b) Representagdo gréfica de como as isGcronas ndo mais se
interceptam no ponto refletor Py(zg, 29), aqui para uma velocidade v > vg.

ponto (5,0) temos um mesmo tempo de propagacao t correspondente a este par
fonte-receptor para todos os pontos P(x, z) que satisfazem & equagcéo

’Uot

() e o)

Esta equacao descreve uma semi-circunferéncia de raio vgt/2 que é chamada de
isdcrona, pois todos os pontos nesta curva possuem o mesmo tempo de propagacao.
Assim, cada valor de ¢ define um ponto (£,0) com seu respectivo ¢(£) que gera uma
nova isécrona. Todas essas isGcronas passam por Py (Figura 2a). Esta construgao
¢é implicitamente realizada por uma migragdo com a velocidade vy.

Porém, existe a possibilidade da velocidade de migragdo correta v nao ser wvg.
Nesta situagdo, as isécronas do ponto (&, 0) sdo descritas pela equagéo (2.3) com vg
substituido por v. A sua intersecdo nao é mais o ponto Py(xg,2¢) (ver Figura 2b
para o caso v > vg) pois o raio da is6crona é proporcional & velocidade. O envelope
do conjunto das isdcronas representa a nova imagem do ponto refletor para a nova
velocidade v. Observe que, para cada velocidade v # vy, temos um novo envelope.
Isto nos da a idéia da propagacao de uma onda imagem.

Agora temos que encontrar a equacao que descreve estes envelopes pois assim
temos a equagao que descreve a posi¢do da onda imagem. O envelope é descrito
pela equacao ([3])

(z — x0)?
1— (v/vo)*

Calculando esta posigao para varios valores de v # vy, obtemos a propagacgao desta
imagem.

O préximo passo consiste em estabelecer a relagao entre esta parte cinematica
da propagacao da onda imagem e a correspondente equacgao diferencial parcial.

z = (v/vg)y[ 28 + (2.4)
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Esta relagao obedece aos mesmos principios que a correspondente relagdo entre
a cinemdtica da propagagdo de ondas acusticas e a equagao da onda. No caso
desta, a cinemdtica da propagacao é descrita pela chamada equagao iconal [1].
Correspondentemente, existe uma “equacgao iconal da onda imagem” que descreve
a sua cinemdtica [3].

Para encontrarmos esta equacdo iconal para a onda imagem, substituimos a
velocidade de migragdo v da equagdo (2.4) por um iconal da onda imagem, V (z, z),
e calculamos as derivadas parciais desta equagao modificada com respeito a x e a
z [3]. Substituindo essas derivadas parciais novamente na equagao (2.4) e realizando
assim as eliminagoes de zq, 2o € vg, obtemos a equacao iconal da onda imagem

\%4
VEHVE——V. =0, (2.5)

que descreve a parte cinemdtica de uma solugao da forma

p(z,z,v) = po(x, 2) flv — V(x, 2)] (2.6)

da equagdo da onda imagem (1.1) para o problema de remigracdo. Neste caso,
desconsideramos uma funcao F = F(pg, p., Py, Ps T, z,v) na equagao (1.1) que nao
alteraria a equagao iconal (2.5).

3. Esquema de diferencas finitas

Para utilizagao do método de diferengas finitas na equagdo (1.1), primeiramente,
definimos uma malha de pontos (z, z,v). Sejam Az, Az e Av ntimeros positivos. A
malha serd os pontos (Zm, zn,v;) = (z; + mAz, z; + nAz, vg + lAv) para quaisquer
ntumeros inteiros m, nel (m =1...M, n =1...N, [l = 1...L), onde (z;, %)
representa o ponto inicial da malha espacial.

Assim, podemos utilizar uma aproximacao com erro de truncamento local de
quarta ordem para as derivadas segundas nas variaveis espaciais = e z, de acordo
com [7, 8]. A segunda derivada em x é aproximada por:

(p )l _ _p£n+2,n _pgrn72,n + 16(p£’n+1,n +p£’nfl,n) - 30p£’n,n _ (6zwp)£n,n (3 1)
FE/m,n 12(Az)? 12(Az)2 "

e, em z, usamos a aproximagao correspondente. Para a derivada mista utilizamos
um esquema de diferengas finitas avangado em v e em z, dado por

l 1 1+1 1+1 1 l
mn AvAz [pnthrl 7p77—l_,'n, ~ Pmon+1 +pm7n] . (32)

(p2v)
Como esta é uma aproximacao com erro de truncamento local de primeira ordem
nas varidveis z e v, 0 esquema resultante também possui esta ordem nestas variaveis.
A aproximagao de quarta ordem para as derivadas segundas em x e z foi escolhida
por fornecer resultados mais precisos em nossos experimentos numéricos do que a
de segunda ordem ([5]).
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Substituindo as aproximagoes (3.1) e (3.2) na equagao (1.1) e isolando o termo

1
pi,fn 41, encontramos
;

l l
I+1 S| [ o o ZnAvAz (6awcp)m,n (5zzp)m,n
pm,n+1 - pm,n + pm,n+1 pm,n v { 12(A.Z')2 12(AZ>2 (33)

Para realizar a “propagacao” da imagem utilizando este esquema, precisam-se de
condicoes de contorno. Como o problema geofisico nao fornece tais, introduzimos
dois niveis anteriores nas dire¢bes x e z que supomos nulos.

No esquema (3.3), podemos observar que, para o cdlculo do nivel [ 41, precisam-
se dos niveis [ + 1 e [. Assim, este é um esquema implicito. Porém, se tratdssemos
dele na implementacao como tal, teriamos que resolver um sistema linear em cada
passo da velocidade. Lembrando que estamos trabalhando com problemas de grande
porte, onde este procedimento nao seria vidvel, optamos por tratar do esquema (3.3)
explicitamente, introduzindo uma condigao de contorno adicional em z no nivel [+1,
também nula, i.e., para o calculo de piflz usa-se pif{ll = 0.

Observa-se que o esquema (3.3) pode ser implementado também na sua forma
reversa em z, i.e.,

+1 _ l+1 l l
Pmpn = pm,n+1 ~ Pmn+1 +pm,n +

ZnA’UAZ (5zmp)£n,n (522p)lm,n
{12(Am)2 12(Az)2} (3-4)

U

Nesta implementacao, o cédlculo de pﬁx’lel usa a condi¢do de contorno adicional
+1
PN = 0.

4. Analise do esquema numérico

Um esquema de diferencas finitas pode ser utilizado para a determinacao de uma
solucao aproximada de uma equacao diferencial parcial, se a sua solucao converge
para a solugao exata. Pelo Teorema de Eqiiivaléncia de Lax ([7, 8]), um esquema
é convergente se for consistente com a equagao diferencial e estavel. Analisamos,
portanto, nesta secdo, a consisténcia e estabilidade do esquema (3.3). E importante
observar que esta anélise vale também para o esquema (3.4), uma vez que este difere
do (3.3) somente na sua forma de implementagao.

4.1. Consisténcia

Um esquema de diferencas finitas é consistente com a correspondente equagao dife-
rencial parcial, se para qualquer fungio suave ¢(z, z,v), a diferenca entre o operador
diferencial, D, e o operador de discretizagao, ’Dﬁ; A aplicada a ¢ tende a zero
quando Av, Az e Az tendem a zero ([7]), ou seja, ’

ngfDﬁg’Ang — 0, quando  Av,Ax,Az — 0. (4.1)
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Aplicando este conceito a equagao (1.1), obtemos

D¢ — DAx Az¢ = Qpzt+ P2zt (Ul/zn)¢vz - [Qsmc + O(A$4) + ¢, + O(AZA)
+(vi/zn) (v + O(Az) + O(Av))],

com v; = vy + lAv e z, = z; + nAz. Assim,
D¢ — DRY A0 = O(Az*) + O(Az) + O(Av).
Logo,
Do —D Ax vax® — 0, quando Av, Az, Az — 0, (4.2)

i.e., 0 esquema é incondicionalmente consistente com a equagdo diferencial (1.1).

4.2. Estabilidade

Para verificar a estabilidade do esquema de diferencas finitas, equacao (3.3), apli-
camos o critério de “von Neumann” ([7, 8]), i.e., substituimos na equagao dis-
cretizada (3.3) a seguinte expressido
I (4.3)
Quando substituimos a expressao acima na equagao (3.3) e dividimos esta pela
equagao (4.3), chegamos a

1 16z AvAz 5 kyAx o kxAx
= . — — |3
¢ (eik-Bz 1) {1211 (Az)2 " T2 { et
16z AvAz 5 k,Az 5 kAz
120 SE sen 5 3+ sen + 1,

que, chamando a expressao entre chaves de \, ainda pode ser reduzida & forma

A A \ cos K=8z
5 (ezszz_l) + ( 2> Z<2senkAZ> ( )

Observamos que sen szAZ # 0, ou seja, k,Az # 2nm, sendo n um numero natural.
Agora aplicamos o critério de estabilidade ([8]), ou seja, |£] < 1. No caso de

€] =1, notamos que A deve ser igual a zero o que implica que tanto sen “==% ke Az Ax quanto
kA k.Az
5

= (0 contradiz a condl(;ao para
a existéncia de £ (veja equagao (4.4)). Logo, £ tem que satisfazer |£] < 1. Assim,
obtemos

1

22 [7] -\ <0. (4.5)
k,Az
4sen? T2
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Como o coeficiente que multiplica A2 é sempre maior que zero, concluimos que
0 < A < 4sen? k’zTAz. Logo,

0 < — Avlz sen? kA 3 + sen” k.Aoc
3v (Ax)? 2 2

z AvAz 5 k., Az

+— sen 3 + sen? ko Az < sen? kz—AZ
3v (Az)? 2 2 2

Agora, vejamos o que acontece no caso de Az = Az e k; = k,. Neste caso,
sen? % = sen? kZTAZ # 0. Dividindo a equagao acima por este termo, obtemos
entao a condigao

4zmax AV dzmax Av

— — <1 = Av <
3VUmin Az 3Umin Az Zmax

3rUmin

0<

Az, (4.6)

para que o esquema (3.3) seja estdvel para todos os valores de v e z envolvidos.
Observa-se, da equagao (4.4), que

li =1 4.7
sen(kzir,rzl/Q)—Mg ( )

Assim, a condigao (4.6) vale para todos os valores nurfiericos de k,Az, uma vez que
nao é possivel fazer k,Az assumir o valor de um miiltiplo exato de .

5. Testes Numeéricos

Nesta secao mostramos um exemplo da aplicagao do esquema de diferencas finitas
(3.3) para a equagao da onda imagem (1.1). Observa-se que a implementacio teve
que ser realizada de forma reversa na varidvel z, para evitar que o erro numérico
cresga incontroladamente, mesmo que a condigao de estabilidade (4.6) esteja satis-
feita. Isto se deve a presenca do fator z que multiplica o termo da derivada mista.
Este fator aumenta conforme z cresce, ampliando assim o erro numérico acumulado
dos passos anteriores. Quando o esquema é utilizado na direcao de z decrescente, o
erro numérico é multiplicado por ntimeros cada vez menores e o problema é reduzido.

No exemplo mostrado abaixo, a regiao da remigragao é entre —1500 m e 1500 m
na dire¢ao = e entre 10 m e 1600 m na diregdo z. A velocidade de migragao da
secao de entrada foi de 2000 m/s. Foram utilizados os valores de Az = Az =10 m
e Av =2 m/s, que é menor do que o valor de %%10 m = % m/s ~ 4.7 m/s,
dado pela condigéo (4.6).

A Figura 3 mostra o modelo da terra a ser recuperado pelo processo da migracao.
Como uso na geofisica, o eixo z aponta para baixo. O modelo é béasico, consistindo de
duas camadas homogéneas (representando dois tipos de rocha diferentes), separadas
por uma interface horizontal na profundidade de 550 m. A velocidade de propagacao
das ondas em cada camada é constante, sendo em cima da interface 3000 m/s e
abaixo dela 3500 m/s. Foi simulado numericamente um experimento sismico de 301
pares de fontes e receptores coincidentes, localizados igualmente espagados no eixo
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Figura 3: Modelo da terra utilizado para o teste da remigragao.
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Figura 4: Sec¢a@o sismica migrada utilizando a velocidade de migragao errada de
2000 m/s.

2 entre —1500 m e 1500 m. A Figura 3 mostra a correspondente familia de raios
refletidos do experimento.

Uma migracao correta teria que ser aplicada, portanto, com a velocidade de
migracdo de 3000 m/s para fornecer uma imagem da interface na profundidade
certa. Foi aplicada, porém, uma migracdo com a velocidade de migragao errada
de 2000 m/s, que fornece a imagem do refletor na profundidade errada, conforme
mostra a Figura 4.

O objetivo do processo da remigragao é a corregao da localizagdo desta imagem
de acordo com uma nova velocidade de migragao. A Figura 5(a,b,c) mostra a
“propagacao” da imagem do refletor para os valores de velocidade de migracao de
2300 m/s, 2700 m/s e 3000 m/s, determinados pelo esquema de diferencas finitas
(3.3). Observa-se na Figura 5(c) que corresponde a velocidade de migragao correta,
que a imagem do refletor se encontra na profundidade certa. O forte estiramento do
pulso na remigracao se deve a dispersao que é causada por um lado pelo esquema
numérico e por outro lado pela prépria equacao da onda imagem (1.1).

Em testes numéricos adicionais com malhas espaciais mais refinadas (Az = Az
de 5 m e de 2.5 m), o estiramento se reduziu visivelmente. No entanto, optamos
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Figura 5: Secoes sismicas remigradas utilizando a equacao da onda imagem, refe-
rentes as velocidades de migragao: (a) 2300 m/s, (b) 2700 m/s, (c¢) 3000 m/s.

por incluir neste trabalho figuras obtidas com Az = Az = 10 m, porque se trata
do menor espagamento usado na pratica em métodos sismicos. Assim, mostramos
que é possivel obter uma imagem estdvel usando uma malha convencional.

6. Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a equagao diferencial parcial de segunda ordem conhe-
cida como equagdo da onda imagem para remigracao ([3]). Para esta equagdo,
elaboramos um esquema de diferencas finitas de quarta ordem nas derivadas espa-
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ciais de segunda ordem e avangado nas duas varidaveis da derivada mista. Para o
esquema resultante, derivamos as condigoes de consisténcia e estabilidade. Testes
numéricos mostram que o esquema, mesmo que estas condigoes estejam satisfeitas,
pode apresentar erros numéricos muito grandes. Foi somente possivel eliminar estes
erros mediante a implementagao reversa na variavel que multiplica a derivada mista.

A propagacao de uma imagem em fun¢ao da velocidade de migragao é muito
desejavel na sismica, uma vez que a velocidade de migracao correta geralmente nao
é conhecida e migragoes com varias velocidades se tornam necessarias. Por meio
da nossa implementagao, mostramos que € possivel determinar imagens do subsolo
correspondentes a diferentes velocidades de migragao utilizando a equagao da onda
imagem ao invés de miiltiplas migragoes.
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Abstract. The image wave equation for remigration is a second-order partial
differential equation that is similar to the acoustic wave equation. In this work, we
determine the consistency and stability conditions for a finite difference scheme for
this equation. In numerical tests can be observed that, in addition to the stability
conditions, the form of implementation is essential to obtain acceptable numerical
errors.
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