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Resumo. Neste trabalho consideramos o Problema Combinado, que estd baseado
na decisdo de antecipar ou nao a producgao de certos produtos finais. Assim, este
problema acopla dois problemas conhecidos de otimizacdo: o dimensionamento
de lotes e corte de estoque. O modelo matemético do problema combinado nos
fornece uma matriz de restrigbes que, reordenada, possui formato bloco triangular,
de modo que cause pequeno enchimento da matriz da base ao realizarmos uma de-
composicdo LU, mas as implementagoes geralmente nao exploram a estrutura ma-
tricial do problema. Apresentamos uma implementacdo em MATLAB que simula
trocas de colunas da base e verifica a esparsidade da decomposicdo. A proposta de
construcdo da base esparsa leva a bons resultados computacionais em comparacao
com implementagbes que ndo consideram a estrutura esparsa especifica da matriz
de restrigoes.

1. Introdugao

As industrias de manufatura tém sido estimuladas a tornar seus processos mais
eficientes devido a aspectos econémicos e avangos computacionais. Isto incentiva o
crescimento de modelos de otimizagao para o controle e planejamento de sistemas
produtivos, motivando pesquisas académicas.

O gerenciamento da produgao dentro de uma industria é responsavel pelo plane-
jamento e controle da transformagdo de matérias-primas em produtos finais. O sis-
tema responsavel por este gerenciamento denomina-se Planejamento e Controle da
Produgao, que coordena as atividades, desde a aquisicao de matérias-primas até a
entrega dos produtos finais. Este problema é bem conhecido na literatura e tem mo-
tivado vérias pesquisas académicas [6, 7], mas as suas implementagdes geralmente
nao exploram a estrutura matricial especifica do problema.

O objetivo deste trabalho consiste na resolucao dos sistemas lineares oriundos
do método simplex, explorando a estrutura matricial inerente ao problema de pro-
gramagao de lotes e cortes. Este é um modelo cuja matriz de restrigdes possui
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uma estrutura bloco angular que é acoplado por restrigoes adicionais. Os blocos
matriciais tém alto grau de esparsidade e pouco acoplamento, indicando que esta
abordagem deve produzir bons resultados em termos de eficiéncia computacional.

A solugao eficiente de sistemas lineares de grande porte é de fundamental im-
portancia na resolugao de problemas de otimizacgdo. A solugao pode ser obtida
através de métodos genéricos, via decomposicdo LU das matrizes que formam as
bases no método simplex, ou através da exploracao da estrutura da classe de pro-
blemas a ser resolvida [4].

2. O Problema de Corte de Estoque

Suponha que vérias barras estejam disponiveis para serem cortadas na producao dos
diversos itens. Temos entao que escolher quais barras devem ser cortadas, ou seja,
temos um problema de selegao de objetos a serem cortados. Os objetos em estoque
de mesmo tipo sao disponiveis em grande quantidade, e podem ser de apenas um
tnico tipo ou de varios tipos, havendo ou nao limitagao de estoque. A solugao deste
problema terda muitas pecgas em estoque igualmente cortadas para a producgao dos
diferentes tipos de itens. E denominado padrao de corte a forma como um objeto
(pega) é cortado para a producao de itens demandados.

O motivo por estarmos utilizando o método Simplex com geracao de colunas
neste trabalho, é pelo fato de existir um numero elevado de colunas nos padroes
de corte, o que proporciona uma matriz de restrigoes extremamente grande. Por
isso, ao invés de escolhermos dentre todas as colunas disponiveis, resolvemos um
subproblema que, para o corte de estoque, consiste na geragao de um padrao de
corte que fard parte da solucao do problema original. Consideramos que apenas m
colunas da matriz de restrigoes serao necessdrias para descrever uma solugao 6tima,
isto é, uma solugao basica, de modo que ndo necessitamos armazenar toda a matriz.

Consideremos o problema onde barras de comprimento L devem ser cortadas em
pedacos [;,7 = 1,..., P. As colunas da matriz de restricoes A sao bem determinadas
por: X ={a = (a1,q9,...,ap)|llha; +lbas+ ...+ lpap < L;,a; > Oe inteiro} [1]

Algumas colunas de A sao facilmente construidas, considerando-se padrées ho-
mogéneos, ou seja, cada padrao de corte produz quantidades de um tinico tipo de
peca. Os vetores associados a eles constituem P vetores linearmente independentes
de X: a; = (0,...,a4,...,0),i =1,..., P, onde a;; = [L/l;], e [x] é o maior inteiro
menor ou igual a x. Assim, estas colunas formam uma submatriz diagonal:

a;; 0 .- 0
0 agy --- 0
D:
0 0 - app

O sub-problema pode ser escrito por:

p
max E Yi O
i=1
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P
s.a: Zliai <L,
i=1

a; > 0 einteiro, 2 =1,...,P.

Este é o modelo de um problema conhecido na literatura como Problema da
Mochila, cuja motivacao decorre da situagao hipotética onde um muambeiro deseja
carregar sua mochila com itens, cujos valores de compra sao [;. O valor total da
compra nao pode ultrapassar L. O muambeiro deseja maximizar seu lucro total. A
solugdo do problema da mochila fornece uma coluna (ayq,...,ap) tal que o custo
relativo é minimo. Portanto, resolvendo o problema de Corte de Estoque Unidi-
mensional, a cada iteragdo do método simplex sera necessario resolver o problema
da mochila para determinar a coluna com o menor custo relativo. Mais detalhes
sobre este problema podem ser vistos em [5, 9].

3. O Problema Combinado

O processo de programar a producao pode ser dividido em trés etapas: A primeira
delas define uma carteira de pedidos para um horizonte de planejamento finito (como
dias, meses, etc.), especificando as quantidades dos produtos finais demandados e
suas respectivas datas de entrega. A segunda etapa converte a demanda de produtos
finais em demanda de pegas. Deste modo, um tipo de peca pode ser utilizado
por varios produtos finais diferentes, e as quantidades das pegas necessdrias sao
produzidas. Finalmente, a terceira etapa decide a quantidade de produtos finais que
devem ser produzidos em cada periodo do horizonte de planejamento, minimizando
os custos e as perdas ocorridas no processo de corte das placas em pegas.
Frequentemente existem perdas de material no corte de pecas. Esta perda tende
a ser relativamente menor conforme a demanda de pecas aumenta, devido a um
melhor rearranjo dos padroes de corte nas placas. Portanto surge uma pressao
econdémica para fabricar alguns produtos antecipadamente para minimizar as per-
das. Por outro lado, os custos de estoque exercem pressao oposta no sentido de
retardar a producao. Baseado nesta decisao de antecipar ou nao a producao de cer-
tos produtos finais surge o Problema Combinado [3], que acopla dois importantes
problemas de otimizacao, o dimensionamento de lotes e o corte de estoque.

3.1. Problema de Dimensionamento de Lotes e Problema de
Corte de Estoque

Vejamos os problemas de corte de estoque e de dimensionamento de lotes descre-
vendo separadamente cada um deles.

Problema de Dimensionamento de Lotes (PDL): Este problema consiste em
planejar a quantidade dos itens a ser produzida em varios estagios, em cada periodo
ao longo de um horizonte de tempo finito, de modo a atender a demanda e otimizar
uma func¢ao objetivo, como minimizar os custos de producao e de estocagem. Um
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PDL pode ser classificado como monoestdgio, onde os itens sdo produzidos inde-
pendentemente, e multiestdgio, em que as produgoes dos itens sao dependentes.
Para resolvermos este problema, podemos decompd-lo em M subproblemas com
apenas um produto final, que podem ser resolvidos, por exemplo, por programacao
dindmica [8].

Problema de Corte de Estoque (PCE): Este problema consiste na otimizacao do
processo de corte de placas em pegas menores nas quantidades e dimensoes deman-
dadas. Define-se padrao de corte como o arranjo das pegas dentro de cada placa.
Algumas regras sao necessarias para defini-lo, como cortes do tipo guilhotinado
(onde cada corte feito sobre uma placa retangular produz dois novos retangulos),
limitagdo de pecas (cortes restritos ou irrestritos), nimero de estdgios (é dito ser
2-estdgios quando apenas uma mudanga no sentido dos cortes guilhotinados é per-
mitida: horizontal/vertical ou vertical/horizontal). Além disso, o problema serd
bidimensional quando duas dimensoes sao relevantes para cortagem. Para resolver
este problema, podemos aplicar o Método Simplex em conjunto com a técnica de
geragao de colunas [2].

3.2. Resolugao Pratica do Problema Combinado

Em situagoes reais, a maioria das industrias aborda esses dois problemas de forma
separada, devido a alta complexidade do Problema Combinado. Inicialmente, sao
determinadas para cada periodo do horizonte de planejamento, as quantidades
de cada produto final (tamanho do lote) a serem produzidas. A partir desta in-
formagcao, determina-se, para cada periodo, a quantidade de pecas de cada tipo a
serem cortadas e os melhores padroes de corte sao gerados. Entretanto, trata-los
de forma separada pode elevar os custos globais, principalmente se uma parcela
significativa do custo do produto final é formada pelo material a ser cortado. Para
resolvermos os problemas de Corte de Estoque e de Dimensionamento de Lotes
separadamente, podemos aplicar a Heuristica da Decomposicao, que consiste em:

1. Inicialmente, resolver o PDL, em que é dada uma carteira de pedidos e reali-
zamos o planejamento da producao, decidindo a quantidade de cada tipo de
produto final a ser produzido em cada periodo do horizonte de planejamento,
minimizando os custos de produgao, estoque e preparacao.

2. Como segundo passo, para cada periodo do horizonte de planejamento, re-
solvemos um problema de corte de estoque com restricbes de capacidade,
e assim determinamos a quantidade de placas cortadas conforme um certo
padrao.

3. Finalmente, a fung@o objetivo do problema combinado é dada pela soma das
fungoes objetivos dos problemas PDL e PCE.

Apesar das dificuldades do modelo combinado quanto & integralidade das varidveis
que representam a quantidade de placas cortadas num certo padrao e a grande
quantidade de padroes de corte que podem ser gerados, esta abordagem fornece um
ganho significativo nos custos globais, incentivando estudos nesta linha.
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3.3. Formulacao Matematica do Problema Combinado

O Problema Combinado consiste em decidir a quantidade de produtos finais a serem
produzidos em cada periodo do horizonte de planejamento tal que minimize os custos
da produgéo e estocagem (PDL) e a quantidade de placas a serem cortadas para
compor produtos finais (PCE). Este problema pode ser formulado como um modelo
inteiro-misto que analisa o compromisso entre antecipar a producao de certos lotes
de produtos finais para minimizar os custos no processo de corte e preparagao, e o
aumento dos custos de estocagem [3]. Neste mesmo trabalho também foi proposta
a resolugao do problema combinado via método simplex.

Uma consideracao importante nos modelos reais é a disponibilidade da serra em
cada periodo. Temos de assegurar que o tempo gasto para cortar as placas nao
excede o tempo disponivel.

3.3.1. O Modelo

Uma forma de resolver o Modelo Combinado desconsidera a ocorréncia de custos de
preparacao e relaxa a integralidade das varidveis que representam a quantidade de
placas cortadas, o que pressupoe grandes quantidades de demanda. O modelo pode
ser aplicado na industria de méveis, onde placas de madeira devem ser cortadas na
producao de itens. Consideramos que haja apenas um tipo de placa em estoque,
L x W, suficiente para atender a demanda. Definimos entao o modelo da seguinte
forma:
M T N T P T
min Z Z(Citl‘it + hirei) + Z Z cpy;e + Z Z hppeeppt,

i=1t=1 j=1t=1 p=1t=1

sl Ty + e — e = di,

N M
Zapjyjt + ePpt—1 — EPpt = ZTpiIit Vi=1...T,
j=1 i=1

N
E ViYje < Uy
j=1

Tity it Yjt, €Ppt = 0.

Indices:

t=1, ..., T numero de periodos,

p=1, ..., P ntmero de diferentes tipos de pecas a serem cortadas,
j=1, ..., N numero de diferentes padroes de corte,

i=1, ... ,M ntmero de diferentes produtos finais demandados.
Parametros:

¢t custo de produgao do produto final 7 no periodo t,
h;t: custo de estocagem do produto final ¢ no periodo t,



6 Bressan e Oliveira

hppe: custo de estocagem da peca tipo p no periodo t,

d;+: demanda do produto final ¢ no periodo t,

Tpi: Nimero de pecas tipo p necessdrias para formar um produto 7,
v;: tempo gasto para cortar uma placa no padrao de corte j,

ap;: numero de pegas tipo p no padrao j,

uz: tempo maximo de operacao da serra,

cp: custo da placa a ser cortada.

Varidaveis:

z;¢: quantidade do produto final ¢ produzido no periodo t,

eir: quantidade do produto final ¢ em estoque no fim do perfodo t,
epp:: quantidade da peca tipo p em estoque no fim do periodo t,
y;¢: quantidade de placas cortadas usando o padrao j no periodo ¢.

Este é um modelo linear, por nao ser considerada a integralidade das varidveis,
porém permanece a dificuldade referente a grande quantidade de padroes de corte
que podem ser gerados. Por simplicidade de notacao reescrevemos o modelo da
seguinte forma:

T T T

min Z(Ctl‘t + htet) + Z CPYt + Z hptepta

t=1 t=1 t=1

s.a: Tyt ep_1 — e = dta
—Rxy +Ays +epr 1 —epp =0 Vi=1...T,
vat S U,

Ty, ety Yg,epy > 0 onde epg, ey sao conhecidos,

¢t = (e, Caty-oryCare) € 08 demais pardmetros e varidveis hg, er, hpy, €ps, de, Ty € Yy

sdo definidos de forma similar, o7 = (v; vy .. wy),
1 T2 Tim
r21  T22 Tom
R= .
rep1 TP2 rPMm

e A é uma matriz P x N tal que cada coluna corresponde a um padrao de corte.

3.3.2. A Matriz de Restricoes para o Modelo Combinado

Reordenamos a matriz de restrigdes de modo que adquira formato bloco diagonal,
invertendo as posicoes das varidveis e; e z;. Além disso, acrescentamos as varidveis
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de folga f, = u; — vTy, parat = 1...T. Assim, a matriz dos coeficientes para o

modelo tem a seguinte forma;:

e1 er 11 Tr Y1 yr  epi epr | fi fr dy
-1 0 I 0 0 0 0 0 0 0 | di—1Io
I 0 0 0 0 0 0 0 0 da
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 di1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 dy
0 I 0 I 0 0 0 0 0 0 dr
0 0 -R 0 A 0 I 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 R 0 A 0 I 0 0 0
0 0 0 0 o7 0 0 0 -1 0 u1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 uz
0 0 0 0 0o .. 2T 0 0 0 -1 ur

4.

Tabela 1: Matriz de Restri¢goes para o Problema Combinado

E vantajoso que as colunas bésicas respeitem este ordenamento, pois a matriz de
restrigoes possuird formato bloco diagonal, de modo que causard o menor preenchi-
mento da base ao realizarmos sua decomposicao LU.

Base inicial para a Matriz de Restrigoes

Uma base inicial pode ser tomada considerando vazios os estoques de pecas e de
produtos finais e considerando a matriz dos padroes de corte como diagonal, através
da escolha dos padroes homogéneos. Desta forma, obtemos a seguinte base inicial:

71 Tg Ly Y1 Y2 yr f
Inrsonmr 0 0 0 0 0 0

0 Inrscnr 0 0 0 0 0

0 0 Inrsor 0 0 0 0
—Rpxm 0 0 Dpyp 0 0 0

0 —Rpyxm 0 0 Dpyp 0 0

0 0 —Rpxm 0 0 Dpyp | 0

0 0 0 VB, b 0 0

0 0 0 0 v, 0 | I

0 0 0 0 0 1)121“3

sendo D uma submatriz diagonal de A de dimensdo P x P e vp,,, representa o

vetor cujas colunas sao correspondentes as colunas de D.
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As colunas sao todas linearmente independentes, ou seja, a matriz base inicial é
nao singular, pois esta matriz é triangular inferior e todos os elementos da diagonal
sao diferentes de zero. Nao é necessario decompor esta base.

4.1. Identificacao do Tipo das Colunas

Dadas a coluna que sai da base e a que entra, podemos identificar a qual bloco
pertencem estas colunas, utilizando a posicao do primeiro e do iltimo elemento nao
nulo, pelo algoritmo descrito abaixo. Portanto, sao necessarias poucas alteragoes em
uma implementagao pré-existente que nao considera a estrutura particular da matriz
de restrigoes. Nosso objetivo é incluir a decomposicao LU nesta implementacao,
bastando que as colunas que entram e saem da base sejam fornecidas.
Dada uma coluna c, obtemos as posi¢oes de seu primeiro e tltimo elementos nao
nulos k7 e ka:
ALGORITMO
se K1 <TM
entao se Ko > TM
entao ¢ € produgao
senao ¢ € estoque de item
senao se K1 > T(P + M)
entdo c € folga
sendo se Ko > T(P + M)
¢ € padrao de corte
sendo ¢ € estoque de peca

5. Experimentos Numéricos

O objetivo destes experimentos é verificar a viabilidade das idéias apresentadas neste
trabalho. No experimento numérico descrito a seguir consideramos: 6 periodos de
tempo, 2 produtos finais, 5 pegas diferentes e 60 padroes de corte.

Com esses parametros, a matriz de restrigoes possui dimensao 48 x 420, sendo 360
colunas correspondentes & padroes de corte. Para desenvolvermos o experimento,
definimos as matrizes By, B> e Bs. Inicialmente todas elas correspondem a base
inicial. Vamos simular iteracoes do método simplex escolhendo aleatoriamente uma
coluna para sair da base e uma para entrar na base. A cada iteracao as trés matrizes
contém as mesmas colunas bésicas, embora em ordem diferente. As colunas em B
respeitam o ordenamento descrito na Tabela 1. Na matriz By sempre colocamos a
coluna que entra na base na posi¢ao da coluna que sai e na matriz B3 a coluna que
entra na base ocupa a ultima posi¢ao da matriz.

5.1. Critério para Trocas de Colunas

Realizamos trocas das colunas basicas por colunas nao béasicas, testando a singula-
ridade e a esparsidade. Sorteamos uma coluna que saird da base e uma coluna que
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serd inserida. Se a nova base for ndo singular, atualizamos as posi¢oes das colunas
bésicas em By, By e Bz, da forma descrita anteriormente; caso contrario, sorteamos
outra coluna para entrar na base até que encontremos uma matriz nao singular.
Efetuamos a seguir a decomposicao LU de By, By e Bs, e calculamos o ntimero de
elementos nao nulos dessas decomposigoes.

Esperamos que B;p seja mais esparsa que By e Bz, porque ela é ordenada de
forma que sua decomposi¢do cause menor preenchimento na matriz.

5.2. Resultados Observados

Apresentamos nas tabelas seguintes os resultados obtidos pelos experimentos numé-
ricos. Os valores min, maz e média nas tabelas 2 e 3 representam, respectivamente,
o minimo, o maximo e a média do nimero de elementos nao nulos das matrizes L
e U (nnz(L+U)) da decomposicdo das bases correspondentes. A singularidade da
matriz é verificada pela fungdo rcond() do MATLAB, e o célculo da decomposi¢ao
LU foi realizado usando o comando interno lu( ), que reordena as linhas para a
selecao do pivo. Antes da primeira troca de colunas, as matrizes By, Bz e B3 sdo
iguais. Os resultados apresentados consideram diversos niimeros de iteragoes.
Os resultados obtidos para as 500 primeiras iteracoes foram:

nnz (L+U) Bl BQ B3

min 280 279 286

max 408 478 388
média 359.3 | 396.1 | 355.3

Tabela 2: Numero de elementos nao nulos da decomposi¢ao para 500 iteragoes

Os resultados obtidos para as 10000 primeiras iteracoes foram:

nnz (L—l—U) Bl BQ B3

min 275 278 281

max 401 573 411
média 335.7 | 370.1 | 342.8

Tabela 3: Numero de elementos nao nulos da decomposicao para 10000 iteragoes

6. Conclusoes e Perspectivas Futuras

Podemos concluir que a estratégia B; é melhor sob qualquer aspecto, pois, por
exemplo, para 10000 iteracoes, uma das respostas obtidas foi que o maximo de e-
lementos nao nulos na decomposicao de B; foi 401, enquanto que para By foi 573
e para Bs foi 411. Como a base possui 2304 elementos, esses valores correspon-
dem, respectivamente, a 83%, 75% e 81% de esparsidade. Podemos observar que a
estratégia B3 assume uma posi¢ao intermedidria entre By e By. Desta forma, By
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contribui para a redugao de tempo computacional, podendo resolver problemas de
otimizagao linear de maneira mais eficiente.

Nosso préoximo objetivo é implementar rotinas da decomposicao LU para a base

da matriz de restrigoes, considerando a estrutura esparsa da matriz e integrar esta
implementacao com cddigos ja existentes, mas que nao exploram a esparsidade da
matriz de restrigoes.

Abstract. In this work the combined problem which connects the lot sizing and

the cutting stock problems is considered. We study the properties of the matrix
of constrains and how to factorize the bases without losing sparsity in the simplex
method context. Numerical results of an MATLAB implementation simulate sim-
plex iterations and verify the sparsity pattern of the factorizations. We conclude
that the proposal of construction of sparse bases leads to good computational results
in comparison with implementations which do not consider the sparse structure of

the matrix of constrains.
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