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Equacoes de Ondas no Universo de de Sitter
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Resumo. Neste trabalho apresentamos e discutimos as equagoes de Klein-Gordon
e Dirac generalizadas no universo de de Sitter. Estas duas equagoes sao obtidas a
partir do operador invariante de Casimir de segunda ordem associado ao grupo das
isometrias do universo de de Sitter, o qual é isomorfo ao grupo das pseudo rotagoes
pentadimensionais.

1. Introducao

O universo de de Sitter é um dos mais empregados na teoria quantica de campos
em espacos curvos pois, junto aos universos anti-de Sitter e de Minkowski, sao os
Unicos que apresentam simetria maxima [1], o que se reflete na existéncia de um
grupo de isometrias bem definido.

Varios trabalhos recentes tém tratado das equagoes de onda — equagOes da
teoria quintica de campos — no universo de de Sitter. Gazeau et al [5] discutiram,
via teoria de grupos, o campo escalar sem massa com acoplamento minimo no
universo de de Sitter obtendo uma formulacao livre de qualquer divergéncia infra-
vermelho. Gomes et al [7] discutiram a equagao de Klein-Gordon no universo de
Robertson-Walker, que contém o universo de de Sitter como um caso particular,
também via teoria de grupos, e num outro trabalho Gomes e Capelas de Oliveira
[6] discutiram os casos de freqiiéncias positiva e negativa da solugao da equagao de
Klein-Gordon.

O campo com espin 1/2 no universo de de Sitter foi discutido por Takook [10]
através da analiticidade da complexificacao da variedade pseudo-riemanniana as-
sociada ao universo de de Sitter. Empregando a metodologia da teoria de grupos,
Notte Cuello e Capelas de Oliveira discutiram [8] a equagao de Dirac e apresentaram
sua solugao no caso estaciondrio.

Neste trabalho sao consideradas as equacoes de Dirac e Klein-Gordon genera-
lizadas no universo de de Sitter. Estas equacoes sao obtidas através do operador
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invariante de Casimir de segunda ordem associado ao grupo das isometrias do uni-
verso de de Sitter.

O trabalho esté organizado da seguinte forma. Na secao 2. apresentamos o uni-
verso de de Sitter e seu grupo de isometrias. Na se¢ao 3. apresentamos a equagao
de Klein-Gordon generalizada e obtemos sua solugao. Finalmente, na se¢ao 4. con-
sideramos a equacao de Dirac generalizada, a qual é obtida fatorando o operador
invariante de Casimir de segunda ordem num produto de dois operadores de primeira
ordem, e obtemos sua solugao.

2. O universo de de Sitter

O universo de Sitter é solucao da equacao de campo de Einstein em dominio de

vacuo, sujeita a condigao de isotropia e homogeneidade do espago e pode ser vizu-

alizado como um hiperboléide de uma folha imerso num espago pseudo euclidiano

R(1,4), [1]. Deste modo, escrevendo X as coordenadas e €,d4, a métrica de R(1 4),
, ;

o universo de de Sitter é dado por

4
D ealap XX = (X)% - (X1)? — (X?)? — (X7)? — (X1)? = 1, (2.1)
ab=0

onde ey = lee; = eg = €3 = ¢4 = —1. Denotamos, ainda, €* = 1/¢,, evidentemente,

ea

= €q.
Dois sistemas de coordenadas admitidos pelo hiperboldide acima séo:

e Coordenadas esféricas

X% = senht

X! = coshtsenzcospsenf

X? = coshtsenzsenpsenf |, (2.2)
X2 = coshtsenz cosf

X* = coshtcosz

onde —0o < t < o0 é a coordenada temporal, 0 < ¢ < 27, 0 < 6,2 < 7 sao as
coordenadas espaciais.
e Coordenadas estereograficas

Xt = >’ 1=0,1,2,3,
(2.3)
2—®
Xt = ——
(b b
02 (102 (2\2 (332 )
onde ® =1 — (a7) (1) (=) () , 29 é a coordenada temporal, 27, j =

1,2, 3, sao as coordenadas espaciais, e estas sao tais que ® > 0.
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De (2.1) decorre imediatamente que o grupo de Lie das isometrias do universo
de de Sitter, denotado por SO (1,4), é a componente conexa do grupo pseudo
ortogonal O(1,4), cujos geradores infinitesimais sdo dados por

Jeb = xepb — xpe, (2.4)

0
X" Assim, podemos escrever
o operador invariante de Casimir de segunda ordem associado ao grupo SO, (1,4)
€omo

onde a,b=0,1,2,3,4 e a < b e escrevemos P% = ¢

4
26y = Y €abacespat "I (2.5)
a,b,c,d=0

3. A Equacgao de Klein-Gordon generalizada

Obtemos a equagao de Klein-Gordon generalizada no universo de de Sitter como a
equagao dos autovalores de %3, isto é, G2y = A\

2
Em termos das coordenadas esféricas dadas em (2.2) e escrevendo®\ = (%) ,

a equagao de Klein-Gordon generalizada é escrita, como

0x2 senz Ox

78727 s;enhtﬁJr 1 02 cosz O
ot? cosht Ot  cosh®t

1 9% cosf O 1 02 mo\ 2
S =— 1
cosh? t sen 2z (802 T Sen090 " sen?0 (‘3(,02> }¢ ( I ) v, (3)

onde ¢ = ¥(t,z,0,p) — C é uma fungio diferencidvel, my é a massa de repouso e
27h é a constante de Planck.

Evidentemente, esta é uma equagao separdvel, assim escrevemos (¢, x,0, ¢) =
T(t)R(x)S(0, v) e separamos as partes angular, radial e temporal de (3.1)

0? cosf O 1 92
_—t——t —— 0,p) =X\15(0 2
(892 T sen606 " sen2d 6(,02) S50, 0) =250, ¢), (32)
d? cosz d A1
@R(T) +(n—1) — @R(T) + sen2zL‘R(x) = M R(x), (3.3)
d? senht d A2
—T(t)+n —T(t) — —-T(t T(t) = 4
dt2 ( ) + nCOShT dt COSth ( ) + m ( ) 05 (3 )

onde A1 e Ay sdo as constantes de separacao e fizemos m = mq/h.

30 autovalor \ é tomado desta forma em analogia com a equagdo cldssica de Klein-Gordon.
Observamos, ainda, que as coordenadas sao escolhidas de modo que tenhamos ¢ = 1, onde ¢ é a
velocidade da luz no vécuo.
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As solugdes regulares da parte angular sdo bem conhecidas [4], elas existem
somente quando Ay = —I(l + 1) e podem ser tomadas como combinagdo linear do
par

S8, ) = eF*¢sen 0P (cos b)),

onde k,l =0,1,2,..., sdo tais que k < ! e P}(x) sdo os polinémios de Legendre.

3.1. A equagao radial

Uma vez conhecida a solugao da equagao angular, passamos agora a considerar a
equagdo (3.3). Introduzimos a mudanga de varidvel independente y = cosz e a
mudanca de varidvel dependente R(y) = (1 —y?)'U(y), obtendo a seguinte equacio

d? d
1- yz)@U(y) — @y U) =~ l+n—1)+2U) =0, (35)
a qual pode ser identificada com a equacdo de Gegenbauer. Assim, escrevendo
A2 = —s(s+mn — 1), a solucdo regular em —1 < y < 1 é dada por

204n—1
Uly) =Co7 (),
coms=0,1,2,--- el <s.
Finalmente, observando as mudancgas de varidveis introduzidas anteriormente, a
solugao regular da chamada equagao radial é dada por
l 2l4n—1
R(z) = (senz) C__? (senz), (3.6)

s—1

com

A=—s(s+n—1), $=0,1,2,3,--- [<s. (3.7)

3.2. A equacgao temporal

Consideramos agora a equagao (3.4), chamada equacao temporal. Introduzimos a
mudanca de varigvel dependente T(t) = (cosht) 2" U(t), e a mudanga de varigvel
independente u = senht, obtendo a equacgao

2 1_2

P U+ —Lvm) =0, (3.8)

1+ u?

d? d
2 —_— —_—
(14+u )duz U(u) + 2uduU(u) +

onde escrevemos p = 25t0=1 ¢ 1y = \/n2 — 4m?.
Introduzimos ainda as mudancas de varidvel dependente e varidvel independente,

=2
-\ L 1
U(u) = (Z i_ z) V(u)ez= 22u7 e obtemos a seguinte equagao diferencial
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d? d 1—02
1—2)—=V(E)+(1+p—22)—V(z) —
A= 2) 5 V() + (14— 22) V() — ——
que pode ser identificada com a equagao hipergeométrica. Portanto, uma solugao
pode ser dada em termos da funcao hipergeométrica na seguinte forma

V(z) =0, (3.9)

1 1-—
V(z) =2F ( ;LV, Ty; 1 —|—,u;z> (3.10)
Conseqiientemente,
u+i\"? l+v 1-v 1—iu
U = F; ;1 ; 11
+(u) <u—z> 2 1( 5 g + 13 B ) (3.11)
U1

é uma solugdo da equagio diferencial (3.8). A partir da relagdo _ = g?iarctanu
u—1
e observando que (3.8) é invariante por conjugacgio complexa, segue que U_(u) =

U, (u) é também sua solugdo. Assim, temos que o par

(3.12)

’ 1 1-— 142
Ui(u): eimarctanuzFl( ‘;V7 21/; ¥ 2’Lu>

é base para solucao geral da equacao temporal. Estas solucoes foram as mes-
mas obtidas em [2], e conforme observado, sdo andlogas as solugoes de freqiiéncia
positiva(Uy) e de freqgiiéncia negativa(U_) da equagao cldssica de Klein-Gordon.

4. A equacao de Dirac

A equacao de Dirac generalizada no universo de de Sitter é obtida fatorando o
operador de Casimir 2 num produto de dois operadores de primeira ordem. Para
isto consideramos cinco matrizes complexas I', de ordem 4 que satisfazem & equagao

T,y + Ty = 2€40051. (41)

Estas matrizes podem ser tomadas como

[ o i [ —ig; 0 (o i1
FO_[—i]l o}’ Fﬂ_{ 0 ioj} ¢ F4_[i11 0]’ (4.2)

onde 1 é a matriz identidade de ordem 2, j = 1,2, 3, e 0; sao as chamadas matrizes
de Pauli.

Consideremos &* o campo dos 4-espinores definidos no universo de de Sitter.
Definimos o operador I) : &* — &* por

2D = > TulpJ. (4.3)

a,b=0
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Valendo-se de (4.1), segue que 142 = —p? + 3. Tomando A = m? + 3im, onde
m = mq/h, podemos escrever a equacio 6V = AU como

M +im—3)1 —im) ¥ =0.

A equagao

(D —im) ¥ =0 (4.4)

é a chamada equagao de Dirac generalizada no universo de de Sitter. Vale ressaltar
que esta foi a equagdo proposta originalmente por Dirac [3] para a fungdo de onda
do elétron no universo de de Sitter?.

Consideremos a equagao de Dirac generalizada em termos das coordenadas es-
tereogréficas, dadas por (2.3). Introduzimos a seguinte mudanca na varidvel depen-
dente

\IJ]_ 770 50 . .
onde ¥ = ., m = 1| e = 1 |- Denotamos m = m + 2¢, assim
Uy U] 3

podemos expressar a equagao (4.4) como

3 0 im
00t 2T Rt = 0

(4.5)
0 3 0 im
a0~ Xt t g = O

Introduzimos agora coordenadas esféricas na parte espacial desta equacio 20 =

7,2t =rcospsend, 22 = rsenpsenf, x> =rcosf,onde 0 < p <2m, 0<h < 7e

2 _ g2

0 < r. Temos ainda ® = 1— > 0. Escrevemos n = no+ntre & = %0+ ¢,
onde nt = nA(7,7,0,9), £ = A(1,7,0,0), A=0,1e {0,t} é a base dos espinores

na esfera, dados por

—ip/2 _e—lp/2
o [ e cos 0/2 ] _ [ e sen /2 (4.6)

e?/2senf /2 e%/2 cos /2

e assim obtemos a seguinte expressao para a equacao de Dirac generalizada

4Poderiamos ter tomado (D + im — 3) ¥ = 0 para a equagdo de Dirac generalizada, porém esta
pode ser obtida de (4.4) fazendo m — m + 3i.
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g_*_g_*_l €1+1 Q,LE_FCOJCG 50_}_29
T r \ 00 senf dp 2

Observemos inicialmente que a parte angular que comparece nesta equagao recai
nos operadores 0 e 0 de levantamento e abaixamento de espin introduzidos em [9].
Visto que as fungoes 41/2Yjm(0,¢), com j = 1/2,1,2,3/2,2,..., m = —j,—j +
1,... j, denominadas harmonicos esféricos com peso de espin +1/2, formam um
conjunto completo em relagdo ao produto interno (f,g) = fSQ fgdS e satisfazem as
seguintes equacoes

( 0 i 0 cot @

% + m% + T) :F1/2Yj,m(9’ (P) = :F(] + 1/2)i1/2Yj7m(9’ 90)7

tomamos a parte angular de £ e n° proporcionais a /ijm(O, ©) e a parte angular
de &' e n' proporcionais a _1,5Y; (6, ¢), da seguinte forma

€ = 3Pfy(r,7)41)2Ym (0, 0), n° = 3 g(r, 1) 1/2Ym (0, 0),
51 = (1)73/2‘](‘1(,,,.’7_)71/2}/"]_’”1(97SD)7 771 = @73/291(7',7)71/2}/]‘,771(9,90)-

Com isso separamos a parte angular das partes radial e temporal.
E conveniente neste momento escrever a equacao de Dirac generalizada nas
coordenadas dadas em (2.2), comparando estas com as coordenadas estereograficas

dadas em (2.3), temos ® = ————— = ® coshtsenz, 7 = ¥ senht.
14 cosxcosht

Definimos as fungoes:

cosz + cosht + senzsenht j+1/2

ﬂi:ﬁi(:pat): 3 C:<($,t):

1+ cosx cosht senz cosht’

3 senht + senxcosht 1

~ — A 7t = — ?
= =x(2, 1) 2 1tcoszcosht | senzcosht

5y = bu(m,t) = 3senhtsenx + 2cosx

2coshtsenx
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7] 1 0
-t ——.

Ot cosht dx
Observamos as seguintes igualdades 8, 0- =1e Zy/fs + v/ 0+ = 01/ F=.

Introduzimos, agora, a mudanca de varidvel dependente

Definimos, também, o par de operadores diferenciais 2, =

VB+ AL = f1 + go, e VB-BL=fotag (4.8)
na equagao de Dirac generalizada, obtendo
(.@++5+)A++CB++sz+ = 0
(@++(5+)A, +CB, —imB_ = 0 ’
(2-4+6)B_.—CA_—imA_ = 0

Observemos que a menos do sinal em m o par de equacoes em A e By éidéntico
ao par de equagoes em A_ e B_, isto permite reduzir o problema a um sistema com
apenas duas equacgoes, o qual é tomado como sendo aquele em +m.

Para separar as partes espacial e temporal deste par de equgoes, introduzimos
inicialmente a mudanga de variavel dependente

A — e ™ (tan %)_jH/Q (senz)~!(cosht)=3/2A

_ (4.10)
B — e ™ (tan %)ﬂH/Q (senz) '(cosht)~3/2B
Assim, podemos escrever a equagao
2, A—C(A-—B)+im(B—A) = 0
(4.11)
92-B—C((A—B)+im(A—B) = 0

Finalmente, tomando a mudanca de varidvel dependente X = A+B,Y = A—Be
a mudancga de varidvel independente tanu = senh ¢, obtemos o sistema de equagoes

Iy Oy Htly _
ou ox sen x
(4.12)
0 0 2im
—Y + —X — Y =0
ou + ox cos U

Derivando a primeira das equagdes de (4.12) em relagdo a x e a segunda das
equagaoes em relagao a u, igualando os termos da derivada mista de X destas duas
equagoes, obtemos a equagao diferencial parcial de segunda ordem

H? o2 27+1 0 2im 0 . cos se
el o Y (2] 1) -

Y =0.
0z2 ou? senz Ox cost Ou 0

€T .
Y +2im—
n2g cos? u

Vé-se de imediato que esta equagio é separdvel. Entdo, escrevendo Y (x,u) =

R(z)U(u), obtemos os seguintes pares de equagoes diferenciais ordindrias:
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d? 2j+1d cos T 9

— - — 27 +1 = 4.1

dz? R(z) senx dx R(x) + [( i+ sen2x A ] R(x) =0, (4.13)
d? 2im d senu
— - — — (2i — A = 4.14
du? Ulu) cosu du Ulu) ( T ot u > Ufu) =0, (4.14)

onde A\? é a constante de separacao.

As solucoes deste par de equagdes serdo consideradas a seguir. Observamos que,
uma vez determinado Y (z,u) = R(x)U (u), a fun¢do X (z, u) que completa a solugdo
de (4.12) é obtida por integragdo direta de Y (z,u) e das condigbes iniciais que se
impoem a equagao.

4.1. Solugao da equacgao espacial

Introduzimos a mudanca de varidvel indepentente y = cos z e a mudanca de varidvel
dependente R(y) = (1 —y)7*/2(1 +4)/2S(y) em (4.13), obtendo

(=)0 + 1 = (23 + 3] 3-50) + 2~ G+ 1DIS6) =0, (419

As solugoes da parte radial da equagdo de Dirac generalizada que procuramos
estabelecer, sdo aquelas regulares em z = 0 e = 7, para isso devemos ter S(y)
regular em y = +1, como (4.15) pode ser idenficada com a equagao de Jacobi,
cuja solucao regular em y = +1 é dada pelos polindémios de Jacobi, segue que
S(y) = P,Sj’jﬂ)(y), A2 =(n+3)% onden=0,1,2,3,....

4.2. A equagao temporal

Introduzimos a mudanca de varidvel dependente U(u) = cosu V(u) e a mudanca

e 1+ senwu . N
de varidvel independente v = — 5 em (4.14), e obtemos a seguinte equagio

(1 — v)%V(v) + (3 *;Z'm = 3v> %V(v) (1) V() =0,

a qual pode ser identificada com a equacao hipergeométrica. Assim, temos que
V(v) = AVy(v) + BVi(v), (4.16)
onde A, B sao constantes e, denotando ¢ = 1/2 — im,

Vi(u) = 2F1(1+XA1-X1+Gv)
: (4.17)
Va(u)

1
E2F1(2+)\_§72_)\_§§2_§§'U)
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é uma base para a solucao geral da equagao temporal. Para finalizar, observamos
que as solugbes dadas acima estao definidas quando m — —m e com isso podemos
obter as funcoes A4 e B4 que sao as solugoes da equacao de Dirac genralizada.

Abstract. We consider and discuss the Klein-Gordon and Dirac generalized equa-
tions in the de Sitter universe. These equations are obtained by means of second
order Casimir invariant operator related to the de Sitter universe isometries groups,
which is isomorphic to the 5-dimensional pseudo-rotation group.
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