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Resumo. Apresentamos um estudo de medidas de ndo normalidade de matrizes
enfatizando relagoes entre tais medidas que facilitam o estudo de sensibilidade
de autovalores. Também sao mostradas algumas aplicacGes na teoria de sistemas
dinamicos discretos, enfocando o problema de realiza¢do para estes sistemas. S&o
obtidas estimativas tedricas sobre a ndo normalidade das matrizes envolvidas para
alguns importantes métodos de realizagao.

1. Introducgao

E bem conhecido que os autovalores de uma matriz normal sdo pouco sensiveis
a pequenas perturbagoes nas entradas da matriz. Para matrizes nao normais, a
situacao pode ser bem diferente ja que existem casos em que os autovalores sao
muito sensiveis a perturbagoes nos dados. Um exemplo desta natureza pode ser
encontrado em Golub and Van Loan [9, Ex. 7.2.3, p. 322]. Porém, ndo normalidade
ndo implica necessariamente alta sensibilidade nos autovalores; Golub[9, Ex. 7.2.2,
p. 322]. Uma maneira para se explicar este fendmeno é em termos de qudo longe
uma matriz esta de ser normal.

Este trabalho tem dois objetivos. Primeiro, apresentar um estudo de diferen-
tes maneiras de quantificar a nao normalidade de uma matriz através de medidas
de ndo normalidade, e segundo, explorar informacoes das medidas estudadas para
discutir a sensibilidade dos autovalores de matrizes ndao normais. Naturalmente,
todas as medidas de nao normalidade sao maiores ou iguais a zero, o zero sendo
atingido unicamente se a matriz for normal. Assim, quanto mais préxima estiver a
matriz de ser normal, mais préxima de zero a medida utilizada deve ficar. Do ponto
de vista pratico, exceto para o caso de matrizes defectivas, quanto mais préoxima
de zero a medida de nao normalidade, tanto mais confiaveis - do ponto de vista de
estabilidade - serao os autovalores obtidos.

Em primeiro lugar, vamos introduzir algumas definigdes que serao utilizadas ao
longo do texto. Nas secoes 2 e 3, respectivamente, definiremos as medidas acima
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mencionadas e estabeleceremos algumas relagdes entre elas. Aplicagoes figuram na
se¢do 4 e 5. Alguns dos resultados da segdo 4 aparecem em [1] e [2], mas hé pelo
menos um resultado original. Na secao 5 apresentamos um experimento numérico
com base nos dados de um problema que aparece na engenharia aeroespacial. Na
secdo 6 faremos algumas consideragoes finais.

O conjunto de todas as matrizes complexas n X n é denotado por C™™. C"
denota o espago de vetores coluna n-dimensionais com coordenadas complexas. A*
denota a transposta conjugada de A. Os conjuntos de matrizes normais, diagonais
e unitdrias em C™" sdo denotados por NV, D, e U, respectivamente. ||A]l2 e || 4]
denotam as normas spectral e de Frobenius de A, respectivamente. Para uma matriz
nao singular X, ka(X) = || X||2[|X |2 e kp(X) = | X||r||X || sdo os ntimeros
de condigao de X relativos as normas spectral e de Frobenius. Se A; ¢ um autovalor
simples de A € C™™ o nimero de condi¢ao do autovalor \; é definido por 1/s;, com

55 = yji/ (lzjll2llysll2), (1.1)

em que z; e y; sdo autovetores a direita e esquerda de A associados a A, respecti-
vamente.

2. Algumas Medidas de Nao Normalidade

E importante enfatizar que uma matriz A € C™" é normal se, e somente se,
ATA = AA". (2.1)

Uma primeira maneira de medir quao longe uma matriz esta de ser normal é através
da distancia dela ao conjunto de matrizes normais. Duas medidas sdo [7]

p1(A) = min{]|]A— N||g: N € N},
f1(A) min{||[A — N2 : N e N'}.

A existéncia do minimizador N é estabelecida por Ruhe, em [17]. Outra medida
natural decorre da expressao dada em (2.1), como segue

pa(A) = [|ATA - AAT| 2
ia(A) = [A*A—AA*y2

Outras medidas importantes decorrem da decomposicao de Schur: U*AU = A +
M, U el, A e D, e M estritamente triangular superior. A idéia é medir
ndo normalidade através da alguma norma matricial de M, v(M), conforme dado
abaixo [10]:

A (A) = min{v(M)|U*AU = A + M}.

Para o caso de utilizarmos as normas de Frobenius e espectral, obtemos as medidas

n 1/2
Ar(4) = (IAII%ZI/M'Q) ;
i=1

fis(A) = Ax(A).

=

w

=
I
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Uma outra forma de medir nao normalidade é pela proximidade entre valores sin-
gulares e autovalores, em mddulo. Este critério motiva a seguinte definigdo [17]:

pa(4) = max|o: — [\

com )\; e 0; os respectivos autovalores e valores singulares da matriz A. Finalmente,
se A é diagonalizavel, podemos definir

ps(A) = min{kp(X) —n:X €C™", X 'AX = A},
fis(4) = min{ky(X)—1:X € C™", X 'AX = A}.

Estas sao o que consideramos as medidas mais interessantes encontradas na lite-
ratura (existem outras como se pode verificar em Elsner [7]). Na segao seguinte
estabeleceremos importantes desigualdades tteis para estimar as medidas acima.

3. Comparacoes entre medidas de nao normali-
dade

O teorema seguinte estabelece relacoes entre as medidas definidas na se¢ao prece-
dente.

Teorema 1. : Seja A € C™". Sao vdlidas as sequintes desigualdades:

s\ 1/4
2. pz < (T) 2.

8. 13 < 4| A2 pr.

4. 15 <AA[lp fin + V20 i3

5. < ps.

6. pa < fiz-

7 13 <2y || Allp pa < 20)|All2 pa-
8 11%15 S Hs < gliig'

Com a hipdtese adicional de A ser diagonalizdvel temos
9. Se todos os autovalores de A sao simples (i.e. de multiplicidade 1) e sendo

§j=min{|)\i—)\j|:i;«éj},jzl,...,n,

‘LL2 (n—=1)/2
67(n—1)

entao

n
M5 < Z
J=1
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Neste teorema usamos a abreviagao p; para simplificar a notagao p;(A),
i=1,...,5e[;,(A),i=1,2,3e€b.
A demonstragao do Teorema 1 pode ser encontrada em [7]

4. Nao Normalidade em Teoria de Sistemas

Considere um sistema dinamico discreto linear com p entradas e ¢ saidas descrito
por equacoes de estado do tipo

Yk = Cx; + Duy, (4.1)

S:{ Xpr1 = Axyp + Buy,
em que A € R™" B € R™, C € RP™ e D € RP4. O nimero n é a ordem do
sistema e A é a matriz do sistema. Por sua vez, x; € R", uy € RP e y, € R%.
Suponha que o sistema ¢é estdvel, isto ¢, os autovalores de A satisfazem |A(A)| < 1.
Se o sistema encontra-se em repouso, a resposta yj, do sistema ao vetor de entrada
u; é governada pela operagao de convolugao

k
yi =Y Graui,
i=1
em que Gy, € RP?) conhecido como Pardmetro de Markov, é definido por

D, k=0,
G = { CA1B, k>0 (4.2)

Dado um conjunto finito de parametros de Markov G, um problema central na
analise de sistemas dinamicos, conhecido como problema de realiza¢ao, é determinar
matrizes A € R™", B € R™4, C € RP"™ e D € RPY, satisfazendo (4.1), com A
da menor ordem possivel. O problema admite infinitas solu¢bes mas todas elas
relacionam-se com as matrizes do modelo (4.1) via transformagoes de semelhanga.

O objetivo desta secao é analisar algumas medidas de nao normalidade de cer-
tas matrizes utilizadas por alguns métodos de realizacao. A solucao do problema
comega com a construcao da matriz de Hankel em bloco definida para [ > 1 por

G Gi1 -+ Grysa
Gy G - Giys
Hrs (l) = .+ .+ .+ (43)
Gl+r71 GlJr'r' e Gl+r+572

Esta matriz tem a seguinte importante fatoragao

H,s(l) = 0A"1C, (4.4)
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em que O e C sdo assim definidas,

C
CA

0= _ ., C=[BAB .. A*'B] (4.5)

CAT71

Se r,s > n e o sistema é controldvel' e observdvel?, as matrizes em (4.3) e (4.5)
possuem a seguinte propriedade:

posto(H,s(l)) = posto(O) = posto(C) = n, (4.6)

paral > 1ler,s > n. A ferramenta mais eficiente para o problema ¢é a fatoracao SVD
da matriz de Hankel bloco: H, (1) = U1Xq Vif', em que ¥; é a matriz dos valores
sigulares ndo nulos de H,4(1) e Uy, Vi os vetores singulares associados. De agora
em diante, vamos considerar ¢ = 1 e, com esta restri¢ao, queremos estimar medidas
de nao normalidade da matriz do sistema A de alguns métodos conhecidos, a saber,
Zeiger e Mac-ewen [19], Kung [13] e também o método de Bazdn e Bavastri [2],
cujas matrizes sao, respectivamente

Azy = 3 YPUTH,. )WY (4.7)
Ax = 5,Vvs (4.8)
Ay = VIFV. (4.9)

O sfnbolo  denota a pseudo-inversa de uma matriz, V é a matriz formada eliminando-
se a tultima linha bloco (n x ¢) da matriz Vi, V é construida analogamente, porém
eliminando-se a primeira linha bloco da mesma matriz e, finalmente, F' é uma matriz
companheira que satisfaz a equagdo H,5(2) = H,s(1)F.

As matrizes (4.7), (4.8) e (4.9) estao relacionadas do seguinte modo,

Azn = SVPAgyaT'? (4.10)
Ag = AL, (4.11)

Iniciaremos estimando ps(Apy). Para tal, denotaremos Apy apenas por A, e V3
apenas por V. Nossa andlise est4 baseada no fato que a matriz AAT pode ser escrita
como

AAT = T+ VT aa® Vv —VTeiely, (4.12)

em que x € a solugdo de norma minima do sistema,

Hys(1)z =0, (4.13)

1Um sistema é dito controldvel se para qualquer estado desejado do sistema, digamos w € R™,
sempre podemos encontrar uma entrada (controle) w que permita conduzir o sistema do estado
inicial z(0) = 0 até o estado w.

2Um sistema, é dito observdvel se permite recuperar o estado inicial 2(0) a partir de informagdes
do sinal de saida.
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com b sendo a tltima coluna de de H,4(2), e e; o primeiro vetor da base candnica.
Tomando trago em ambos os membros de (4.12), obtemos

[AIF = n+ l|z]3 = llpl3, (4.14)

sendo p; a primeira coluna de P = VVT, a projecio ortogonal sobre o subespaco
gerado pelas colunas de CT. Portanto, de (4.14), decorre que

ps(A) = \/TH 213 = llpa 113 — AL (4.15)
Por outro lado, observando que (4.12) pode ser reescrito como
2TVt
AAT =1+ [VI Vel] |: —G?VT :| s

é imediato que AAT tem (n — 2) autovalores iguais a 1 e os dois restantes sendo
autovalores da matriz

L4 [zl2 pla
A, = . 4.16
[erl 1—[lp|12 (4.16)

Dal, decorre que
n

LT = det(AAT) = (1 + [l23)(1 — [lpa[13) + [ I,
j=1

e, assim, u3 pode ser reescrita como

n

n
ps(A) = |n =1+ lelBllpal3 + TT N2 = lpfzl? = Y 1A%

j=1 j=1

Esta expressao torna-se consideravelmente mais simples quando ||z[|3 ~ 0 e |\;| = 1,
pois neste caso obtém-se que
p3(A) ~ 0,

indicando assim que a matriz A do método de Bazdn e Bavastri torna-se muito
préxima de ser normal. A condigdo ||z |3 ~ 0 é simples de se atingir, bastando para
isto tomar a dimensdo da matriz de Hankel H, (1) suficientemente grande, pois
nessas condigoes prova-se que ||z||3 — 0 (veja, por exemplo, Bazdn [1] e Bazin e
Toint [3])

Outra consequéncia que decorre de (4.12) e (4.16) é que o maior e o menor
valores singulares da matriz A satisfazem

TT I+ 1203) Y% < 0u(A) < ou(A) < (1+ 123>, (4.17)
j=1
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Assim, sempre que a matriz de Hankel é suficientemente grande, podemos estimar

p14(A) ~ max{1 — max [\;], min [\;| — [T 1M1} (4.18)

j=1

Portanto, sempre que |);| ~ 1 e a dimensao da matriz de Hankel é suficientemente
grande, obtemos

Esta tltima estimativa é original e, estimativas para outras medidas de nao nor-
malidade podem ser obtidas utilizando-se convenientemente as relagoes descritas no
Teorema 1.

5. Um Resultado Numeérico

Mini-Mast Model - Os dados deste experimento provém de uma estrutura real,
conhecida como Mini-Mast. A Mini-Mast é uma viga estrutural usada para pesquisa
em dinamica estrutural e controle ativo de vibracoes na NASA Langley Research
Center. As equagoes que modelam este sistema sdo:

#(t) = Az(t) + Bu(t), (5.1)
yt) = Cux(t). (5.2)

As entradas das A, B, e C, podem ser encontradas em [15]. Neste experimento os
parametros de Markov sao dados por

Gp = Ce2* B, k=01,

e os autovalores da matriz A do sistema discreto associado ao modelo continuo (5.1)
sd0 \j = esiAt com s; = —ay £ (31, dados na Tabela 1. O simbolo §; denota a
separacao dos autovalores \’s. Aqui At, a taxa de amostragem, foi tomada como
At =0,03s.

Tabela 1: Dados para o Mini-Mast Model

il e B N8
1 ] 0.32907 | 27.42011 | 0.99017 | 0.32299
2 | 0.38683 | 38.68230 | 0.98846 | 0.00982
3 | 0.38352 | 38.35103 | 0.98856 | 0.00982
4
5

0.09066 | 5.03555 | 0.99728 | 0.00011
0.09055 | 5.03176 | 0.99728 | 0.00011

Apresentamos na Tabela 2 os nimeros de condigao para os autovalores A;, para
os casos p = ¢ = 1 (entrada e resposta simples) e para p = 2, ¢ = 2 (entrada
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Tabela 2: Numeros de condigao do ;.

| ] | Rj1, § = 10 | Rj1, § = 20 | Rj2, § = 10 | Rj2, § = 20 |
1 [ 0.00017 x 107 | 0.00130 x 103 1.84786 1.00766
2 | 0.00127 x 107 | 0.02310 x 10° 1.20076 1.00611
3 | 0.00136 x 107 | 0.02311 x 10° 1.71432 1.00758
4 | 3.10889 x 107 | 4.75131 x 103 1.52448 1.00447
5 | 3.11084 x 107 | 4.75306 x 103 2.15234 1.00587

e resposta dupla). Os resultados foram obtidos utilizando matrizes de Hankel em
blocos 2 x 2 cujas dimensdes variam de s = 10 a s = 20. A Tabela 1 mostra
que as separagoes entre os autovalores da matriz do sistema é muito pequena, ou
seja, trata-se de um caso de “quase multiplicidade”. O reflexo desta proximidade é
apresentado na Tabela 2. Notemos que ali, para ¢ = 1 (entrada e resposta simples),
o condicionamento dos autovalores torna-se muito ruim. Agora, com ¢ = 2, a
mesma, tabela indica uma melhora significativa no condicionamento dos autovalores.
Este fenémeno sugere que aumentando-se o ntimero de entradas (ou seja g > 1),
o condicionamento dos autovalores melhora, e por conseguinte sua sensibilidade
diminui.

O aumento do ntimero de entradas do sistema também tem um profundo impacto
sobre as medidas de nao normalidade. A Figura 1 mostra como se comporta a
medida de nao normalidade p3 para os casos ¢ = 1 e ¢ = 2, como funcao do nimero
de colunas bloco da matriz de Hankel. Para o caso ¢ = 2, a medida u3 da matriz
Apy correspondente a 10, 12 e 14 colunas bloco da matriz de Hankel, atinge os
valores ps = 1.8803, uz = 0.7652, e uz = 0.5756, respectivamente.

160

140\
\

120

100

10 1 12 13 15 16 17 18 19 20
Colunas blaco

Figura 1: ps para ¢ = 2 : linha continua; pus para ¢ =1 : linha tracejada.
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6. Conclusao

As medidas de nao normalidade citadas neste trabalho sdo de grande interesse,
tanto pratico quanto tedrico, pois por meio delas é possivel ‘prever’ - no sentido de
quao confidavel é - o comportamento dos autovalores da matriz quando esta sofre
pequenas perturbagoes nas suas entradas, conforme ocorre em aplicagoes praticas.
No caso de sistemas como os do tipo (4.1), as estimativas para a matriz do sistema
como a feita para (4.9) nos ddo uma idéia de como as perturbagdes introduzidas
afetam o processo de realizagao do sistema. Isto é importante pois em situagoes reais
os Pardmetros de Markov sao conhecidos apenas aproximadamente. Vale citar que
mesmo uz em grandes dimensoes e com mais razao as outras u’s nao sao ‘praticas’ do
ponto de vista computacional. Dai vé-se a necessidade do Teorema 1, que permite
obter algumas relacdes® que facilitam obter estas estimativas. Devido as relacdes
(4.10) e (4.11), espera-se obter estimativas semelhantes & (4.15) do ponto de vista
qualitativo.

O experimento numérico apresentado na Segao 5, sugere que para ¢ > 1 0 au-
mento na dimensao da matriz de Hankel em blocos pode ser usado para minimizar
os efeitos negativos da nao normalidade da matriz do sistema sobre a sensibilidade
do problema de autovalores. Naturalmente isto é apenas um indicativo experimen-
tal, porém fornege uma diregdo para investigar tedéricamente maneiras de contornar
o efeito da nao normalidade sobre a sensibilidade do problema de autovalores as-
sociado aos sistemas abordados. Esta investigacdo no entanto tem-se mostrado
muito complicada para valores de ¢ diferentes de 1. Isto serd objeto de pesquisas
futuras.

Abstract An overview of measures of non normality of matrices is presented with
emphasis on certain measures that explain much on the sensitivity of matrix eigen-
values to perturbations. Estimates for some measures of non normality of certain
matrices used in system realization problems are provided.
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