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Dispersao de Plantas Anuais com Bancos de
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Integrais e Retardamento’
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Resumo. Neste trabalho, formulamos um modelo para descrever a dispersdo es-
pacial de uma populagao de plantas anuais com banco de sementes. Consideramos
o crescimento da populagao de plantas dependente da densidade de sementes em
germinagdo, dispersdo nao local de sementes e banco de sementes de dois anos. O
modelo é formulado a partir de equagoes a diferencas integrais com retardamento.
Os efeitos do banco de sementes sobre o comportamento assintético da solugao
sdo analisados através de simulagGes numéricas. S&o observadas solugoes assinto-
ticamente estdveis, periddicas e cadticas em diagramas de bifurcagoes construidos
numericamente. Neste modelo, o banco de sementes pode ter um efeito estabi-
lizador do equilibrio da populagao, ao contrario dos modelos continuos, em que os
retardamentos tém uma influéncia desestabilizante.

1. Introducgao

Plantas anuais produzem sementes uma vez por ano. A cada ano, as plantas
crescem, florescem e morrem, deixando seus descendentes na forma dormente de
sementes, que devem sobreviver ao inverno para produzir a nova geragao. No ano
seguinte uma fragao das sementes germina, enquanto outras permanecem dormentes
por um ano ou mais antes de germinar.

Edelstein-Keshet [3] formulou um modelo para descrever a dindmica de plantas
anuais considerando um banco de sementes de dois anos. Em seu modelo, considera
apenas o numero de individuos em cada geragao, isto é, o meio é considerado espa-
cialmente homogéneo. No entanto, a variabilidade espacial é de grande importéancia
na dindmica de uma populagdo. O estudo das invasoes biolégicas é fundamental
para se prever os danos ecolégicos e econoémicos da dispersao de uma populagao.

Modelos para dispersao de plantas tém sido desenvolvidos através de equagoes a
diferengas integrais [1, 2, 4]. Uma vez que os fendmenos de dispersdo e reproducao
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sdo eventos discretos para muitas espécies de plantas, este tipo de modelagem é
mais adequado do que os modelos de reagao-difusdo amplamente utilizados para
descrever dispersao populacional [9, 10, 11]. Além disso, o operador de difusao
pressupoe somente dispersao local de sementes, o que nao ocorre para as plantas
aqui consideradas.

Os modelos desenvolvidos para dispersao de plantas, em geral, nao consideram
bancos de sementes. Isto é, consideram que as sementes com mais de um ano nao
sao aptas a germinar ou morrem.

Neste trabalho, a partir dos modelos apresentados por Edelstein-Keshet [3] e
Andersen [2] formulamos um modelo discreto com operadores integrais para des-
crever a dinamica e dispersao de plantas anuais com bancos de sementes. O modelo
considera crescimento dependente da densidade como efeito da competicao intra-
especifica e o comportamento de dispersao de sementes. Sao realizados experimen-
tos numéricos, através dos quais concluimos sobre o comportamento assintético do
modelo proposto.

2. O Modelo

Consideramos que as plantas produzem sementes no final da estagao de crescimento
e depois morrem. Uma fragdo das sementes sobrevive ao inverno e parte delas
germina na préxima estagao. Das sementes restantes, algumas permanecem em
estado latente, para germinar apds o segundo inverno. Para simplificar, suporemos
inicialmente, que as sementes com mais de dois anos sao invidveis e morrem.

Se s; e py denotam, respectivamente, o numero de sementes em germinagao e
plantas adultas na geragao ¢t em um ambiente espacialmente homogéneo, entao

st41 = aoyp; + Bo (1 — a)oypi—1,

onde ~y descreve o numero de sementes produzidas por planta; « indica a fragdo de
sementes de um ano que germina; o representa a fragao de sementes que sobrevive
a um inverno e (3, a fracao de sementes de dois anos que germina. Assim, o primeiro
termo a direita representa as sementes de um ano que germinam e o segundo termo
a direita, as sementes de dois anos que sobreviveram e germinam no ano t + 1. Os
pardmetros «, ( e o sao adimensionais enquanto [y] = %

A cada geragao, as sementes em germinagao irdo competir por alimento, luz e
espaco e desta forma a densidade de adultos terd um crescimento dependente da
densidade de sementes em germinacao. Usando a fungao de crescimento de Ricker

[3, 9], a populagao de plantas na geragao ¢t + 1 é dada por

Pir1 = asgr1exp(—bsii1)

a (aope + Bo(1 = a)oype1) exp (—b (aoyp: + Bor(l — a)ope 1)),
(2.1)

onde a indica a fecundidade per capita das sementes em germinagao na auséncia da

dependéncia da densidade e b representa o grau com que a fecundidade é reduzida

pelo efeito da dependéncia da densidade. Os parametros a e b tém as seguintes
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dimensoes:

planta ] = 1

[a] =

Agora, para introduzir a varia¢ao espacial, vamos considerar S;(x) a densidade

de sementes em germinacao na posicdo x e no inicio da geracao t depois que os

adultos das duas geragoes anteriores propagaram suas sementes e, P;(z) a densidade

de plantas adultas na geracao ¢t no ponto x. Assim, a densidade de sementes é
relacionada as plantas adultas pelo operador integral

sementes’ sementes

Sir1(z) = aU“//

[ ke =P+ o1 = a)o / ko= 9)Pa(y)dy,  (2:2)

onde © é o dominio unidimensional considerado e k(z,y), chamado nicleo de
redistribui¢ao, descreve a probabilidade de uma semente, proveniente das plan-
tas da posigdo y, cair na posicao xz. O nucleo de redistribuicdo, de fundamental
importéancia neste tipo de formulagao, representa os diferentes tipos de comporta-
mento das plantas ao dispersar suas sementes: por lancamento, pelo vento, através
de queda simples, etc.

Assumimos aqui que o ntucleo de redistribuicdo depende apenas da distancia
entre x e y e nao explicitamente de sua posicao absoluta. Em outras palavras, a
dispersao de sementes é homogénea e isotréopica. Assim, no que se segue usaremos
k(z,y) = k(z —y) = k(y — o).

Em cada ponto do dominio, as sementes irao competir por espago, luz e alimento.
Dessa forma, para determinar a densidade de plantas adultas na geragao t 4+ 1 na
posicdo z, substituimos S;(x) e Pi(z) na equagao (2.1), obtendo

Pri1(x) = aSir1(x) exp (=bSi41(2))

=a(am | K= 0Py + o1 - [ k(w—y)PH(wdy) (2.3
< exp (—b (om | K= P+ o1 - o | k(x—y)PH(wdy)).

Dado o grande numero de parametros envolvidos no modelo, efetuamos uma
adimensionalizacao, a qual reduz o nimero de parametros a grupos adimensio-
nais reveladores dos reais mecanismos que determinam a dinamica do problema.

. . . .z . . P, . ,
Para isto, introduzimos a varidvel adimensional U;(z) = ;%) que, substituida na

equagdo (2.2), fornece a densidade adimensional de sementes na posigao z no inicio
da geragao t + 1:

Ba(2) = A / K(z — )Ty (y)dy + AB / Ko — Ui ()dy,  (24)
onde
A = aaoy e B = Ba(la— @) (2.5)

sao constantes adimensionais.
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Figura 1: Diagrama de bifurcagao com relagdo a A, para B = 0. O eixo vertical
representa a populacao total apés o equilibrio ter sido alcancado.

Dessa forma, B B
Up1(z) = Sea(x) exp (—=Sep1(z))
ou

Ui () = A ( [ ey 5 |

cep (-a ([ k(x—y)Ut@)de [ Ha=nvean)) o)

¢ a densidade adimensional de plantas adultas na posi¢ao z, na geragdo t + 1.

B = 0 na equagdo (2.6) significa auséncia de bancos de sementes, isto é, apés um
ano as sementes que nao germinaram tornam-se invidveis e morrem. Neste caso, a
equagao (2.6) torna-se:

k(o y)UH(y)dy)

Uria(e) = A [ ko = )Uilw)dy-exp (—A / k@_y)m(y)dy), (2.7

andloga adimensional do modelo analisado por Andersen [2]. Para pequenos valores
de A, em habitats finitos, a solug¢ao desta equagdo converge para um ponto fixo
U(z), que representa uma distribuigdo de equilibrio homogénea das plantas. A
medida que o parametro A aumenta, o ponto fixo perde sua estabilidade e ocorre
uma bifurcacao, surgindo um ciclo de periodo-2, isto é, a distribuicao de equilibrio
das plantas oscila homogeneamente entre dois valores. Aumentos maiores em A
causam uma seqiiéncia de bifurcacdes que conduzem ao caos [2].

O diagrama de bifurcagdo para a equagdo (2.7), isto é, para B = 0 é ilustrado na
Figura 1. Neste grafico, a quantidade representada no eixo vertical é a populagdo
total U = [, U(z)dx apés o equilibrio ter sido alcancado.
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Figura 2: Nucleo de redistribuicao de Weibull.

Nosso objetivo, neste trabalho, é estudar o comportamento assintético do modelo
(2.6) para 0 < B < 1, ou seja, avaliar os efeitos do banco de sementes na dinamica
da populagao de plantas adultas. Em termos dos pardmetros dimensionais, temos
0< w < 1, em outras palavras, a fragao de sementes que germina no segundo
ano, no maximo, é igual aquela que germinou no primeiro ano, hipétese bastante
razodvel para um grande nimero de espécies de plantas anuais [7].

3. Propriedades do Modelo

Analisamos o comportamento assintdtico da solugdo da equagao (2.6) através
do seguinte experimento numérico: consideramos uma distribuicao inicial constante
Uo(xz) = 0,25. A partir desta distribuigao inicial, fixamos alguns valores de A escol-
hidos a partir do comportamento exibido na Figura 1, isto é, valores de A para os
quais o comportamento da solugdo da equagdo (2.7) é diferente. Para cada A fixo,
analisamos a populacao total de plantas para 0 < B < 1, confeccionando, assim,
diagramas de bifurcagdo com relagdo ao parametro B. Em todas as simulagbes uti-
lizamos como niicleo de redistribui¢io a distribuicdo de Weibull k(z) = % exp (— |z])
(Figura 2) e um dominio finito de comprimento fixo.

Os resultados ilustrados nos graficos da Figura 3 mostram que o banco de
sementes pode provocar mudangas significativas na dinamica de plantas anuais.
Nestes graficos, o eixo vertical indica a populagao total de plantas apds o equilibrio
ter sido alcangado, isto é, representamos as ultimas cem iteragoes apds mil iteragoes
terem sido executadas.

Para A =6 e B =0, isto é, na auséncia de bancos de sementes, a populagao assume
uma distribui¢ado de equilibrio homogénea estavel. A medida que aumentamos B, o
valor da populagao total diminui, porém o equilibrio continua um ponto fixo estavel,
como ilustra o grafico na Figura 3.
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Figura 3: Diagramas de bifurcagdo com relacao a B para diferentes valores de A. O
eixo vertical de cada grafico representa a populagao total apés o equilibrio ter sido
alcancgado.

Para A =10 e B = 0, ha um ciclo de periodo dois, isto é, a distribui¢ao espacial
de equilibrio da populacao oscila homogeneamente entre dois valores. Com o au-
mento da germinacao do banco de sementes, observamos uma mudanca qualitativa
no comportamento da solucao de equilibrio. Ocorre uma bifurcacao em B = 0, 21
e o ciclo de periodo dois da lugar a um equilibrio homogéneo estavel até o valor
B = 0,98 ser alcangado quando entao, ocorre uma nova bifurcagao e surge um ciclo
de periodo trés (Figura 3).

Com A = 15 e B = 0 ocorre um ciclo de periodo oito. A medida que o parametro
B ¢é aumentado, surge um ciclo de periodo quatro, em seguida um ciclo de periodo
dois e para 0,35 < B < 0,72 a populagao total de equilibrio é estavel. Para
0,72 < B < 0,89 surge um ciclo de periodo trés e, finalmente, um ciclo de periodo
seis (Figura 3).

Para A = 19 o comportamento da solugdo é semelhante. Para aumentos em
B, surgem ciclos de periodo cada vez menor e em seguida, um ponto de equilibrio
estavel, o qual da lugar a um ciclo de periodo trés. Novamente ocorrem bifurcagoes
surgindo ciclo de perfodo seis e ciclos de perfodos maiores (Figura 3).

No intervalo de A onde a solugdo de equilibrio da equagao (2.7) tem um ponto
fixo estavel, a germinagao do banco de sementes nao altera a estabilidade da solugao,
apenas diminui a populagao total de plantas. Nos intervalos de A para os quais o
modelo representado pela equagao (2.7) assume um regime periédico, aumentos em
B provocam uma diminui¢ao na amplitude das oscilagoes até o surgimento de um
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tinico ponto de equilibrio estdvel. Aumentos maiores em B levam novamente a
solugdes periddicas.

4. Conclusoes

Neste trabalho formulamos um modelo discreto com operadores integrais para a
descrigao da dispersao espacial de plantas com bancos de sementes, o qual considera
o crescimento das plantas dependente da densidade de sementes em germinacao e o
comportamento de espalhamento das plantas. Nas simulagoes numéricas realizadas,
foi observado que a germinacao das sementes do banco de sementes pode alterar
significativamente a dindmica da populagdo de plantas adultas.

Os resultados obtidos mostram que, ao contrario dos modelos continuos em que
os retardamentos tém um efeito desestabilizador produzindo solugoes periddicas [9],
o banco de sementes em modelos discretos integrais, pode ter um efeito estabilizador
do equilibrio da populagao. Para determinados valores do parametro B, que repre-
senta o efeito da germinagao do banco de sementes, solugdes periddicas dao lugar a
um ponto fixo assintoticamente estavel.

Para a condigao inicial utilizada, as solugoes convergem para distribuigoes es-
paciais de equilibrio homogéneas. Em extensivas simula¢oes numéricas, obtivemos
solugoes estaveis, ciclos de diferentes periodos e solugoes cadticas no tempo sempre
com uma distribuicao espacial homogénea.

A medida que A (relacionado com as sementes de um ano) aumenta, diminui o
intervalo do parametro B onde ha um equilibrio estavel da populacao. Isto significa
que as populagoes de espécies que produzem grande quantidade de sementes com
baixa mortalidade, alta taxa de germinacao no primeiro ano ou alta fecundidade
per capita (ou seja, A = acoy grande), tendem a oscilar se a germinagdo do banco
de sementes nao estiver em torno de cingiienta por cento da germinagao do primeiro
ano.

Populagoes de espécies com pequena produtividade de sementes ou alta taxa
de mortalidade das sementes (isto é, A pequeno) tendem a atingir um valor de
equilibrio estavel, mesmo com alta germinagao do banco de sementes.

Observamos também que a medida que A aumenta, as solugbes periddicas a-
presentam amplitudes maiores. No entanto, aumentos em B fazem com que estas
oscilagoes diminuam levando a um tnico ponto de equilibrio estdvel. Aumentos
maiores em B novamente levam a solugoes oscilantes. Portanto, o banco de sementes
nao deve ser omitido no estudo da dispersao de plantas anuais.

Em estudos futuros pretendemos analisar o comportamento do modelo (2.6)
para outras distribuigoes iniciais da populagdo de plantas tanto no que se refere
a estabilidade da solugao de equilibrio como a distribuicao espacial. Resultados
iniciais sugerem que, dependendo da distribuigao inicial, pode ocorrer a formagao
de padroes espaciais nao homogéneos mesmo na auséncia de espécies competidoras
ou predadoras que poderiam causar instabilidade difusiva.

Abstract. In this work a spatially explicit integrodifference equation model is
studied for the spread of an annual plant population with seed bank. The model
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is capable of predicting stable, cyclical and chaotic asymptotic behavior. We show
that the seed bank is very important in determining a species colonizing ability.
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