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Resumo. O objetivo do presente trabalho é estender o ambiente de simulagdo
FreeFlow-3D para a solugdo numérica de problemas de escoamentos incompressiveis,
com superficies livres e com influéncia de temperatura. Em conjunto com condigGes
iniciais e de fronteira associadas, as equagdes de conservagao sdo discretizadas no
contexto de diferengas finitas. Os efeitos da temperatura sdo representados pela
aproximacao de Boussinesq, e a viscosidade é calculada em fungdo da temper-
atura. Resultados numéricos, demostrando a capacidade do cédigo FreeFlow-3D
em resolver problemas tridimensionais nao-isotérmicos e com superficies livres, sdo
apresentados.

1. Introdugao

Com o continuo avanco tecnolégico dos computadores e das técnicas numéricas,
é possivel hoje a modelagem /simulagao de problemas de grande porte em dindmica
dos fluidos. Nos tltimos trinta anos, muitos problemas nessa area tém sido investi-
gados, especialmente a classe dos problemas de escoamentos envolvendo superficies
livres.

Com base na metodologia SMAC, Tomé e McKee em 1994 desenvolveram o
método GENSMAC [1], para a solugdo numérica de escoamentos de fluidos newto-
nianos, incompressiveis, com superficies livres, e em geometrias bidimensionais ar-
bitrdrias. Mais tarde, Castelo e et al. [3] desenvolveram o sistema FreeFlow-3D, um
ambiente integrado de modelagem, de simulagao e de visualizacao para problemas
de escoamentos transientes com superficies livres e tridimensionais (3D). O sistema
FreeFlow-3D adota a metodologia GENSMAC-3D [2] para a solu¢do numérica das
equagoes de conservagao.

Este trabalho é uma extensao do sistema FreeFlow-3D, para a simulacao de
problemas de escoamentos incompressiveis com superficies livres, em 3D e com
influéncia da temperatura. Isto permitird investigar a variagdo de temperatura
e/ou a transferéncia de calor no fluido.
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2. Equacoes de Conservacao

As equacgoes de conservacao que modelam problemas de escoamentos de flui-
dos newtonianos e incompressiveis sao continuidade e Navier-Stokes. Em notacgao
vetorial essas equagoes sao, respectivamente, representadas por

V-u=0, (2.1)

Du
Py = Vo +re (2.2)
em que p é a densidade, u (x,t) a velocidade, o o tensor de tensoes e g a aceleracao

gravitacional. As equagbes constitutivas consideradas neste trabalho sao

o=—-pl+T, (2.3)
r=2u(T)d, (2.4)
d= %[(Vu) +(Vu)T], (2.5)

em que p = p(x,t) é a pressdo, I o tensor identidade, T o tensor extra tensdo, d o
tensor razdo de deformacao e p = (7)) é a viscosidade em fungdo da temperatura
local T'. Para a simulagao de escoamentos com influéncia da temperatura utilizou-se
neste trabalho um modelo matemdtico com base na aproximacao de Boussinesq [5].
Nessa aproximagcao, todas as propriedades do fluido sao consideradas constantes,
exceto a densidade no termo fonte das equacoes de movimento que é assumida ter
uma relacgao linear com a temperatura, isto é,

p(T) = poo + g—; (T —Tx) +O(T — Tx)?, (2.6)
Too
que pode ser escrita como
p(T) = pooll = B(T(x,t) — To)], (2.7)
em que po € T sao valores de referéncia de densidade e de temperatura, respec-
tivamente, e § = fp%.o g—% - o coeficiente de expansao térmica.

oo

As equagoes de conservagao de massa e de quantidade de movimento (2.1) e (2.2)
podem ser, entao, escritas em coordenadas cartesianas tridimensionais como

Ou | ut  Ow) | O(ww) _ _19p <62—“ Loy 62—“>
ot Oz dy 0z p Oz ox2  Oy? 022
N {28u ov(T) N (8u 8’()) ov(T) N <8u 8w> 81/(T)} (2.8)
dr Ox Jdy Ox y dz O 0z

+[1=B(T(x,1) = Too)] gy
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ov  A(uww) w?  I(vw) 10p v 0% 0w
- < - -2 (e, 22,27
ot or dy 0z p Oy +v(T) ox? + Oy? + 022
ou v\ ov(T) Ov Ov(T) ow o\ ov(T) (2.9)
+ {<8y+8:€) ox +2(9y dy + dy +8z 0z

+ 1= B(T(x,1) = Tuc)] gy,
ow  Ouw)  Ow) OJw*  109p o )((‘)w 9w Ow)

ot oz Oy 0z  poz ox? + Oy? + 022
ou  ow\ ov(T) v ow\ ov(T) Ow v (T) (2.10)
et A ol V)
+ [(82 + 8:8) Ox + (az 8y) dy + 0z 0z

+[1=B(T(x,t) — Tw)] 9,
em que [1 — B(T(x,t) — Teo)]g é o termo fonte. Para se determinar a convecgio e a
difusao da temperatura no dominio, deve-se resolver a equacao da energia

or  owT) IOWT) I(wT) 0T 9*r  9*T
4 + + —a(Ggtost g,
ot or Oy 0z oz?2  Oy? 022

em que a = & é o coeficiente de difusividade térmica, sendo, respectivamente,
P

(2.11)

e ¢p o coeficiente de condutividade térmica e o calor especifico a pressao constante.
Portanto, as equagoes a serem resolvidas, para escoamentos com influéncia de tem-
peratura e com a viscosidade variando, sdo as equagoes (2.8) (2.11), mais a equagao
de conservagao de massa (2.1).

Para adimensionalizacao das equagodes, definem-se as transformacoes

u= UU*v X = LX*: V(T> = VOV*(T): p= pOOU2p*7 P = p*poov
t=ki* g = gg" T =T*AT + Tn, i = *AT,

em que U é uma velocidade caracteristica e L um comprimento caracteristico. vy é
uma viscosidade de referéncia, AT = T4 — Tinin € a diferenca entre as tempera-
turas maxima e minima. T, é uma temperatura de referéncia, que é tomada como
Trin' € poo uma densidade de referéncia. Substituindo-se essas transformagcdes
nas equacoes de conservacao e desconsiderando-se o simbolo “*” para simplificar,
obtem-se as equagoes de conservagao na forma adimensional

Oou Ov Ow
ot oy Tor = (2.12)
du  d(w?)  I(w) N Iuww)  dp  v(T) (du N P*u N P*u
ot ox oy dz  Ox Re \0x2  0y2 022 (2.13)
N 1 _Q%GV(T) N du N v\ 9v(T) N du N dw\ ()] N '
Re |"0z Oz dy  ox) Oy 0z 9dr) 9z | F 292>
dv N I(uv) N a(v?) N oww) __9p  v(T) v N % N P*v
ot ox Oy 0z dy Re \9z2  0y?2 022 (2.14)
+i_@+@ ay(T)+2@ay(T)+ aﬂ+@ ay(T)'_i_i )
Re [\9y 0x) Oz oy Oy dy 0z) 0z | Fr? Iy:

Quando se escolhe Too = Trnin, tem-se T* € [0, 1]
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ow  I(uw)  I(vw)

ow o) | dww) o) __op u(T) (0w o
ot ox Ay dz Oz Re \0z2 09y2 022

1 ou  ow\ ov(T) v ow\ () Ow ov(T) 215
+Re [(8z+8x> Ox +<82+8y) dy +28z 0z (2.15)

1
L (1-BT) L.,
( B )Frzg

(9_T+8(UT)+8(UT)+3(U)T)_ 1 82_T+(92_T+82_T
ot Ox Oy dz  RePr \odz2 = 0y2 022 )’

(2.16)

em que Re = %, Fr = \/% e Pr = £ sdo, respectivamente, os nimeros de Reynolds,
de Froude, de Prandtl e de Nusselt.

3. Modelagem da Viscosidade

A viscosidade v = v(T) é conhecida, representando a dependéncia do fluido
em fungdo da temperatura. Para o tratamento da viscosidade, neste trabalho
utilizaram-se dois modelos: um para simulagdes com fluidos gasosos; e o outro
para fluidos liquidos. No caso de fluidos gasosos foi escolhido o modelo

v(T) = aT? +bT + ¢ (3.1)

e, no caso de fluidos liquidos, empregou-se

v(T)

Em ambos os modelos apresentados acima, a, b e ¢ sao constantes a serem
determinadas de forma a ajustar, pelo método dos minimos quadrados, um conjunto
de dados de viscosidade em funcdo da temperatura. O modelo (3.1) melhor se
ajustou aos dados para fluidos gasosos e o modelo (3.2) melhor se ajustou aos
dados para fluidos liquidos (maiores detalhes podem ser encontrados em [8]). Na
literatura, ver por exemplo em [5], sdo encontradas tabelas de propriedades fisicas
de fluidos contendo esses dados.

1

= 3.2
aTl? +bT + ¢ (3-2)

4. Procedimento Computacional

O procedimento computacional utilizado para o calculo das velocidades, pressao
e temperatura é baseado no método GENSMAC-3D [2]. Admite-se que, em um
dado instante de tempo t = ty, o campo de velocidades u(x,ty) é conhecido e as
condicoes de fronteira para a velocidade e pressao sao dadas. Admitem-se também
que a temperatura T'(x,tg) e as suas condigdes de fronteiras sdo conhecidas. Os
campos de velocidades e temperatura no tempo t = ty + dt sdo calculados como
segue:

1. Seja p(x,tp) um campo de pressdo que satisfaca a condigao de tensdo normal
correta sobre a superficie livre do fluido em t = t¢;



Escoamentos com Influéncia da Temperatura 123

2. Calcula-se o campo de velocidade intermedidrio u(x,t) por

ou _ d(w?)  O(wv) O(uw) Ip  v(I) (82u 0%u 82u)

ot ow dy 0z 8z ' Re \ 022 ' 9y* ' 922 (4.1)
+L GOud(T) | (Ou v\ owu(T) (9w Ow\ow(T)]| 1 '
dr Ox oy Ox oy 0z Ox 0z Fr? Ja:
0o O(uwv) d(v?) - Ow) op | v(T) i n @ Lo 9%
ot oz Jy 0z Jy Re \0x? 0y? 022 (4.2)
L L ou N '\ ov(T) +28v ov(T) N ow + o\ o] 1 '
dy " ox) oz y 8y ay 82 9z e
ow _ O(uw) O(vw) 8(w2) 82w
ot ox dy 0z 8,2 8,22
1 [(Ou  Ow) ov(T) v  Ow ( ) ow BV(T) 4.3
+Re [(82+8:c) Ox +<82+8y) Oy +28z 0z 4.3)
a1
+(1-p1 )ng:
com u(x,ty) = u(x,tp), utilizando a condicdo de fronteira correta para

u(x,t9). As equagoes (4.1)—(4.3) sdo resolvidas utilizando-se aproximagcoes
por diferengas finitas;

3. Resolve-se a equagao de Poisson
V23(x,t) = V - 0(x,t) (4.4)

com as seguintes condigoes de contorno:

0
oY =0 sobre a fronteira rigida,
On

P =0 sobre a superficie livre,

em que n é a direcdo normal ao contorno rigido. A discretizacao da equagao
de Poisson gera um sistema de equagoes lineares que é resolvido pelo método
de gradientes conjugados;

4. Atualiza-se o campo de velocidades por
U(X, t) = ﬁ(X7 t) - Vw(x-, t); (45)

5. Calcula-se a nova pressdo por

p= ﬁ(xa t(]) +
em que 0t é o passo no tempo;

6. Determina-se T'(x,t) pela equacdo da energia (2.16).
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5. Condicoes de Contorno

Na superficie livre do fluido, as condigoes de fronteira sdo obtidas impondo-se
tensoes normal e tangencial nulas nesse contorno. Na auséncia de tensao superficial,
estas condigoes podem ser representadas como [2]

n-oc-n=0, ml-o-n=0, m2-0-n=0, (5.1)

em que n = (ng,ny,n,) é o vetor normal unitario, m1 = (ml,, ml,,ml,) e m2 =
(m24,m2,,m2,) sao os vetores tangenciais & superficie. O tensor de tensdes o é
dado por (2.3). Por representar melhor, fisicamente, as trocas de calor entre a
superficie do fluido e o ambiente, utilizou-se para a temperatura a condicao de
contorno de Robin

—VT -n=Nu(T —Tjy), (5.2)

em que T4 é uma temperatura de referéncia, tomada no ambiente. As condicoes
de nao-escorregamento e inje¢do compoem as condigoes de contorno na superficie
rigida e na secao de entrada, respectivamente. As velocidades tangencial e normal
em relagao a parede sélida sao definidas iguais a zero. Para a temperatura utilizou-
se a condigao adiabética (fluxo de calor nulo entre parede e fluido), ou a condigao
de Dirichlet.

6. Discretizacao das Equacgoes de Conservacao

A discretizacao das equagoes foi realizada empregando-se o método de diferen-
¢as finitas em malhas deslocadas [2]. A malha é uniformemente espagada em cada
diregao, tendo as células comprimento dx, largura dy e altura dz. As velocidades
sao definidas nas faces das células. A pressao, a temperatura e a funcao potencial
1) sdo calculadas nos centros das células computacionais. A equacao do movimento
na direcdo x é discretizada na posigao (i + %,j, k), na diregdo y na posigao (i,j +
3.k) e na diregdo z na posi¢ao (i,j.k + 3). As derivadas temporais sdo aproxi-
madas utilizando-se diferengas progressivas, enquanto que o gradiente de pressao e
as derivadas espaciais dos termos viscosos sao discretizadas por diferencas centradas.
Os termos convectivos sdo representados pelo esquema VONOS (Variable-Order-
Non-Oscillatory-Scheme), um método “upwind” de alta ordem e limitado. Anélise
e aplicagdo desse esquema “upwind” podem ser encontradas em [7].

7. Resultados Numéricos

Os resultados publicados na literatura sobre escoamentos com influéncia da tem-
peratura sao, de modo geral, para escoamentos confinados por paredes aquecidas
(convecgdo natural)?, em que a aproximacao de Boussinesq é utilizada. Os casos
mais frequéntes sdo os problemas em que as paredes laterais sdo mantidas a uma

2Quando o campo de velocidades é determinado completamente pela temperatura, d4-se o nome
de conveccdo natural [6].
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temperatura constante, enquanto as outras estao isoladas termicamente. Por essa
razao, e pela dificuldade de se encontrar dados na literatura para problemas com
superficies livres, os resultados do modelo Boussinesq foram comparados com os
apresentados em [6], para o caso da convecgao natural no cubo fechado. O objetivo
aqui é validar o simulador em problemas com influéncia da temperatura.

7.1. Convecgao Natural no Cubo Fechado

Citado freqiientemente na literatura, o problema da convecgdo natural consiste
em um cubo fechado com a temperatura mantida constante nas faces esquerda e
direita, e as outras faces isoladas termicamente (ver Figura 1). Os dados para a si-

dT/dz=0
dT/dy=0

N
dT/dz=0 J

Figura 1: Modelo do problema da conveccao natural.

dT/dy=0

mulagao, extraidos de [4], foram: difusao a = 2.08x 1075 mTz; coeficiente de expansao

B = 3.40 x 103K ~1; viscosidade v = 1.5 x 10’5’”72; temperatura inicial do fluido
293 K; parametros adimensionais Re = 1.4, Pr = 0.72. Os valores caracteristicos
foram U = ¢ = 0.00052F e L = 0.04m. Este problema foi simulado em uma
malha com 26 x 26 x 26 células computacionais. A Tabela 1 compara os resultados
numéricos obtidos com os resultados de [6].

Ra =103 Ra = 10* Ra = 10°
SO | Ref [0 SO | Ref [0] SO | Ref [0]
Umaz 3.521 3.543 17.327 16.719 45.908 43.900
Umaz 0.143 0.173 2.348 2.156 8.477 9.690
Wmaz 3.630 3.544 20.040 18.983 70.396 71.060

Tabela 1: Resultados para Rayleigh 103, 10* e 10°. SO: Solucdo Obtida.

Observa-se na Tabela 1 que pequenas diferengas em relagao aos resultados de [6]
sdo observadas. A seguir, na Figura 2, apresentam-se linhas de temperatura para
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o plano y = 0.5 e nimeros de Rayleigh 103, 10* e 10%, que concordam satisfatoria-
mente com resultados da literatura (ver por exemplo [4]). Observa-se também que,
com o aumento do ntimero de Rayleigh, as isotérmas se aproximam da parede.

TTT7TT]

1

=

(a) Ra =103

(b) Ra = 10%

(c) Ra = 10°

Figura 2: Linhas de Temperatura.

+0 T A ST 0 AST T 00

Figura 3: Visualizagao da temperatura.
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Figura 4: Visualizagao da viscosidade.

7.2. Enchimento de um Recipiente

Os objetivos desta simulagao sao: (i) mostrar um fluido, a uma dada tempe-
ratura, injetado em um recipiente com temperatura menor que a do fluido; e (ii)
verificar o comportamento do escoamento ao entrar em contato com o recipiente.
Para o célculo da viscosidade, utilizou-se o modelo (3.2). As temperaturas do flui-
do (inicial), do ambiente e do recipiente foram, respectivamente, escolhidas como
1794.4K, 1794.4K e 1586.9K, sendo que a viscosidade do fluido cresceu a medida
que a temperatura decresceu. Na Figura 3 observa-se o fluido sendo resfriado pelo
recipiente, causando uma variagao da viscosidade. Isto pode ser observado clara-
mente na Figura 4.

8. Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um modelo para a simulacao de escoamentos 3D
com superficies livres, com influéncia da temperatura e com a viscosidade variando
em fung¢ado da temperatura. O modelo foi incorporado no sistema FreeFlow-3D. Os
resultados numéricos ilustram a aplicabilidade do sistema FreeFlow-3D atual para
escoamentos com superficie livre e com influéncia da temperatura.
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Abstract. The aim of this work is to extend the FreeFlow-3D simulation system to
incompressible non-isothermal free-surface flows. Together with appropriate initial
and boundary conditions, the conservation equations are discretized using the finite
difference method. The temperature effects are included in the code by using
the Boussinesq approximation, and the viscosity is calculated as a function of the

temperature. Numerical results demonstrating the capabilities of the FreeFlow-
3D code for solving tridimensional non-isothermal free-surface flows problems are
presented.
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