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Resumo. Neste trabalho desenvolve-se um modelo mateméatico compartimental e
deterministico para analisar a dindmica populacional da interagao do inseto-praga
Phyllocnistis citrella com seus inimigos naturais Galeopsomyia fausta e Ageniaspis
citricola. Através do estudo analitico do sistema de equagdes, avalia-se a possibili-
dade de coexisténcia entre as espécies e a competicao indireta entre os dois inimigos
naturais.

1. Introdugao

A larva-minadora-da-folha-dos-citros, Phyllocnistis citrella (Lepidoptera: Gracil-
lariidae), é um inseto-praga de grande importéncia para a citricultura nacional. Foi
encontrada pela primeira vez no Brasil em marco de 1996 no Estado de Sao Paulo,
disseminando-se rapidamente para outros Estados do pais, como Bahia e Minas
Gerais, ainda no mesmo ano [1].

A larva penetra nas folhas da planta levando a atrofia do tecido foliar. Além do
comprometimento a fotossintese, os danos provocados podem resultar na queda pre-
matura das folhas, impedindo o desenvolvimento de brotagoes e, conseqiientemente,
refletindo no potencial produtivo do pomar. Além disso, os ferimentos provocados
pela larva a folha e outros orgaos da planta favorecem a penetragdo da bactéria
causadora do cancro citrico, Xanthomonas azonopodis pv. citri [1].

A espécie Galeopsomyia fausta (Hymenoptera: Eulophidae) foi identificada como
o principal parasito nativo da P. citrella no Estado de Sao Paulo, onde chegou a
indices de 90% entre os parasitos nativos coletados em campo [3]. A G. fausta é
um ectoparasito da fase de pupa e sua reproducao é do tipo partenogénese telitoca
(6vulo nao fecundado produz apenas fémeas), apresentando machos ocasionais. A
féemea da G. fausta ovipoe sobre a camara pupal da P. citrella. O ovo eclode dando
origem a larva que se alimenta da pupa do hospedeiro, ocasionando a sua morte.
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A espécie Ageniaspis citricola (Hymenoptera: Encyrtidae) foi introduzida no
Brasil em 1998 para o controle biolégico da P. citrella [2], e é um endoparasito de
ovos e larvas jovens. O parasitismo é gregédrio, podendo produzir até oito ovos por
hospedeiro. Os ovos nao fertilizados produzem machos (partenogénese arrendtoca)
e ovos fertilizados produzem machos e fémeas.

O objetivo deste trabalho é apresentar um modelo matematico compartimental e
deterministico para analisar a dinamica populacional do inseto-praga Phyllocnistis
citrella em interacdo com seus inimigos naturais Galeopsomyia fausta (parasito
nativo) e Ageniaspis citricola (parasito exdtico). Através do estudo analitico do
sistema de equagdes, avalia-se a possibilidade de coexisténcia entre as espécies e a
competicao indireta entre os dois inimigos naturais.

2. Formulacao do modelo

O modelo matemadtico proposto visa descrever a dinamica populacional do inseto-
praga Phyllocnistis citrella em um processo de parasitismo pelos inimigos naturais
Galeopsomyia fausta e Ageniaspis citricola [7].

A abordagem utilizada caracteriza-se pelo desenvolvimento de modelos com-
partimentais estdgio-estruturados [5]. Cada compartimento do modelo representa
uma fase do ciclo de vida do inseto. Assim, o processo que representa as entradas
e saldas em cada fase, ou estdgio do ciclo, é descrito matematicamente por uma
equagao diferencial ordindria.

No modelo proposto consideram-se todas as fases principais do ciclo de vida
diretamente envolvidas no processo de parasitismo. As demais fases sdo englobadas
em parametros apropriados. Tal simplificagao permite a manipulagdo algébrica do
sistema de equagoes diferenciais resultante e a conseqiiente obtengao de importantes
resultados analiticos, sem comprometer a representacao do fenémeno biolégico.

Na construgao do modelo geral e na definigao dos compartimentos considerou-se
que: (a) o modelo representa a populagao de fémeas ao longo do tempo, podendo
ser estimada a populacdo de machos através da razao sexual de cada espécie; (b) os
compartimentos dos modelos representam as fases do ciclo de vida de cada espécie
envolvidas diretamente no processo de parasitismo. As outras fases sdo incorporadas
em parametros apropriados; (¢) o inimigo nativo Galeopsomyia fausta é um parasito
generalista, de tal modo que a populacao dessa espécie mantém um crescimento
natural independente do nivel populacional da praga; (d) os perfodos de cépula,
pré-oviposicao, maturagao e viabilidade dos ovos estao considerados conjuntamente
na taxa de natalidade. Assim, a fase de ovo nao é representada num compartimento
em separado nos modelos, contribuindo para a simplificagdo dos mesmos e (e) a fase
de larva nao é subdividida em estddios, ou seja, é considerada uma fase larval inica
que engloba todos os estadios. De modo semelhante, as fases de pré-pupa e pupa
sao consideradas como tnica.

Com base nessas hipdteses, as varidveis dindmicas consideradas no modelo sao
as fases de larva (L,,), pupa (P) e adulta (M) para o inseto-praga; as fases de larva
(Lg) e adulta (G) para o parasito nativo e as fases de larva (L), fémea virgem (A,)
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e fémea acasalada (A) para o parasito exdtico. A Figura 1 mostra o esquema de
compartimentos do modelo proposto.

Phyllocnistis citrella:
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Figura 1: Esquema de compartimentos do modelo

Os parametros relacionados ao inseto-praga sdo ay, g, f1, f2 € W3, que sao
as taxas de, respectivamente, larvas que originam pupas, pupas que dao origem a
adultos, mortalidade das fases de larva, pupa e individuo adulto. As fungoes ®(M),
f2 (P, G), f3(Lm, Ay) € fa(Lpy, A) correspondem & taxa per capita de crescimento
da populagao do inseto-praga e fungoes de parasitismo de fémeas do parasito nativo
e do parasito exdtico (virgens e acasaladas) sobre o inseto-praga, respectivamente.

Os parametros relacionados ao parasito nativo sdo o5, p5 € %, que sio as taxas
de, respectivamente, larvas do parasito nativo que, passando pela fase de pupa, vao
originar individuos adultos, mortalidade das fases de larva e pupa, e mortalidade
do individuo adulto. As fungdes ®'(G) e ¢'(P, G) sdo, respectivamente, a taxa per
capita de crescimento da populagao do parasito nativo e funcao de crescimento da
populagao do parasito nativo decorrente do parasitismo. Observe que a fase de pupa
estd embutida nos pardmetros a5 e 5.

Os parametros relacionados ao parasito exético sdo ofy, o, plls, pf e plf, que sdo
as taxas de, respectivamente, larvas do parasito que, passando pela fase de pupa, vao
originar fémeas virgens, féemeas virgens que se acasalaram, mortalidade das fases de
larva e pupa, mortalidade de fémeas virgens e mortalidade de fémeas acasaladas. As
fungoes ®”(A) e ¢’ (L, A) sdo, respectivamente, a taxa per capita de crescimento
da populacao do parasito exético e fungao de crescimento da populagao do parasito
exotico decorrente do parasitismo. A fase de pupa estd embutida nos pardmetros
afy € P

As fungoes fo (), f3 (), fa (), d'(-) e ¢” (-) representam a interagio entre as
espécies. FEssa interagao depende, por exemplo, do encontro entre as duas po-
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pulagoes (inseto-praga e parasito), da capacidade de busca do parasito e de sua
especificidade. Assim, é assumido existir um encontro aleatdrio entre a fémea da
G. fausta e a pupa do inseto-praga, e entre as fémeas virgens e acasaladas de A.
citricola e a larva do inseto-praga. Devido a esses encontros, ocorre um decréscimo
na populagao de pupas e larvas da P. citrella, proporcional as taxas ko, k3 e ky,
respectivamente. Em contraposi¢ao, as populagées de pupas do parasito nativo
e de larvas do parasito exdtico sdo beneficiadas por esse encontro aleatorio, de
modo proporcional as taxas k] e ki, respectivamente. Essas aproximagoes sao
razoavelmente boas quando as populagoes sao abundantes, o que pode nao ocorrer
na pratica. Tais fungoes sao dadas por

f2 (P,G) = ko PG,

f3 (LmaAv) = kBLmAm

f4(Lm7 A) - k4LmAa (2].)
9'(P,G) = k1 PG,

9" (Lo, A) = K/ Lo A.

As taxas de crescimento natural @ (-), &' (-) e ®” (-) caracterizam as diferentes
consideragoes sobre a dinamica vital. O modelo considera que as trés populagoes
crescem da mesma forma e sdo controladas pela capacidade de saturagao do meio
ambiente, ou seja, seguem o crescimento logistivo de Verhulst,

(M) =¢ (12,
PG =¢(1-5), (2.2)

¥(4) =" (1-4),

e’

onde ¢, ¢’ e ¢" correspondem A taxaa de, respectivamente, ovos da fémea do inseto-
praga que originam larvas, de ovos da fémea do parasito nativo que originam pupas e
de ovos da fémea acasalada do parasito exético que originam larvas. Os pardametros
c>0,¢ >0ec >0 referem-se aos limites superiores que as populagoes M, G
e A, respectivamente, atingem decorrentes da capacidade de saturagdo do meio-
ambiente.

Para o estudo analitico das trés populagoes em interagao, considera-se ainda que:
(a) a hipétese de que o crescimento da populagdo do parasito exdtico sé é possivel
na presenca do inseto-praga, por ser um parasito especifico, corresponde a se ter
¢"” =0, ou seja, o crescimento intrinseco da populagao é nulo; (b) a capacidade de
parasitismo das fémeas virgens (A, ) do parasito exdtico é semelhante a capacidade
das fémeas acasaladas (A). Tal hipdtese corresponde a k3 = ky; (¢) o beneficio do
processo de parasitismo na populacgao de larvas do parasito nativo é proporcional ao
prejuizo na populacao de pupas do inseto-praga, ou seja, ki = ake, com 0 < a < 1
e (d) de modo semelhante, o beneficio do processo de parasitismo na populacao
de larvas do parasito exotico é proporcional ao prejuizo na populagao de larvas do
inseto-praga, ou seja, ki = aky, com 0 < a < 1.

Assim, considerando as hipdteses anteriores e as equagoes (2.1) e (2.2), o modelo
matematico incorporando a dinamica vital das trés populagoes em interacao, repre-
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sentado na Figura 1, é descrito por um sistema composto de 8 equagoes diferenciais
ordindrias nao-lineares dado por

%:qs(l—%)M—(al—f—,ul)Lm— k4Lm<Av+A)7
4P = Ly, — (o2 + p2) P — ko PG,

dd_Af =P — /’L?)M:

% =¢' (1 - %) G~ (ohy + 1) Ly + aky PG,

N (2.3)
G = alg — 3G,

dsta = _(O/llz + N/1/2)La + akyLm A,

dA, 1 " "
= o Lg — (af + py) Ay,

dA _ 1 "
ar = Q3fe T Mg

Tal sistema é explorado analiticamente na préxima secao.

3. Analise do modelo

O sistema de equacoes (2.3) representa a dindmica das populagoes de fémeas do
inseto-praga, parasito nativo e parasito exético em interacao. Tal sistema é estudado
em regime estaciondrio e seus pontos de equilibrio, com respectivas condigoes de
existéncia e estabilidade local, sao determinados analiticamente.

A anélise em regime estaciondrio do sistema de equagoes (2.3) para as populagoes
em interagao (ko # 0 e ky # 0) apresenta 6 pontos de equilibrio. O primeiro é a
solugao trivial, que representa a auséncia ou extingao das populagoes, com condigao
de existéncia e estabilidade dada por R < 1e R’ < 1, com

;o
R= atitemm © R =iy (3.1)
onde R refere-se & populacao do inseto-praga e R’ ao parasito nativo.

Os demais pontos referem-se ao dominio de uma populacio (e extingdo das
demais espécies) e a coexisténcia entre 2 ou 3 espécies. O estudo analitico de tais
populagoes é apresentado a seguir.

3.1. Dominio de uma tnica populagao

O primeiro ponto de equilibrio nao trivial para as populagoes em interagao refere-se
a presenca unica do inseto-praga e extin¢ao da populacao dos dois parasitos. Tal
ponto é dado por

==

Nik = (CNS(OC2+N2) (1 _ 1) cps (1 _

(65N D]

),c(l—%),0,0,0,0,0), (3.2)
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com condigoes de existéncia e estabilidade dadas por R > 1e R’ < 1.

O segundo ponto de equilibrio nao trivial refere-se a presenca tnica do parasito
nativo e extingao das populagoes do inseto-praga e parasito exético. Esse ponto é
exXpresso por

x ¢ s 1 / 1
N :(0,0,0, (1) e (1fﬁ),0,0,0), (3.3)
com condigdes de existéncia e estabilidade dadas por R < 1e R’ > 1.

Observa-se a inexisténcia do ponto de equilibrio representando a presenca tinica
do parasito exético, pois tal populagao sé cresce na presenca do inseto-praga, devido
ao ganho no processo de parasitismo.

3.2. Coexisténcia entre populagoes

O sistema (2.3) possui o ponto de equilibrio N que representa a coexisténcia entre
o inseto-praga e parasito nativo, o ponto Nj que representa a interagao entre o
inseto-praga e parasito exético e no maximo dois pontos de equilibrio para as trés
populagoes vivendo conjuntamente.

3.2.1. Solucao N3: inseto-praga e parasito nativo

L = by [0 (1 ) 345,

3 = g;_z 35
Ms )
_ _as 1+ ala§¢¢, B aiaz ¢’ + “,3(0‘,12+“,12) _ ¢ (az+tp2) _ ¢/
akao g acc’ pZk3 (a1+pa) ' uzks(ar+pr) al, koc )
T - = aa2usd 1 — Ms) _ (e2tps)
93 o gpaka(ar+p) c k2 )

2. a1a2¢ 1 _ E _ (042+},L2)
T paka(artpr) c ko °

(3.4)

Observa-se que deve-se ter L3 > 0, P3 > 0, My > 0, Tﬁ >0e G5 >0em
(3.4), implicando, pela manipulagao algébrica do termo & direita na expressio de
M, nas seguintes condicdes:

(a) se R < 1 e R < 1, ambas as populagdes se extingiiem devido & baixa
capacidade de reproducao das espécies e N3 = (0,0,0,0,0,0,0,0);

(b) se R < 1e R > 1, a populagdo do inseto-praga se extingiie devido & sua
baixa capacidade de reproducao e N5 = N5;

(¢)se R>1, R >1eky>R (1—R) (s +p2)[c (1—R)] ", a populagdo do
inseto-praga se extingiie devido ao alto grau de parasitismo e Nj = N3;
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(d)se R>1, R >1eky <R (1—=R)(az+pu2)[d (1 =R, a existéncia do
ponto de equilibrio IV} ¢é satisfeita e as populagdes mantém-se em coexisténcia;

(e) se R>1e R <1, a condicao de existéncia de Nj é sempre satisfeita.

A estabilidade local da solugdo estacionaria Nj é avaliada pelo Método do

Autovalor-Autovetor, através das raizes A do polinomio caracteristico
U (N\) =det (J[N3]— M) =0, (3.5)

onde J [ N3] é a matriz jacobiana do sistema de equagdes (2.3) calculada no ponto
N3 e I é a matriz identidade de ordem 8. Os critérios de Routh-Hurwitz para
equagdo caracteristica de oitavo grau sdo numerosos. Em [4] conjectura-se que estes
critérios podem ser resumidos pelo termo independente, ou seja, se este for positivo,
entdo todos os autovalores terdo parte real negativa. Em (3.5), para que o termo
independente do polindmio em X seja estritamente positivo deve-se ter
oy < M0y + ) (05 + pi3)
acfyadf L

e, conseqiientemente, /N3 ¢é localmente e assintoticamente estdvel. Entretanto, esse
ponto de equilibrio nao é satisfatério para o controle biolégico, pois na pratica,
percebe-se que o inseto-praga pode atingir altos picos populacionais em determi-
nadas épocas do ano, mostrando que apenas a presenga do parasito nativo nao é

suficiente para manter a populacao da P. citrella abaixo do nivel de dano econémico
[6].

3.2.2. Solucao Nj: inseto-praga e parasito exético

A solugao ndo trivial Nj = (Lm4, Py, My4,0,0, Lo, Ava, E) é dada por

— pa(aatp
Ly = Meloztiad 3y,
Py = L2 My,

- _ avaant (i) (af )
4= aksa,af ps(az+pz) ’

1 1 ”
g (3 g ) ——
La4 = QALD

o,
1"
Av4 = %A47
_ v 1 ” " ”
L= a1azag - paraa iy ([‘/"12/:"“12)(‘13 ‘H"s) _ pa(aartpa)(astps) )
k4M3(042+M2)(04g+MZ) acksafyal pa(a+pz) aiaz

(3.6)
Para que Ly > 0, Py > 0, My > 0, Lipg > 0, Ayy > 0 e Ay > 0 em (3.6), pela
manipulagdo algébrica do termo a direita na expressdo de Ay, deve-se ter
pofasd (offy + uis) (o + p5)

ka > "o 2 :
akaoyorgpis (o0 + pa) (2 + p2)” (R — 1)
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Assim, se R > 1 e k4 obedece a expressao acima, a condi¢ao de existéncia do ponto
de equilibrio N é satisfeita. Devido a complexidade da andlise da estabilidade local
desse ponto, semelhante ao citado em (3.5), verificou-se numericamente que quando
tais condigoes de existéncia sao satisfeitas, o ponto N é localmente e assintotica-
mente estavel. Para o controle biolégico esse ponto de equilibrio nao é satisfatoério,
pois o parasito nativo é deslocado pelo exdtico. Entao, caso tal espécie ndo con-
siga se estabelecer no decorrer do tempo devido a fatores ambientais, a inexisténcia
de inimigos naturais faria com que a populagao do inseto-praga voltasse a crescer
rapidamente, causando prejuizos econémicos.

3.2.3. Solugoes para a coexisténcia entre as trés espécies

As solugbes nao triviais para o sistema (2.3) em regime estaciondrio, com ko # 0
e k4 # 0, sdo obtidas em termos de raizes de um polindémio em Mj (Pol (M5)) de

dadas por

L= & [0 (1 - 3) + 250y

G_5 - (1 _ %) + ac,kz#sﬁs,

¢’ az

h

adk o As M-\ 3
a5 = Ty (L 52 ) Ms,
12+/“12)7(A5>

N

(o
_ s
— P4

vh — al A57

A5 = do + d1 M5 + dzm_17

Pol(M5) = es My + sy + ex Mz + e = 0,

onde
7 () = o (o + ) + ka (0 + ) s, dy = et
do = —ed; — L, — £lestin), o = PHcdiilof i)
T e o3 = Zpalanl,
ce'k3uguy (o +uff) (o +uy ) (ot +uls) c(afy+nuts)
o) = kwi{(aé'+c/;é;,)(aé’+uf{)d2 n ckwi’(aé?ozf}')(aé%ué')dl’
oy = Pt (odtud) (o tid) | adkiatsal

77 1 .
Qo ” 7
2%3 (0‘12 +V’12)
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Observa-se que eg,es > 0 e e1,es < 0 e, portanto, o polinémio em My possui
no méximo 2 rafzes reais positivas (Regra de Sinal de Descartes). Através de um
algoritmo numérico é possivel obter as rafzes reais positivas do polinémio em Mjy
e os valores correspondentes as demais varidveis pela equagao (3.7). Cada solucao
corresponde a um ponto de equilibrio do modelo proposto.

Mais uma vez, devido a complexidade do estudo da estabilidade local desse ponto
como em (3.5), verificou-se numericamente que, conforme os valores utilizados para
os parametros biolégicos do modelo, é possivel obter duas raizes reais positivas para
o polinémio Ms. Nestes casos, a menor raiz possui equilibrio instdvel (breaking
point) e a maior representa um ponto de equilibrio localmente e assintoticamente
estavel.

A interagao entre as trés espécies é a solucao mais adequada ao controle biologico,
pois as populagoes podem coexistir com um risco minimo de ocorréncia de prejuizos
economicos.

4. Conclusoes

As condigoes de existéncia e estabilidade para as solugoes que representam o dominio
de uma tinica populagao, Ny e Ny, sao dadas exclusivamente em fungao dos valores
dos pardmetros R e R'. Tais paradmetros representam a capacidade de producao
de descendentes vidveis para o inseto-praga e parasito nativo, respectivamente, em
um meio limitante. Assim, a predominéancia de apenas uma das populagoes resulta
quando o valor da capacidade de reprodugdo correspondente for maior que 1, e a
do outro, menor que 1.

Para ser possivel a coexisténcia entre as espécies, representadas pelas solugoes
N3, Nj e NZ, além de condicoes sobre R e R’, hd condigdes sobre os pardmetros ks
e ky, que se referem ao grau de parasitismo dos inimigos naturais nativo e exdtico,
respectivamente. Em especial, deve-se ter sempre R > 1.

Por hipétese, a espécie A. citricola sé cresce na presenca da P. citrella. Por isso,
sa0 necessarios altos niveis de populagoes do inseto-praga para que o parasito exético
inicie o crescimento de sua populagdo e passe a controlar (parasitar) o inseto-praga.
Durante este periodo, a presenca do parasito nativo é fundamental para o controle
do inseto-praga. Entretanto, como o exdtico ataca uma fase anterior do ciclo de
vida da P. citrella, logo apéds iniciar seu crescimento, a populagao do parasito nativo
cai para indice préximo & sua capacidade de saturacao do meio (¢’).

Mas, dependendo dos valores dos parametros biolégicos do modelo, verificou-
se por simulagdo (variando-se os parametros bioldgicos em fungdo da temperatura
média mensal) que podem ser necessdrios valores da ordem de ky = 10k, para se
observar tal fendmeno. Assim, se as condigoes do agroecossistema em andlise nao
forem favordveis ao parasito exético (umidade relativa superior a 60% e tempera-
turas médias acima de 25°C [1]), o exdtico pode néo se estabelecer e a populacao
do inseto-praga pode atingir indices referentes ao nivel de dano econoémico.

Portanto, a competicdo entre as populagbes dos dois inimigos naturais se da
de forma indireta através de suas capacidades de parasitismo (kg e k4), pois cada
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espécie ataca uma fase diferente do ciclo de vida do inseto-praga. Tais valores, jun-
tamente com as estimativas dos parametros biolégicos do modelo, sao fundamentais
para a existéncia das trés populagoes e respectivo controle do inseto-praga.

Abstract. In this work we develop a compartmental and deterministic mathema-

tical model to analyze the population dynamics of the pest Phyllocnistis citrella in
interaction with its two natural enemies Galeopsomyia fausta and Ageniaspis citri-
cola. By the analytical study of the system equation, we evaluate the coexistence

among the three species and the indirect competition between the natural enemies.
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