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A Estabilidade do Estado Homogêneo em
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Resumo Neste trabalho obtemos um modelo discreto para uma metapopulação

com estrutura etária. Mostramos que um mecanismo de migração dependente so-

mente da idade dos indiv́ıduos não pode vir a estabilizar o ponto de equiĺıbrio ho-

mogêneo de um sistema previamente instável na ausência de migração, mas pode

tornar instável um conjunto desacoplado de populações estáveis, o que caracteriza

a migração como um processo desestabilizador.

1. Introdução

Vários trabalhos destacam o quanto o efeito da migração sobre a estabilidade do
estado homogêneo em metapopulações pode ser importante, devendo ser conside-
rado na construção de um modelo matemático que descreva a evolução de uma
espécie distribúıda em fragmentos onde ocorra migração (ou dispersão)[5, 6]. Assim
como a estrutura espacial, a estrutura etária de uma população é importante, prin-
cipalmente quando estamos interessados na evolução de uma população sobre um
peŕıodo comparável ao tempo de vida dos indiv́ıduos [7]. Além disso, muitas vezes
o movimento migratório está fortemente relacionado com a idade dos indiv́ıduos.

O primeiro passo na construção de modelos que incorporam estrutura etária e
espacial foi dado por Hastings [2], que propôs um modelo para uma população com
duas classes etárias e analisou os efeitos do movimento migratório com taxas de
migração espećıficas para cada classe em uma rede de 2 patches. Neste trabalho
estendemos o modelo sugerido por Hastings para uma população estruturada em
N classes etárias, distribúıda em uma rede de n śıtios. Nosso objetivo é analisar
o efeito da migração dependente da idade dos indiv́ıduos em uma metapopulação
com estrutura etária. A seguir, introduzimos o modelo local utilizado, o que nos
servirá de base para analisar os efeitos causados somente pela dispersão.
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2. Modelo Local

O modelo local considera dois processos: reprodução e sobrevivência. Para o pro-
cesso de reprodução, vamos representar por fi a taxa de fertilidade dos indiv́ıduos
na classe i e para o processo de sobrevivência, vamos denotar por pi a taxa de
sobrevivência dos indiv́ıduos da classe i, i = 1, 2, . . . , N . Em populações naturais
estes parâmetros podem depender de vários fatores, mas aqui vamos considerá-los
constantes. Considerando intervalos de tempo e idade iguais e denotando por xit o
número de indiv́ıduos na classe etária i no tempo t, obtemos o sistema

xt+1 = Lxt, (2.1)

onde x = (x1, . . . , xN )T e L é a Matriz de Leslie [7],

L =















f1 f2 · · · fN−1 fN
p1

p2

. . .

pN−1















. (2.2)

Alguns parâmetros importantes para o sistema (2.1) devem ser definidos. Defi-
nimos li como a probabilidade de um indiv́ıduo nascido alcançar a classe etária
i,

li =

i−1
∏

j=1

pj i = 2, . . . , N.

Note que l1 = 1, pois l1 representa a probabilidade de um indiv́ıduo nascido alcançar
a classe etária 1. Assim, o número reprodutivo básico da população é dado por

R0 =
N
∑

i=1

fili.

A partir dos parâmetros li, i = 1 . . . , N e R0, podemos obter a distribuição etária
da fertilidade, definindo

mi =
lifi

R0
, i = 1, . . . , N.

Note que
∑N

i=1 mi = 1, pois mi representa o percentual de contribuição da classe
etária i para a estimativa R0.

Além destas N classes, vamos considerar a existência de uma classe inferior w,
onde se encontram os recém gerados. Dependendo da espécie em questão, esta
classe pode ser vista como a classe dos ovos ou das larvas. Vamos supor que exista
competição entre os indiv́ıduos neste estágio, ou seja, vamos supor que a taxa de
sobrevivência neste peŕıodo é dada por uma certa função g dependente da densidade,
uma função decrescente, com g(0) = 1 e limx→∞ g(x) = 0. Vários exemplos para a
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escolha da função g são dados em [7]. Assim, a densidade na classe etária 1 é dada
por

x1
t = g(wt)wt = g(wt)

N
∑

i=1

fix
i
t,

e o sistema dado por (2.1) torna-se

x1
t+1 = g(wt)

∑N

i=1 fix
i
t,

xi+1
t+1 = pix

i
t, i = 2, . . . , N − 1 ,

wt =
∑N

i=1 fix
i
t.

(2.3)

Substituindo as expressões para xit recursivamente na expressão para wt, temos

wt = R0

N
∑

i=1

miwt−ig(wt−i). (2.4)

Fazendo z1
t = g(wt−1)wt−1 e zit = zi−1

t−1, i = 2, . . . , N − 1 obtemos o sistema

wt+1 = R0

(

m1wtg(wt) +
∑N

i=2 miz
i−1
t

)

,

z1
t+1 = g(wt)wt,
z2
t+1 = z1

t ,
...

zN−1
t+1 = zN−2

t .

(2.5)

Pontos de Equiĺıbrio

É fácil verificar que o sistema (2.5) possui dois pontos de equiĺıbrio: o ponto de
equiĺıbrio trivial e um ponto de equiĺıbrio positivo, que satisfaz

g(w∗) =
1

R0
. (2.6)

Como g(x) ≤ 1 temos que ter R0 ≥ 1 para que a equação (2.6) possa ser satisfeita.
Se R0 = 1 temos g(w∗) = 1 ⇒ w∗ = 0. Portanto a condição para a existência de
um equiĺıbrio homogêneo não trivial é

R0 > 1. (2.7)

Equação Caracteŕıstica

A matriz jacobiana no equiĺıbrio não trivial é dada por

J(x∗) =















f1h
′(w∗) f2h

′(w∗) · · · fN−1h
′(w∗) fNh

′(w∗)
p1

p2

. . .

pN−1















, (2.8)
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onde h(x) = g(x)x. Utilizando a relação

J(x∗)v = λv, (2.9)

onde v = (v1, v2, . . . , vN )T é o autovetor associado com o autovalor λ de J(x∗),
obtemos a seguinte equação caracteŕıstica para os autovalores não-nulos de J(x∗)

N
∑

k=1

mk

λk
=

1

R0h′(w∗)
=

1

1−H
, (2.10)

onde H = −w∗g(w∗)
g′(w∗) .

3. Modelo Acoplado

Nesta seção, vamos considerar uma rede com n śıtios, tal que em cada śıtio exista
uma população estruturada em N classes etárias, onde os indiv́ıduos de cada classe
etária migram para os dois śıtios mais próximos com uma taxa de migração es-
pećıfica para sua classe. Após este processo de migração, ocorrem os processos de
reprodução e sobrevivência. Matematicamente, o modelo pode ser expresso por

x1
t+1,k = g(wt,k)wt,k,

x2
t+1,k = (1− µ1)p1x

1
t,k +

µ1

2
p1(x

1
t,k−1 + x1

t,k+1),

...

xNt+1,k = (1− µN−1)pN−1x
N−1
t,k +

µN−1

2
pN−1(x

N−1
t,k−1 + xN−1

t,k+1),

wt,k = f1

[

(1− µ1)x
1
t,k +

µ1

2
(x1

t,k−1 + x1
t,k+1)

]

+f2

[

(1− µ2)x
2
t,k +

µ2

2
(x2

t,k−1 + x2
t,k+1)

]

+ · · ·+fN

[

(1− µN )xNt,k +
µN

2
(xNt,k−1 + xNt,k+1)

]

,

onde µi são as taxas de migração espećıficas para cada classe etária i, i = 1, 2, . . . , N .
Utilizando as variáveis

z1
t+1,k = R0

(

(1− µ1)h(wt,k) +
µ1

2
[h(wt,k−1) + h(wt,k+1)]

)

,

zit+1,k =
(

(1− µi)z
i−1
t,k +

µi

2
[zi−1
t,k−1 + zi−1

t,k+1]
)

, i = 2, . . . , N − 1,
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obtemos o sistema

wt+1,k = R0m1

[

(1− µ1)h(wt,k) +
µ1

2
(h(wt,k−1) + h(wt,k+1))

]

+m2

[

(1− µ2)z
1
t,k +

µ1

2
(z1
t,k−1 + z1

t,k+1)
]

+ · · ·+mN

[

(1− µN )zN−1
t,k +

µN

2
(zN−1
t,k−1 + zN−1

t,k+1)
]

, (3.1)

z1
t+1,k = R0

(

(1− µ1)h(wt,k) +
µ1

2
[h(wt,k−1) + h(wt,k+1)]

)

,

zit+1,k =
(

(1− µi)z
i−1
t,k +

µi

2
[zi−1
t,k−1 + zi−1

t,k+1]
)

, i = 2, . . . , N − 1.

Note que, fazendo µ1 = µ2 = · · · = µN = 0 em (3.1), obtemos o sistema (2.5).
Portanto, o sistema acima é de fato uma extensão de (2.5) ao caso de uma rede com
n patches. O sistema (3.1) é válido para cada śıtio k, k = 1, 2, . . . , n. Utilizamos
condições de fronteira periódicas, desta forma a rede pode ser vista como um anel
onde o śıtio 1 e o śıtio n estão interligados. Isto é feito afim de eliminar posśıveis
efeitos de fronteira na dinâmica do sistema. Dada esta imposição geométrica, os
valores do ı́ndice k em (3.1) devem ser interpretados com cuidado: k = n+1 deve ser
interpretado como k = 1, assim como k = 0 significa k = n. Esta observação é es-
pecialmente importante para a obtenção da matriz jacobiana no ponto de equiĺıbrio
positivo, que é determinado a seguir.

Equiĺıbrio homogêneo positivo

É fácil verificar que o sistema (3.1) possui um único ponto de equiĺıbrio homogêneo
positivo W ∗ = (w∗, . . . , w∗), onde w∗ satisfaz

g(w∗) =
1

R0
.

Assim, a condição para a existência de um equiĺıbrio homogêneo positivo é R0 > 1,
como no caso desacoplado.

A estabilidade do ponto de equiĺıbrio homogêneo positivo

Para proceder à análise de estabilidade do ponto de equiĺıbrio homogêneo positivo,
calculamos a matriz jacobiana no equiĺıbrio (w∗, w∗, . . . , w∗)T ,

J(W ∗) =















A1 A2 · · · AN−1 AN

B1 0 · · · 0 0
0 B2 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 BN−1 0















. (3.2)
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Os blocos Ai, i = 1, . . . , N e Bl, l = 1, . . . , N − 1 são matrizes circulantes n × n

dadas por

Ai =















αi βi βi
βi αi βi

. . .
. . .

. . .

βi αi βi
βi βi αi















e Bl =















γl ξl ξl
ξl γl ξl

. . .
. . .

. . .

ξl γl ξl
ξl ξl γl















, (3.3)

onde
α1 = (1− µ1)m1(1−H),
β1 = µ1

2 m1(1−H),
αi = mi(1− µi), i = 2, . . . , N,
βi = mi

µi

2 , i = 2, . . . , N,
γ1 = (1− µ1)(1−H),
ξ1 = µ1

2 (1−H),
γi = (1− µi), i = 2, . . . , N − 1,
ξi = µi

2 , i = 2, . . . , N − 1

(3.4)

e 1−H = R0h
′(w∗). Dada a forma da matriz J(W ∗), temos que se 0 < H < 2 W ∗

é assintoticamente estável, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.1. Se 0 < H < 2 então o equiĺıbrio W ∗ = (w∗, w∗, . . . , w∗)T é assin-

toticamente estável.

Demonstração. Pelo Teorema de Gershgorin[4] o espectro de J está contido na união

das bolas Si(ci, φi), onde ci = Jii é o centro e φi =
∑nN

i=1 |Jij | é o raio das bolas Si.
Assim, se

|α1|+ φi < 1, 1 ≤ i ≤ n,

φi < 1, n+ 1 ≤ i ≤ Nn,
(3.5)

a estabilidade do sistema está garantida. Lembrando que, por hipótese, 0 < H < 2,
temos

|α1|+ φi = |α1|+ 2|β1|+
∑N−1

j=2 αj + 2βj

= m1|1−H|+
∑N

j=2 mj <
∑N

j=1 mj = 1, 1 ≤ i ≤ n;

φi = |γ1|+ 2|ξ1| = |1−H| < 1, n+ 1 ≤ i ≤ 2n;
φi = γj + 2ξj = (1− µ2) + 2

µj

2 = 1, jn+ 1 ≤ i ≤ (j + 1)n,
j = 2, . . . , N − 1,

o que completa o resultado.

Com um pouco de álgebra [1], temos que os nN autovalores σ da matriz jaco-
biana J(W ∗) são as ráızes de

λ1
j

σ
+

N
∑

l=2

λlj
∏l−1

k=1 ν
k
j

σl
= 1, j = 0, ..., n− 1, (3.6)
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onde

λlj = αl + 2βl cos
2πj

n
, j = 0, . . . , n− 1,

são os n autovalores de Al e

νkj = γk + 2ξk cos
2πj

n
, j = 0, . . . , n− 1,

são os n autovalores de Bk. Da equação (3.6) obtemos que o polinômio caracteŕıstico
é o produto dos polinômios

pj(σ) = σN − λ1
jσ

N−1 −

N
∑

l=2

λljσ
N−l

l−1
∏

k=1

νkj , j = 0, . . . , N − 1.

Observando a forma de p0, temos que a migração não pode vir a estabilizar um
sistema de populações locais instáveis, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.2. Todo autovalor do modelo local é autovalor do sistema acoplado.

Desse modo, o movimento migratório entre patches não pode vir a estabilizar um

sistema desacoplado instável.

Demonstração. Tomando j = 0 na equação caracteŕıstica para o modelo acoplado
temos

α1 + 2β1

σ
+

N
∑

l=2

αl + 2βl
∏l−1

k=1 γk + 2ξk
σl

= 1.

Substituindo as expressões para αl, βl, γk, ξk obtemos

N
∑

l=1

ml

σl
=

1

R0h′(w∗)
=

1

1−H
,

que é a equação caracteŕıstica para o modelo local (2.10). Assim, temos que os auto-
valores do modelo local satisfazem a equação caracteŕıstica para o modelo acoplado,
completando a demonstração.

Em certos casos, a migração não altera a estabilidade de W ∗. Entre estes, temos
o caso em que o processo migratório independe da estrutura etária da população,
como é demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 3.3. Se µi = c, i = 1, . . . , N , o movimento migratório não influencia na

estabilidade de W ∗.

Demonstração. Neste caso, a equação caracteŕıstica do modelo acoplado torna-se

(1−H)

N
∑

i=1

mi

(

(1− c) + c cos 2πj
n

σ

)i

= 1.
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Portanto, se λ satisfaz a equação caracteŕıstica (2.10) do modelo local, então

σ = λ

(

(1− c) + c cos
2πj

n

)

satisfaz à equação caracteŕıstica para o modelo acoplado descrita acima, para j =
0, . . . , n−1. Como |((1−c)+c cos 2πj

n
)| < 1, temos |σ| ≤ |λ|, ocorrendo a igualdade

(em módulo e em sinal) quando j = 0.

A Instabilidade Causada pelo Movimento Migratório

Figura 1: Teste de Jury aplicado a todas as posśıveis configurações para as taxas
migratórias em uma rede com 20 śıtios com populações locais estruturadas em duas
classes etárias.

Por outro lado, a migração pode, de fato, vir a desestabilizar uma rede de popu-
lações desacopladas estáveis se as taxas migratórias forem fortemente relacionadas
com a idade dos indiv́ıduos. Para isto, vamos considerar um caso espećıfico: uma
metapopulação formada por 20 śıtios, tal que em cada śıtio existe uma subpopu-
lação estruturada em duas classes etárias e aplicar o teste de Jury[3] ao polinômio
caracteŕıstico do sistema acoplado. O teste de Jury fornece condições necessárias
e suficientes sobre os coeficientes de um polinômio para que suas ráızes estejam
dentro do disco unitário, fornecendo portanto a região de estabilidade do sistema.
Na figura 1, escolhemos parâmetros da dinâmica local (m1 e H) tais que o ponto de
equiĺıbrioW ∗ é assintoticamente estável na ausência de migração e variamos as taxas
migratórias µ1 e µ2 . Para visualizar os resultados, pintamos cada ponto (µ1, µ2)
do quadrado unitário de acordo com o resultado do teste: branco representa esta-
bilidade, cinza representa instabilidade. Assim, as regiões hachuradas representam
instabilidades causadas somente pela dispersão. Nos testes realizados, observamos
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Figura 2: Teste de Jury aplicado a diversas configurações para uma metapopu-
lação com duas classes etárias e 20 śıtios. As curvas em preto definem a região
de estabilidade para o modelo local, delimitada por H = 0, H = 1 + 1

1−m1

e

H = 1 + 1
2m1−1 .

que, à medida que H cresce, a região de instabilidade do modelo acoplado aumenta.
Para H ≈ 4, temos a maior região de instabilidade causada pela migração, como
pode ser observado na Figura 1. Na Figura 2, temos a região de estabilidade para
posśıveis configurações no modelo acoplado, obtida através da aplicação do teste
de Jury para diferentes valores de µ1 e µ2. Nesta figura, diferenciamos a região
onde o sistema desacoplado é instável, para uma fácil identificação da região de
instabilidade gerada apenas pela migração. As Figuras 2(a), 2(b) e 2(c) mostram
que a região de estabilidade é reduzida gradualmente a região limite 0 < H < 2
à medida que nos aproximamos de µ1 = 1 e µ2 = 0. O mesmo ocorre ao nos
aproximarmos de µ1 = 0 e µ2 = 1, como indicam as Figuras 2(d), 2(e) e 2(f). Na
verdade, isto ocorre independentemente do número de classes considerado: para
uma rede tal que µ1 = 1 e µi = 0 se i 6= 1, W ∗, temos

pj(σ) = σN −
(

m1σ
N−1 + · · ·+mN−1σ +mN

)

(1−H) cos
2πj

n
, (3.7)

portanto

pj(1) = 1− (1−H) cos
2πj

n
. (3.8)

Isto implica que, se n é par, pn
2
(1) > 0⇔ H < 2. Como pj deve satisfazer pj(1) > 0

para todo j para que os autovalores do sistema sejam menores que um em módulo,
temos que se H > 2 o sistema (sob as configurações citadas) apresenta instabilidade.
Este caso representa a situação onde apenas os jovens podem migrar. Para o caso
contrário, onde todos os indiv́ıduos migram e apenas os mais jovens permanecem
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em seu śıtio de origem, o mesmo ocorre. Neste caso, temos µ1 = 0 e µi = 1,
i = 2, . . . , N , W ∗ e os polinômios pj(σ) são dados por

pj(σ) = σN − (1−H)

(

m1σ
N−1 +

N
∑

i=2

miσ
N−i

(

cos
2πj

n

)i−1
)

. (3.9)

Assim,

(−1)Npj(−1) = 1− (−1)N (1−H)

(

m1(−1)N−1 +

N
∑

i=2

mi(−1)N−i

(

cos
2πj

n

)i−1
)

.

Assumindo n par temos que (−1)Npn
2
(−1) = 2 −H e, portanto, (−1)Npn

2
(−1) >

0 ⇔ H < 2. Como, pelo teste de Jury, (−1)Npj(−1) > 0 é condição necessária
para que não ocorram autovalores negativos com módulo maior que um, temos que
o sistema sob as configurações citadas é estável se, e somente se, H < 2. Assim,
temos que a condição para estabilidade 0 < H < 2 dada pelo Teorema 3.1 não
pode ser melhorada sem um conhecimento maior sobre o mecanismo de migração e
a relação deste com a estrutura etária da população.

Abstract In this work we obtain a discrete model for a metapopulation of a single

species with overlapping generations. We show that a migration mechanism which

depends only on age can not stabilize a previously unstable homogeneous equilib-

rium, but can drive a stable uncoupled system to instability, which characterizes

migration as a destabilizing mechanism.
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