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A Estabilidade do Estado Homogeneo em
Metapopulacoes com Estrutura Etaria
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Resumo Neste trabalho obtemos um modelo discreto para uma metapopulagao
com estrutura etdria. Mostramos que um mecanismo de migragao dependente so-
mente da idade dos individuos nao pode vir a estabilizar o ponto de equilibrio ho-
mogéneo de um sistema previamente instivel na auséncia de migragdo, mas pode
tornar instavel um conjunto desacoplado de populagtes estaveis, o que caracteriza
a migracao como um processo desestabilizador.

1. Introducgao

Vérios trabalhos destacam o quanto o efeito da migracao sobre a estabilidade do
estado homogéneo em metapopulagoes pode ser importante, devendo ser conside-
rado na construgdo de um modelo matemético que descreva a evolugao de uma
espécie distribuida em fragmentos onde ocorra migracao (ou dispersao)[5, 6]. Assim
como a estrutura espacial, a estrutura etaria de uma populacao é importante, prin-
cipalmente quando estamos interessados na evolugao de uma populagao sobre um
periodo comparével ao tempo de vida dos individuos [7]. Além disso, muitas vezes
o movimento migratorio estd fortemente relacionado com a idade dos individuos.

O primeiro passo na construgdo de modelos que incorporam estrutura etéria e
espacial foi dado por Hastings [2], que propds um modelo para uma populagao com
duas classes etarias e analisou os efeitos do movimento migratério com taxas de
migracao especificas para cada classe em uma rede de 2 patches. Neste trabalho
estendemos o modelo sugerido por Hastings para uma populagao estruturada em
N classes etarias, distribuida em uma rede de n sitios. Nosso objetivo é analisar
o efeito da migracao dependente da idade dos individuos em uma metapopulacao
com estrutura etdria. A seguir, introduzimos o modelo local utilizado, o que nos
servird de base para analisar os efeitos causados somente pela dispersao.
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2. Modelo Local

O modelo local considera dois processos: reprodugao e sobrevivéncia. Para o pro-
cesso de reprodugao, vamos representar por f; a taxa de fertilidade dos individuos
na classe i e para o processo de sobrevivéncia, vamos denotar por p; a taxa de
sobrevivéncia dos individuos da classe i, © = 1,2,..., N. Em populacoes naturais
estes parametros podem depender de varios fatores, mas aqui vamos considera-los
constantes. Considerando intervalos de tempo e idade iguais e denotando por z¢ o
numero de individuos na classe etdria i no tempo ¢, obtemos o sistema

Xi41 = LXt, (21)
onde x = (z%,...,2™V)T e L é a Matriz de Leslie [7),
i fo o o1 IN
Y41
L= D2 . (2.2)
PN-1

Alguns pardmetros importantes para o sistema (2.1) devem ser definidos. Defi-
nimos I/; como a probabilidade de um individuo nascido alcancar a classe etaria
i,

i—1
li:Hpj i=2,...,N.
j=1

Note que I; = 1, pois [ representa a probabilidade de um individuo nascido alcangar
a classe etaria 1. Assim, o nidmero reprodutivo bdsico da populagao é dado por

N
Ry =Y fils
i=1
A partir dos parametros l;, i = 1..., N e Ry, podemos obter a distribuicao etéria

da fertilidade, definindo

i, — lifi
1 T RO7

Note que Zf\[:l m; = 1, pois m; representa o percentual de contribuicao da classe
etdria i para a estimativa Ry.

Além destas N classes, vamos considerar a existéncia de uma classe inferior w,
onde se encontram os recém gerados. Dependendo da espécie em questao, esta
classe pode ser vista como a classe dos ovos ou das larvas. Vamos supor que exista
competicao entre os individuos neste estagio, ou seja, vamos supor que a taxa de
sobrevivéncia neste periodo é dada por uma certa fungao g dependente da densidade,
uma fungao decrescente, com ¢g(0) =1 e lim,_, o g(x) = 0. Vérios exemplos para a
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escolha da fungéo g sdo dados em [7]. Assim, a densidade na classe etéria 1 é dada
por

N
L ,
vt = gww, = g(w,) Y fixl,
i=1
e o sistema dado por (2.1) torna-se
1 _ N '
Tiy = glwe) il fixy,
1 T
xiil = pax}, i=2,...,N—-1, (2.3)
N ,
we = Y fimg
Substituindo as expressdes para x! recursivamente na expressao para wy, temos
N
w; = Ry Z miws—; g(We—;). (2.4)
i=1
Fazendo z} = g(w;_1)wi_1 e 2f = zij, t=2,...,N — 1 obtemos o sistema
- R N =1
wepr = Ro (mawgg(we) + 2, mizg ),
1
ZtQ—i—l = ggwt)wta
Pyl = F (2.5)
N-1 _ _N-2
Zyy, = & .

Pontos de Equilibrio

E f4cil verificar que o sistema (2.5) possui dois pontos de equilibrio: o ponto de

equilibrio trivial e um ponto de equilibrio positivo, que satisfaz
1

= T

Como g(z) < 1 temos que ter Ry > 1 para que a equagao (2.6) possa ser satisfeita.

Se Ry = 1 temos g(w*) = 1 = w* = 0. Portanto a condi¢do para a existéncia de
um equilibrio homogéneo nao trivial é

Ry > 1. (27)

g(w”®) (2.6)

Equagao Caracteristica

A matriz jacobiana no equilibrio nao trivial é dada por
fik (w*)  fob'(w*) - fnoah(wF) fNR(w")
P
J(x') = 2 L8

PN-1
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onde h(z) = g(x)z. Utilizando a relagéo
J(x*)v = v, (2.9)

onde v = (v1,v2,...,un5)T é o autovetor associado com o autovalor A de J(x*),
obtemos a seguinte equagao caracteristica para os autovalores nao-nulos de J(x*)

1

N

my
— — 2.1
; k Roh'w*) 1-H’ (2.10)

onde H — M

g’ (w*)

3. Modelo Acoplado

Nesta secao, vamos considerar uma rede com n sitios, tal que em cada sitio exista
uma populagao estruturada em N classes etarias, onde os individuos de cada classe
etdria migram para os dois sitios mais préximos com uma taxa de migragao es-
pecifica para sua classe. Apds este processo de migragdo, ocorrem os processos de
reproducgao e sobrevivéncia. Matematicamente, o modelo pode ser expresso por

Tigie = 9(wer)wek,
M1
$?+1,k = (1- Ml)PlfU%,k + ?Pl(xtl,k—l + x%,k+1)v
— HN—-1
ey = (I—pn—1)pyoazy '+ 5 PN- AR AN

H1
wrr = i {(1 - /‘l)x%,k + 7(5’3;1@71 + xt{kﬂ)}
M2
+f2 [(1 — p2)T} g + 7(95?,1@—1 + $§7k+1)]

uN
N {(1 — UN)TL + 7(33%—1 + x?fk-{-l)} ;

onde p; sao as taxas de migracao especificas para cada classe etariai, i = 1,2,..., V.
Utilizando as variaveis

st e = Ro (1= p)h(w) + B R(wn) + hlwe)])

i H .
Z§+1,k=((1—ui)ztk + Ql[zékll—i—z;kﬂrl]) i=2,...,N—1,
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obtemos o sistema

wisne = Romu [(1= p)h(wee) + B (h(wie-1) + h(wers)|
M1
s [(1= )t + By + 2|
+ - +my [(1_MN)ZtNk 1+7(Z£Nk ) +ZtNk+11):| ) (3.1)
e = o (1= po)h(wer) + 5 h(wi) + hlw, m)])
i 7 Hi
Ziplk = ((1 Nl)zt PR 5 [Zt k-1 +Zt k+1 ) N -1
Note que, fazendo py = pg = --- = py = 0 em (3.1), obtemos o sistema (2.5).
Portanto, o sistema acima é de fato uma extenséo de (2.5) ao caso de uma rede com
n patches. O sistema (3.1) é vélido para cada sitio k, k = 1,2,...,n. Utilizamos

condicgoes de fronteira periddicas, desta forma a rede pode ser vista como um anel
onde o sitio 1 e o sitio n estao interligados. Isto é feito afim de eliminar possiveis
efeitos de fronteira na dindmica do sistema. Dada esta imposicao geométrica, os
valores do indice k em (3.1) devem ser interpretados com cuidado: k = n+1 deve ser
interpretado como k£ = 1, assim como k = 0 significa k = n. Esta observacao é es-
pecialmente importante para a obtengao da matriz jacobiana no ponto de equilibrio
positivo, que é determinado a seguir.

Equilibrio homogéneo positivo

E facil verificar que o sistema (3.1) possui um tnico ponto de equilibrio homogéneo

positivo W* = (w*,...,w*), onde w* satisfaz
N
gw*) = R_o

Assim, a condicao para a existéncia de um equilibrio homogéneo positivo é Ry > 1,
como no caso desacoplado.

A estabilidade do ponto de equilibrio homogéneo positivo

Para proceder a analise de estabilidade do ponto de equilibrio homogéneo positivo,

calculamos a matriz jacobiana no equilibrio (w*,w*, ..., w*)T,
Ay Ay - Ay An
B, 0 - 0 0
Jw=y=| 0 B2 0 0 1. (3.2)
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Os blocos A;, i =1,...,N e By, l =1,...,N — 1 sdo matrizes circulantes n X n
dadas por
a; B Bi no& &
Bi i B S mo &
A= o ¢ B = SUREE RNCE )
Bi i B & o &
Bi Bi i & &
onde
o = (I—p)mi(l—H),
p = Hmi(l-H),
(673 = mz(l_ﬂz)a 1_27 7N7
ﬁi = mi%a 7 23 7N>
3.4
1= (U= m)(1 - H), (34)
51 = %(1_1_])3
Yi = (1 :ul)v 7::27"'7N715
& = %7 1=2,...,N—1

e 1 — H = Roh/(w*). Dada a forma da matriz J(W*), temos que se 0 < H < 2 W*
é assintoticamente estavel, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.1. Se 0 < H < 2 entdo o equilibrio W* = (w*,w*,...,w*)T ¢ assin-

toticamente estdvel.

Demonstragao. Pelo Teorema de Gershgorin[4] o espectro de J estd contido na uniao
das bolas S;(¢;, ¢;), onde ¢; = J;; é o centro e ¢; = E:L:Ag |Ji;] é o raio das bolas S;.
Assim, se

loa| + ¢i < 1, 1 <i< n,

o; < 1, n+1 <i< Nn, (3.5)

a estabilidade do sistema esta garantida. Lembrando que, por hipétese, 0 < H < 2,
temos

o+ ¢ = Jou| +2/B1| + X1 2%+2ﬂa
= m1|1fH\+Zj=2mJ<Zj=1mj:1, 1 <i<my
6i = v+2=(1-pm)+2% =1, jn+l <i< (j+1n,
j =2,...,N—1,
o que completa o resultado. O

Com um pouco de &lgebra [1], temos que os nN autovalores o da matriz jaco-
biana J(W™*) s@o as raizes de

N -1 K
NIz v .
+§ llﬂ 1, j=0,..,n—1, (3.6)
=

Y Rl
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onde

o
)\ézal+2ﬁlcos%, j=0,...,n—1,

sao os n autovalores de A; e

2mj
vy = + 26, cos L,

7=0,...,n—1,
s@o os n autovalores de By,. Da equagéo (3.6) obtemos que o polindmio caracteristico
é o produto dos polinémios

N -1
pj(o) =" —)\}UN_l —ZAéUN_l l_IVJIA“7 j=0,...,N—1.
1=2 k=1

Observando a forma de pg, temos que a migracao nao pode vir a estabilizar um
sistema de populagoes locais instaveis, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.2. Todo autovalor do modelo local é autovalor do sistema acoplado.
Desse modo, o movimento migratorio entre patches nao pode vir a estabilizar um
sistema desacoplado instdvel.

Demonstracdo. Tomando j = 0 na equagao caracteristica para o modelo acoplado
temos
N -1
ar + 261 ar+ 26 [T e + 26k
—+ E

o ol
1=2

=1

Substituindo as expressoes para o, 0;, Vg, £k obtemos

N

> = e
— ol RoW(wx) 1—-H’

que é a equagao caracteristica para o modelo local (2.10). Assim, temos que os auto-
valores do modelo local satisfazem a equagao caracteristica para o modelo acoplado,
completando a demonstragao. O

Em certos casos, a migracao nao altera a estabilidade de W*. Entre estes, temos
0 caso em que o processo migratorio independe da estrutura etaria da populagao,
como é demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 3.3. Se yu; =c,i=1,...,N, o movimento migratorio nao influencia na
estabilidade de W*.

Demonstracao. Neste caso, a equagao caracteristica do modelo acoplado torna-se

N 2m\
(I (EEEE

i=1
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Portanto, se A satisfaz a equagao caracteristica (2.10) do modelo local, entéo

9
O’)\((].C)+CCOS7T])
n

satisfaz & equagao caracteristica para o modelo acoplado descrita acima, para j =
0,...,n—1. Como |((1—c)+ccos 2%])| < 1, temos |o| < |A], ocorrendo a igualdade

(em médulo e em sinal) quando j = 0. O

A Instabilidade Causada pelo Movimento Migratdrio

pa

0

0 'S 1 0 1y
(a) m=035 H=21 (b) m=04

0 ['H 1
() m=05 H=299

0 [t 1 0 Hy
) m—06 H=34 () m=066 H=375  (f) m— 0.666 H= 399

Figura 1: Teste de Jury aplicado a todas as possiveis configuragoes para as taxas
migratérias em uma rede com 20 sitios com populacoes locais estruturadas em duas
classes etarias.

Por outro lado, a migragao pode, de fato, vir a desestabilizar uma rede de popu-
lacoes desacopladas estaveis se as taxas migratérias forem fortemente relacionadas
com a idade dos individuos. Para isto, vamos considerar um caso especifico: uma
metapopulagao formada por 20 sitios, tal que em cada sitio existe uma subpopu-
lagéo estruturada em duas classes etérias e aplicar o teste de Jury|[3] ao polinémio
caracteristico do sistema acoplado. O teste de Jury fornece condigbes necessarias
e suficientes sobre os coeficientes de um polinémio para que suas raizes estejam
dentro do disco unitario, fornecendo portanto a regiao de estabilidade do sistema.
Na figura 1, escolhemos parametros da dindmica local (m; e H) tais que o ponto de
equilibrio W* é assintoticamente estdvel na auséncia de migracao e variamos as taxas
migratérias 1 e po . Para visualizar os resultados, pintamos cada ponto (u1, ps)
do quadrado unitario de acordo com o resultado do teste: branco representa esta-
bilidade, cinza representa instabilidade. Assim, as regides hachuradas representam
instabilidades causadas somente pela dispersao. Nos testes realizados, observamos
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"0 , 1

@ /=025 u,=065

0 m, i 0 m, 0 4
@ 1,=0.75 1,=0.2 (e 1,=0.85 1,=0.1 @  w=1 p=0

[ Sistema acoplado estavel [ Sistema desacoplado instavel B Instabilidade gerada pela migragdo

1

Figura 2: Teste de Jury aplicado a diversas configuracées para uma metapopu-
lacao com duas classes etarias e 20 sitios. As curvas em preto definem a regiao
de estabilidade para o modelo local, delimitada por H = 0, H = 1+ —1— ¢

1—m1
H=1+ 5.

que, & medida que H cresce, a regiao de instabilidade do modelo acoplado aumenta.
Para H =~ 4, temos a maior regiao de instabilidade causada pela migragao, como
pode ser observado na Figura 1. Na Figura 2, temos a regiao de estabilidade para
possiveis configuracbes no modelo acoplado, obtida através da aplicacao do teste
de Jury para diferentes valores de p; e ps. Nesta figura, diferenciamos a regiao
onde o sistema desacoplado € instavel, para uma facil identificagdo da regiao de
instabilidade gerada apenas pela migracao. As Figuras 2(a), 2(b) e 2(c) mostram
que a regiao de estabilidade é reduzida gradualmente a regiao limite 0 < H < 2
a medida que nos aproximamos de pu; = 1 e ua = 0. O mesmo ocorre ao nos
aproximarmos de p; = 0 e g = 1, como indicam as Figuras 2(d), 2(e) e 2(f). Na
verdade, isto ocorre independentemente do nimero de classes considerado: para
uma rede tal que p; =1 e pu; =0se i # 1, W*, temos

o
pj((j) = O'N — (mlo'N_l +---+mny_10+ mN) (1 - H) COS ﬂ7 (37)
n
portanto
o
pj(l):lf(lfH)cos%]. (3.8)

Isto implica que, se n é par, p= (1) > 0 < H < 2. Como p; deve satisfazer p;(1) > 0
2

para todo j para que os autovalores do sistema sejam menores que um em modulo,

temos que se H > 2 o sistema (sob as configuragoes citadas) apresenta instabilidade.

Este caso representa a situagao onde apenas os jovens podem migrar. Para o caso

contrario, onde todos os individuos migram e apenas os mais jovens permanecem
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em seu sitio de origem, o mesmo ocorre. Neste caso, temos pu; = 0 e u; = 1,
i=2,...,N, W* e os polinémios p;(c) sdo dados por
N 2rj i—1
N N-1 N—i
pj(c)=0" —(1—H) (mlg + gmia ’ (cos T) ) . (3.9
Assim,
N o\ i1
(—1)¥py(—1) = 1= (~)¥ (1 - ) <m1<—1>N1 L m(-) (cos 2 ) .
n
i=2

Assumindo n par temos que (—1)Np%(—1) = 2 — H e, portanto, (—1)Np%(—1) >
0 & H < 2. Como, pelo teste de Jury, (—1)Vp;(—1) > 0 é condigdo necessdria
para que nao ocorram autovalores negativos com moédulo maior que um, temos que
o sistema sob as configuragoes citadas é estdvel se, e somente se, H < 2. Assim,
temos que a condicao para estabilidade 0 < H < 2 dada pelo Teorema 3.1 nao
pode ser melhorada sem um conhecimento maior sobre o mecanismo de migracao e
a relagao deste com a estrutura etaria da populagao.

Abstract In this work we obtain a discrete model for a metapopulation of a single
species with overlapping generations. We show that a migration mechanism which
depends only on age can not stabilize a previously unstable homogeneous equilib-
rium, but can drive a stable uncoupled system to instability, which characterizes
migration as a destabilizing mechanism.
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