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Resumo. O uso de equagdes diferenciais parciais em processamento de imagens
tem sido amplamente usado nos ultimos anos. A idéia basica é a de modificar uma
dada imagem inicial u(x, t) via uma equagao diferencial parcial e obter os resultados
esperados como a solucao desta equagao.

Apresentamos aqui uma descri¢ao dos principais modelos néo lineares para suavizagao,
eliminagdo de ruidos e deteccdo de bordas em imagens. Abordamos modelos que
tém por base os métodos variacionais bem como os de fluxo geométrico. S&o
também abordados os principais aspectos da implementagdo computacional dos
modelos.

1. Introdugao

O uso de equagoes diferenciais parciais (EDP) em processamento de imagens tem
crescido significativamente nos ultimos anos. A idéia bésica é modificar uma dada
imagem, curva ou superficie com uma equagao diferencial parcial e obter os resul-
tados esperados como solucao desta equagao.

O uso de filtros discretos é comumente usado em processamento de imagens.
A grande vantagem em substituir esse procedimento tradicional pelas EDP, é que
passa-se a fazer a andlise de imagens em um dominio continuo. Isto simplifica o
formalismo que se torna independente da grade usada na discretizagao. O entendi-
mento de filtros discretos é entao facilitado quando se faz o comprimento de passo,
utilizado na malha, tender a zero e reescrevendo o filtro discreto como um operador
diferencial parcial. Outra grande vantagem é a possibilidade de se obter “estabili-
dade e exatidao” no processo numeérico, utilizando a extensiva pesquisa em analise
numérica e escolhendo algoritmos adequados para resolver equagoes diferenciais. A
teoria de viscosidade em EDP nos fornece a base teérica para aplicar o formalismo
matematico necessario. Em outras palavras, o uso de EDP em processamento de
imagens, mais especificamente em Segmentacao e Eliminagao de Ruidos, nos
possibilita nao somente o uso de bons algoritmos computacionais como também, o
uso de importantes resultados tedricos como existéncia e unicidade de solugao.

O Processamento de Imagens ¢é dividido em trés partes, com trés diferentes
objetivos, e sao elas:
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Compressao: parte que estuda a representagao minima de uma imagem em
termos de memoria digital.

Restauracgao: é a parte que estuda como conseguir a melhor “versao” de uma
imagem a qual foi obtida com ruidos ou outras pertubagoes. Tal problema ocorre
frequentemente em:

. imagens médicas; tais como CT (transmission computed tomography), M RI
(magnetic resonance imaging), M ST (magnetic source imaging), raio-X , EST (elec-
trical source imaging), etc.

. sinais obtidos via satélites;

. sinais obtidos do fundo do oceano;

. imagens obtidas por avioes para detectar alvos de guerra, entre outros.

Em geral, os sinais obtidos contém muitos erros e precisam passar por “filtros”.

Anadlise: A palavra analysis origindria do grego, significa “quebrar em par-
tes 7. O objetivo principal da Anélise é por em evidéncia os principais elementos
que compoem a imagem, e permitir um rapido reconhecimento de formatos.

As equagoes diferenciais sao muito usadas na parte de Restauragao e Andlise de
Imagens.

2. Restauracao e Analise via EDPs

Uma imagem u serd considerada como uma fung@o continua de um subconjunto de
RP em um subconjunto de R, isto é:

u:Q C RP — [a,b], p=2,3.

A aquisicao da imagem u gera erros, que sao chamados ruidos. Em geral, o problema
consiste em reconstruir uma imagem wu a partir de uma imagem ruidosa I, onde
I =u+n,en éoruido.

A idéia basica é de deformar uma dada imagem, curva ou superficie com uma
equacao diferencial parcial e obter os resultados esperados.

As principais vantagens sao:

e este procedimento permite a andlise de imagens em um dominio continuo;

e os filtros discretos passam a ser entendidos fazendo o espacamento da malha
tender a zero na expansao assintdtica de uma equacgao diferencial;

e as equacgoes diferenciais podem ser vistas como iteragoes de filtros locais em
vizinhangas infinitesimais.
A aproximacao de uma imagem pela solugdo de uma EDP nos permite, do
ponto de vista matematico, tratar o problema de forma mais rigorosa.

3. Suavizagao Linear de Uma Imagem

Em 1948 Shannon observou que uma imagem pode ser corretamente representada
por um conjunto discreto de valores somente apds uma “suavizagao” da mesma.
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De acordo com a teoria de Shannon [10], dada uma imagem original I : Q CRP
— [a,b], p=2 ou 3, obtém-se uma nova imagem u pela convolugdo de I com um
ntcleo K, isto é, u = K x I.

A observagao de que a suavizacao é uma parte necessaria da formagao das ima-
gens, levou-nos & primeira equacao diferencial parcial.

Gabor observou, em 1960, que a diferenca entre a imagem “borrada” v = K * [
e a imagem original I é, grosseiramente falando, proporcional ao seu laplaciano, ou
seja, (1/h)[K = I(z) — I(z)] — Al(z).

Assim, fazendo h tender a zero, o processo de “borragem” de uma imagem se
comporta como a equagao do calor:

I, = AI(z) com I(0)=u(x). (3.1)

A equagdo do calor é, com algumas restrigbes, o unico filtro linear que traz bons
resultados. Porém, sua aplica¢do pura e simples numa imagem u(z), deteriora todas
as bordas e com isso todas as informacoes da imagem sao perdidas. Nas Figuras 1-b,
1-c, 1-d e 1-e apresentamos os resultados da equagéao do calor (3.1) quando aplicada
a Figura 1-a para valores crescentes de t. Observamos que quanto mais se evolui
em t mais a imagem se deforma. Fazendo ¢t — oo perde-se todas as informagoes
contidas na imagem u(x), que se tornard homogénea. A imagem u(z) assumird o
mesmo valor para qualquer « do dominio, ou seja, u(xz) = cte para todo x € Q.

() (e)

Figura 1- (a): Imagem; (b) a (e): Suavizagdo via equacdo do calor.

A equagdo do calor teve, nos anos 80, diferentes aplicagoes, sendo a principal
delas a detecgao de bordas (Marr, Hildreth, Canny, Witkin, Koenderink).
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A principal descoberta foi que detalhes de uma imagem, tais como bordas,
arestas, quinas e outras singularidades, nao podem ser calculadas sem antes aplicar
uma suavizacao, pois esses detalhes sao as derivadas de uma funcéo suave.

Associando u com a fungao intensidade de uma imagem, uma borda, ou “edge”,
é qualquer ponto onde o Vu atinge um méaximo ou um minimo local.

As duas técnicas mais usadas para detectar as bordas de uma imagem sdo:

Teoria de Hildreth - Marr (1980) [12]

A técnica, introduzida por Hildreth e Marr, consiste em procurar os pontos u(z)
tais que Vu(z) muda de sinal (“zero-crossings”).

Teoria de Canny (1986) [5]

Uma significante melhora foi dada por Canny que propods calcular os pontos
onde Vu(z) é maximo nas linhas gradientes, tais pontos satisfazem a equacao
V2u(Vu, Vu) = 0. A téenica de Canny consiste em calcular os pontos u(z) tais
que: VZ2u(Vu, Vu) = 0, e [Vu(x)| é suficientemente grande.

Existem outras diferentes técnicas para determinacao das bordas de uma imagem
como: as técnicas baseadas em resolugéo de subpixel [18] ou os modelos estocésticos
de uma imagem. Para maiores detalhes ver [10].

A dedugao de Gabor sintetiza que pode-se “limpar” uma imagem “borrada” por
meio de uma equacao do calor reversa no tempo:

% = —AU,, U(O) = Uobservada-
Discretizando esta equacao pelo método de Euler, temos:

Urestaurada = Uobservada — hAuobser'uaday

onde h é o comprimento de passo usado na discretizacao, Urestaurada = Un+1 €
Uobservada = Un-

Este procedimento funciona bem nas primeiras iteracoes, ou seja, a qualidade
da imagem melhora sensivelmente. Entretanto, apds algumas iteragoes todas as in-
formagoes da imagem sao destruidas pois a equacao do calor reversa é extremamente
mal posta.

Existem duas direcoes a serem tomadas. Uma é no sentido de estabilizar a
equagdo reversa do calor (Rudin-87, Osher-92) e, a outra, consiste em utilizar a
equagao do calor na analise de imagem, o que nos leva a teoria das wavelets ou
as equacoes diferenciais parciais nao lineares. Vamos abordar aqui, a aplicagao de
alguns modelos nao lineares para o tratamento de imagens.

4. Suavizagao Nao Linear

Se abrirmos mao da linearidade do modelo, existem, na literatura, muitas maneiras
de suavizar uma imagem [1, 4, 7, 8, 11, 15, 17].
Ligados a suavizagao estao os problemas de eliminacao de ruidos e segmentacao.
Diversos modelos usando equacgoes de difusao foram propostos nos ultimos 10
anos. Vamos abordar alguns desses modelos.
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4.1. Fluxo da Curvatura Média
A seguinte equacao difererencial parcial

up = |Vu| div (g) em QX Ry (4.1)

u(z,0) = I(x) em {2

é conhecida como equagao de fluxo da curvatura média. A existéncia, unicidade e
estabilidade da solugao (4.1) ¢ devida a L.C.Evans [9].

A grande importancia de (4.1) estd em sua interpretacao geométrica.

Seja c(p,t) : S'x[0,T) — R? uma familia de curvas fechadas onde ¢ parametriza
a familia e p parametriza a curva. Vamos usar a notagdo c¢(t) para denotar esta
curva.

Podemos representar esta curva como o conjunto de nivel de uma fungao

u(x,y,t) : R2 x[0,T) — R, dado por:

CNy = {(z,y,t) tal que u(z,y,t) = A}, A= constante.

—

Suponhamos que esta curva ¢(t) se movimenta na dire¢do oposta a N, com

—
velocidade K, K é a curvatura e N, a normal (outward), ou seja:

o(t)=—KN (4.2)

A concavidade ou convexidade da curva c¢(t) é que determina a diregdo de seu
movimento;

—

- se K >0 a curva se move na direcao de — N ,

—_—

- se K <0 a curva se move na direcao de N .

Pode-se inserir a curva ¢ em uma superficie de modo que c¢ seja o conjunto
de nivel da superficie, mais especificamente: ¢(0) ¢é inserida em u(z,y,0) = I(x),
x = (z,y), de tal forma que ¢(0) é um conjunto de nivel zero de T.

Desta mesma forma, ao invés de inserirmos apenas a curva ¢(0), podemos inserir
¢(t) envolvendo a superficie u(x,y,t) como um todo.

Tomando c(t) = (x(t),y(t)) e inserindo em u(x(t),y(t),t) de modo que c(t)
seja a curva de nivel dada pelos pontos (x(t),y(t)) tais que

u(x(t)’}’(t)’t) =A. (43)

Derivando (4.3) em relagao a t, temos u;x;+ u,yi+ us = 0. Isto é, uw =

—(ug,uy) - (x4, y¢) = —Vu-d(t) = fVu~(7KF) =Vu-K- gz = K|Vu|. Como
K = curv(u) = div(%), temos u; = |Vu| div(%).
Assim, a curva satisfaz & equacgao c/(t) = —K ﬁ se, e somente se, a superficie
o
outras palavras, a solugao trivial u(x,t) = 0 de (4.1) é ¢(t) que satisfaz & equagao
(4.2).

satisfizer & equagdo uy = |Vul div ( ) , que é a equagao no modelo (4.1). Em
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Se temos uma curva fechada e convexa, entao a curva se move para dentro e
(4.1) transforma a curva em um ponto. Desta forma as bordas néo sdo preservadas.

A equacao (4.1) foi inicialmente proposta por Sethian na andlise de propagagao
de frentes (vide [16]).

A equacao da curvatura é uma “difus@ao” na diregao ortogonal ao gradi-
ente.

Na Figura 2 apresentamos a evolucao da imagem dada na Figura 1-a pelo método
do fluxo da curvatura média. Apresentamos também as bordas das imagens obtidas
pela evolugao de (4.1).

Figura 2 (a)-(d) Suavizagdo da imagem dada na Figura 1-a pelo método do fluxo
da curvatura média para valores crescentes de t; (e)-(h) bordas das figuras dadas
em (a)-(d), respectivamente.
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5. Suavizagao Seletiva - Combinando Detecgao de
Bordas e Suavizagao

O modelo do fluxo da curvatura média, dado pela equacdo (4.1), ndo é capaz de
preservar a localizacdo das bordas de imagens (veja Figura 3). Uma importante
contribuigio para a preservacao das bordas, foi feita por Malik e Perona [11].

Combinando a idéia de difusao direcionada, introduzida no método da curvatura
média, com o processo de detec¢ao de bordas, Malik e Perona [11] introduziram a
seguinte equacao de difusao para tratamento de imagens:

up = div(g(|Vu|)Vu), em Q x Ry, (5.1)
u(z,0) = I(x),

onde g é uma fun¢ao suave, ndo crescente e, tal que g(0) =1, g(s) >0, e g(s) — 0
quando s — oco. A idéia é efetuar uma difusao fraca nos pontos u onde |Vu| for
grande, preservando, com isso, a localizacao exata de um ponto de borda.

As experiéncias computacionais mostram que o “dectector de bordas” baseado
nessa teoria fornece bordas e fronteiras que permanecem mais estaveis através da
escala t. Entretanto, esse modelo ainda apresenta dificuldades tedricas e préticas.
Por exemplo, se a imagem é muito ruidosa (com muitos erros), o gradiente Vu
serd muito grande em quase todos os pontos e, como consequéncia a fungao g sera
quase nula nestes pontos. Assim, todos os ruidos da imagem permanecem quando
a mesma for processada pelo processo de suavizacao introduzido por esse modelo.

Algumas escolhas para a fungdo g sao: g(s) = 1/(1+]s])?, g(s) = 1/(1+s?) e
g(s) = e 5.

6. Métodos Baseados em Fluxo Geométrico

Combinando essa idéa de difusdo degenerada e a idéia dada por Malik-Perona [11],
em substituir |Vu| por |[VG, * u| em (5.1), Alvarez, Lions e Morel [1] propuseram
e estudaram o seguinte modelo:

ur = g(|VGgy * u|)|Vu\div(|g—Zl). (6.1)
com as condicdes inicial e de contorno: u(z,0) = I(z), 2%saxr, = 0.

Este modelo difusa as curvas de nivel de u na direcao ortogonal a Vu com
velocidade g(|VG x u|)k onde k = div(Vu/|Vul|) é a curvatura e g(s)=1/(1+s?).

Desta forma a imagem é suavizada em ambos os lados das bordas, com suavizacao
minima nas bordas. A suavizacao é feita com baixa velocidade nas vizinhancas das
bordas e alta velocidade no interior de regidoes homogéneas.

Existem, na literatura, outros modelos que tém por base o fluxo geométrico,
como por exemplo o método do fluxo da curvatura min/max dada por Malladi e
Sethian [17] e a evolugdo das superficies de nivel dada por Caselles, Catté, Coll e
Dibos [6].
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7. Modelos Variacionais

As equagoes diferenciais parciais usadas no tratamento de imagens podem também
ser obtidas pelos métodos variacionais, os quais tem uma longa histéria originando-
se na solucao de problemas lineares inversos de filtros de Wienner.

O modelo béasico consiste em minimizar um funcional de energia penalizado, da
forma: E(u) = |u — I|?> + 6R(u), onde |.| representa alguma norma conveniente.
O funcional R fornece o grau de suavizacao da imagem e toma diferentes formas,
sendo a norma em espago de Sobolev a mais tradicional. Por exemplo, a suavizagao
Gaussiana é efetuada usando Re(u) = [, [Vul*dz.

Observamos que a equagao do calor é o fluxo do funcional acima. Se u é solugao
da equagdo do calor entdo u minimiza Rg(u).

Minimizar R (u) é o mesmo que minimizar Vu na norma do L.

O método de Variagao Total usa Ry (u)= [, a(z)|Vu|dz, onde o(x) representa
um parametro espacial que controla o grau de suavizacao em pequenas vizinhangas.

Rudin, Osher and Fatemi [15] propuseram, para reconstruir uma imagem u a
partir de uma imagem dada I onde u(z) = I(z)+n(x) e n(z) é o ruido, minimizar
o funcional:

min [, |Vu|dz
sujeito as seguintes restrigoes:
Joude= [ Tde e [|lu—1I*dc=n>

A primeira restrigao significa que o ruido tem média zero, e a segunda usa o
conhecimento prévio que o desvio padrao do ruido n(x) é . Isto pode ser formulado
como um problema de otimizagao sem restrigoes:

Mim'mizar/ (IVu| + g\u — I|*)dz. (7.1)
Q

Este problema foi resolvido pela procura da solugao de uma equagao diferencial
parcial, que é a evolucdo da equacdo de Euler Lagrange para (7.1). Isto significa
que eles resolveram o seguinte problemas:

ug :div(‘g—z‘) —B(u—1I). (7.2)
Existem diversos outros modelos que originaram-se na formulagao variacional.
Gostariamos de mencionar ainda, o modelo de Mumford-Shah, o modelo de Chen,
Vermuri e Wang [8] e a difusdo balanceada dada no modelo proposto por Barcelos,
Boaventura e Silva Jr em [3].
O modelo de Mumford-Shah é obtido pela minimizagao do funcional:

Eys(u, B) = fQ\B{a|Vu|2dx + B(u — I)?*}dx + length(B).
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A grande dificuldade desse modelo é aplicar a técnica de decrescimento do gra-
diente em B. Ambrosio e Tortorelli [2] substituiram B por uma funcdo continua
v que assume o valor 1 longe das bordas e decresce rapidamente para 0 perto das
bordas. Eles definem o seguinte funcional de energia

Ear(u,v) = [of{al —v)?|Vul? + Bu— I)? + p|Vo|* + £ }da.

Shah introduziu em ”A common framework for curve evolution ” [17], um novo
funcional da energia, tentando solucionar as dificuldades da aplicagao do modelo
anterior, mais precisamente Shah propos efetuar simultdneamente o processo de
segmentagao e eliminagdo de ruidos pela minimizagao do funcional E(u,v), onde

2
B(u,v) = / a(l — v)2|Vau| + Blu— I+ 2|vo)? + =
0 2 2p

Este problema de minimizagao foi resolvido em [17] pela solugao do seguinte sistema:

., Vu I5] uw—1
= (1 —v)|Vu|div(=—) — 2Vv - Vu — \Y 7.3
Ut ( U)| u| “}(|VU|) v u Oé(l—’l)>| U| I’U/—I|’ ( )
v = Ao — 2 4 2201 )| (7.4)
' P2 p ’ '
com as seguintes condicoes de fronteira e inicial:
ou v 2ap|Vu|
— =0, — =0 0)=1 )= ————.
8n|anR+ ) an|6QXR+ ) U(I, ) (Z’) € ’U(Jf, ) 1+ 2ap|Vu|

Podemos ver que a equacio (7.3) é o fluxo da equacio eliptica obtida pela equacao
de Euler-Lagrange para E(u,v) pela multiplica¢do do termo |Vu|/a(1 —v) ao invés
de considerar simplesmente a equacdo de Euler-Lagrange para F(u,v).

Neste método a segmentagao é sistematicamente obtida por v enquanto a ima-
gem inicial I é suavizada por u. A equagao (7.3) é parabdlica somente ao longo das
curvas de niveis de u e é hiperbdlica na diregao normal as curvas de niveis, assim
u desenvolve “choques ” e as bordas verdadeiras sao obtidas pela discontinuidades
da funcdo u. Entretanto, nao foi provado que este problema é matematicamente
bem posto, ndo parece facil conseguir esta prova. Além disso, este modelo nao é
eficiente quando a imagem envolve formas complexas contendo singularidades tais
como Y-jungoes e T-juncoes, desde que neste modelo as “formas” de um objeto sao
representadas por curvas fechadas.

Procedimentos andlogos foram adotados em [8] e [3]. Em [8] os autores pro-
puseram o estudo da seguinte difusdo degenerada nao linear

us = g(|VGy u|)|Vu|div(|§Z|) + V(g(|VGs xu|)) - Vu — B|Vu|(u—1I). (7.5)

Esta equacdo (7.5) também pode ser vista como uma modifica¢do do tao conhe-
cido modelo ALM (6.1).
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A introdugdo do novo termo Vg - Vu em (7.5) auxilia no processo de detecgao
de fronteiras dos objetos com alta variacao de seu gradiente. A equacao de Euler-
Lagrange para o funcional de energia

Bl(u) = / (Vo )|Vl + 5 u— 1),

é a seguinte:

9(1VGy »ul)din( i)+ Vg

v —Bu—1I)=0. (7.6)

Podemos ver que a equagao (7.5) ndo é a evolugao de (7.6), e sim a evolugao da
equagdo eliptica obtida de (7.6) pela multiplicagdo do termo |Vu|. Este procedi-
mento, com diferentes termos para a multiplicagao de (7.6), foi usado no modelo de
Shah e em [4]. Tal procedimento apresenta grandes vantagens: tem interpretacao
geométrica, permite extrair resultados sobre existéncia, unicidade e estabilidade de
solucdo viscosa para (7.5) e apresenta bom desempenho computacional.

Em [4] compara-se a performance do funcional (7.6) obtida em [8] o qual foi
denominado “modelo ALM-modificado”, com um modelo modificado que dd me-
lhores resultados na deteccao de bordas e, com isso, consegue-se preservar quinas e
juncoes em T mesmo em imagens com alto indice de ruido.

Por dltimo, gostariamos de mencionar o modelo proposto em [3]. Tal modelo
é composto por dois termos, o primeiro, sendo um termo de difusdo, permite a
eliminagao dos ruidos da imagem inicial I(x) e o segundo é um termo forgante que
forca a imagem wu(z) a permanecer perto da imagem inicial I(z). A formulacao
do modelo apresenta um balanceamento entre os dois termos da equacao dada por
uma fungdo g que funciona como um detector de bordas. O modelo tem a seguinte
formulagao:

u =g |Vu|div(‘§—z|) +o(1l-g)(u-1) (7.7

onde u(z,0) =1, g(s) = 1/(1+s]?), s = |Vux* G| e G é a Gaussiana
Go(x,y) = Co texp(—(x? + y?)/40), C constante .

Para maiores detalhes ver [3].

Na Figura 3 apresentamos os resultados da evolugao da imagem dada na Figura
1-a pelo modelo dado por (7.7). Observamos que mesmo fazendo ¢ — co a imagem
nao se deteriora, ou seja as bordas sao preservadas e a difusao é efetuada somente
no interior e no exterior dos pontos de borda, sem efetuar suavizagao nestes pontos
de borda.
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Figura 3 - Suavizacao obtida pelo modelo (7.9) quando aplicada & imagem dada em
1-a.

8. Implementacao Computacional

As solugbes numéricas das equagoes de evolugdo sdo obtidas usando métodos das
diferencas finitas como as desenvolvida em [14, 15, 16] as quais descreveremos breve-
mente aqui.

As imagens sdo representadas por matrizes 256 x 256, de valores u(z,y) que
representam a intensidade do tom de cinza da imagem u na posicao (x,y). Assim,
para cada funcao u(z,y), a notacao u;; denota o valor de u(z;,y;), t,j = 1,2,...256.
A solugao da equagao diferencial é entao obtida em cada tempo (escala) t,=nAt,
n=1,2,.... Denota-se u(z;,y;,tn) por uj;.

A equacdo de difusdo, u; = L(u, Vu), é aproximada por Euler.

Os termos de difusdo do operador L(u, Vu) sio aproximados usando diferengas
finitas centradas, por exemplo:

Vu U Uy — 2Ug Uy Uy + U Uy
Vul(di = z
Vul(div( ) g
¢ 2 2
(div( Vv ) = VyUyy — 200y Ugy + Vylgy
Vol (07 +v})>/2

A titulo de ilustracéo, o modelo (7.7) fica:
ultt = w4+ AtL(ufy),
0

com uy; = I(x;,y;) e

Lu) = g|w|dw<|§—5> A= g)(u—1).

Nos experimentos computacionais, tomou-se A\ = o, g = ¢(|Gs, * Vu|) =

k constante e o, como sendo o desvio padrao do ruido na imagem
1+ k|Gy, * Vul?’
inicial 1.
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O termo Vg-Vu que aparece nos modelos (7.3 e 7.5) permite o desenvolvimento
de choques, os quais indicam a presenca de bordas. Osher e Sethian desenvolveram
uma técnica numeérica, usando diferencas finitas progressivas e regressivas de uma
maneira consistente com o desenvolvimento de choques:

(Vg Vu )ij = max(Aigij, 0)A; us; + min(Aigij, 0)A ui;
+ max(Ajgij, O)AJ_U” + min(Ajgij, O)Aj’u”

onde A;, A;" e A; representam operadores de diferencas centrais, progressivas e re-
gressivas, respectivamente, na primeira varidvel espacial x. O operador A subescrito
com j corresponde & varidvel y. Para maiores detalhes vide [16].

Os resultados apresentados nas Figuras 1, 2 e 3 foram obtidos usando as equagoes
(3.1), (4.1) e (7.7), respectivamente com At = 0.5.

As imagens mostradas nas Figuras 1-e e 2-d foram obtidas com 200 iteragoes da
discretizagdo do modelo dado por (3.1) e (4.1), respectivamente. A Figura 3-c foi
obtida com 600 iteragbes da discretizacdo do modelo dado por (7.7).

Abstract. The use of partial differential equations in image processing has amply
grown in the last years. The basic idea is to modify a given initial image u(z,t)
with a partial differential equation to obtain expected results as the solution of this
equation.

Here we present a description of the most popular non-linear models for smooth-
ing, denoising, and edge detection in images. We survey the models based on the
variational methods as well as the ones based on geometric flux. We also illustrate
the main aspects of the computacional implementation of these models.
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