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Resumo. Neste trabalho utilizamos a análise do espectro das matrizes LTSN para

desenvolver um novo algoritmo para determinar a solução de problemas de orde-

nadas discretas em geometria cartesiana bidimensional com espalhamento isotrópico,

fonte fixa e um grupo de energia.

1. Introdução

A formulação LTSN multidimensional (em diferentes geometrias) foi desenvolvida
por Zabadal e Vilhena [16] e utiliza a Transformada de Laplace para determinar
soluções anaĺıticas das equações SN nodais integradas transversalmente. O caso
bidimensional está sendo estendido para o problema de ordenadas discretas com
altas ordens de quadratura por Hauser e Vilhena [9].

Neste estudo verificamos que a determinação do espectro, para o caso isotrópico,
permite diagonalizar as matrizes LTSN. Portanto, é posśıvel construir uma solução
anaĺıtica para o problema de ordenas discretas bidimensional de uma forma mais
eficiente.

Analisamos o espectro das matrizes LTSN bidimensionais, da forma sI − A .
Isso nos permite diagonalizar a matriz A e encontrar uma expressão anaĺıtica mais
simples para os fluxos angulares médios e fluxos angulares médios na fronteira. Essa
análise espectral fundamenta-se em Barros e Larsen [3] e Case [7].

1Departamento de Matemática, PUCRS. Esta autora agradece à Fundação de Amparo e
Pesquisa do Rio Grande do Sul pelo aux́ılio financeiro parcial recebido.
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2. O Método LTSN Bidimensional

Sejam Ψm(x, y) o fluxo angular de part́ıculas na direção discreta Ωm = (µm, ηm) e

wm o respectivo peso na quadratura angular usada, m = 1 : M , M = N(N+2)
2 , com

N par; σt a seção de choque total e σsmn a seção de choque diferencial de espalha-
mento. As condições de contorno abrangem fluxo incidente no domı́nio conhecido
e reflexão especular. As equações SN aparecem como

µm
∂Ψm

∂x
(x, y)+ηm

∂Ψm

∂y
(x, y)+σtΨm(x, y) = Q(x, y)+

M
∑

n=1

wnΨn(x, y)σsmn . (2.1)

Integrando a equação (2.1) com respeito a x entre os limites 0 e a, e dividindo
por a, resulta a equação unidimensional, na variável y

ηm
dΨmy

dy
(y) +

µm
a

[Ψm(a, y)−Ψm(0, y)] + σtΨmy(y)

= Qy(y) +
1

4

M
∑

n=1

wnσsΨny(y) ,
(2.2)

onde, para m = 1 : M , Ψm(a, y) e Ψm(0, y) são os fluxos angulares nos contornos.
A fonte média e o fluxo angular médio ao longo do contorno horizontal do domı́nio
são definidos como

Qy(y) =
1

a

∫ a

0

Q(x, y)dx

e

Ψmy(y) =
1

a

∫ a

0

Ψm(x, y)dx.

Analogamente, integrando a equação (2.1) com respeito a y entre os limites 0 e
b, e dividindo por b, resulta a equação unidimensional na variável x:

µm
dΨmx

dx
(x) +

ηm
b

[Ψm(x, b)−Ψm(x, 0)] + σtΨmx(x)

= Qx(x) +

M
∑

n=1

wnσsmnΨnx(x) ,
(2.3)

onde, para m = 1 : M , Ψm(x, b) e Ψm(x, 0) são os fluxos angulares nos contornos e,
similarmente, a fonte média e o fluxo angular médio ao longo do contorno vertical
do domı́nio são definidos como:

Qx(x) =
1

b

∫ b

0

Q(x, y)dy

e

Ψmx(x) =
1

b

∫ b

0

Ψm(x, y)dy.
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Aplicando a Transformada de Laplace com respeito a y na equação equação (2.2)
e denotando £ {Qy(y)} = Qy(s) e £ {Ψmy(y)} = Ψmy(s), obtemos o sistema linear
algébrico que representamos na seguinte forma matricial

(sI −Ay)Ψy(s) = Ψy(0) + Sy(s), (2.4)

onde, para i = 1 : M e j = 1 : M , os elementos da matriz Ay, de ordem M ×M ,
têm a forma

ay(i, j) =



















−
4σt − σsiiwi

4ηi
, se i = j

σsijwj
4ηi

, se i 6= j

.

O vetor das incógnitas é

Ψy(s) =
[

Ψ1y(s) Ψ2y(s) · · ·ΨMy(s)
]T

e o vetor
Ψy(0) = [ Ψ1y(0) Ψ2y(0) · · ·ΨMy(0) ]

T

tem seus elementos explicitados por Ψiy(0) =
1
a

∫ a

0
Ψm(x, 0)dx, i = 1 : M .

O vetor Sy(s) possui componentes genéricos

Sy(i) =
Qy(s)

ηi
−

µi
aηi

[

Ψi(a, s)−Ψi(0, s)
]

.

A solução dos sistema (2.4) é:

Ψy(s) = (sI −Ay)
−1[Ψy(0) + Sy(s)]. (2.5)

Procedemos similarmente para as equações SN nodais integradas transversalmente
na direção y.

Para determinar os fluxos angulares aplicamos a Transformada de Laplace In-
versa na equação (2.5). O resultado é

Ψy(y) = £−1{(sI −Ay)
−1[Ψy(0) + Sy(s)]} . (2.6)

Precisamos determinar £−1{(sI − Ay)
−1} e £−1{(sI − Ax)

−1}. Para tanto,
aplicamos o método da diagonalização [14] usado em problemas de transporte com
elevados graus de anisotropia e elevada ordem de quadratura angular.

3. Descrição do Espectro da Matriz LTSN para

Problemas Bidimensionais

Uma análise espectral para problemas unidimensionais de transporte, em meio ho-
mogêneo, com espalhamento isotrópico, foi realizada por Case [7]. O estudo a ser
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realizado nesse caṕıtulo refere-se ao problema de ordenadas discretas SN bidimen-
sional com espalhamento isotrópico e um grupo de energia e fundamenta-se em Case
[7], Barros e Larsen [3], De Abreu [1] e Mello [11].

Descrevemos um processo para determinar os M autovalores e M autovetores da
matriz LTSN bidimensional, válido somente para conjuntos simétricos de quadratura
SN, com N par. Isto é, diferentes direções Ωm podem ter o mesmo valor de µm
e ηm. Conseqüentemente, para N > 2, as matrizes Ax e Ay possuem autovalores
múltiplos.

Consideremos a equação homogênea associada às equações SN integradas transver-
salmente na direção vertical do domı́nio

µm
dΨxm

dx
(x) + σtΨxm(x) =

σs
4

M
∑

n=1

wnΨxn(x) , (3.1)

onde m = 1 : M . Supomos que para cada m exista uma solução da forma:

Ψmx(x) = αm(s)esx . (3.2)

Substituindo a equação (3.2) na equação (3.1), escrevemos o resultado

αm(s)µmse
sx + αm(s)σte

sx =
σs
4

M
∑

n=1

αn(s)e
sxwn

que equivalentemente pode ser escrito na forma

αm(s)(sµm + σt) =
σs
4

M
∑

n=1

αnwn. (3.3)

Aqui, podemos considerar
∑M

n=1 αnwn 6= 0 ou
∑M

n=1 αnwn = 0.
Como a normalização é arbitrária, na primeira possibilidade assumimos

M
∑

n=1

αn(s)wn = 1, (3.4)

e a equação (3.3) assume a forma

αm(s)(sµm + σt) =
σs
4
.

Logo,

αm(s) =
σs

4(sµm + σt)
. (3.5)

A partir das equações (3.4) e (3.5) determinamos, em analogia ao descrito em
[7], a equação de dispersão

M
∑

n=1

wn
sµn + σt

=
4

σs
, (3.6)
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cujas N ráızes reais aparecem aos pares ±s1,±s2,±s3, . . . ,±sN
2

, e constituem N

autovalores de (3.3) de um total de M necessários. Os respectivos autovetores são
determinados a partir da equação (3.5).

Os autovalores M − N = N2

2 restantes são obtidos considerando a segunda
condição

M
∑

n=1

αn(s)wn = 0 (3.7)

que, quando substitúıda na equação (3.3), produz

αm(s)(sµm + σt) = 0. (3.8)

Assim, se para m = 1 : M ,

s = −
σt
µm

, (3.9)

podemos escolher αm(s) 6= 0 de modo a satisfazer simultaneamente as equações
(3.7) e (3.8). Os autovalores dados na equação (3.9) são de multiplicidade ≥ 1
e os termos αm correspondentes constituem um conjunto de M − N autovetores
linearmente independentes.

Um procedimento análogo é aplicado à equação homogênea associada às equações
nodais SN na variável y. Como ilustração, consideremos o conjunto de quadratura
angular S4 apresentado em [10]. Construiremos o espectro da matriz LTS4 bidi-
mensional na variável x, utilizando a análise espectral da equação (3.1).

Aplicando a condição (3.4) ao problema de autovalores (3.3) obtivemos a relação
de dispersão (3.6), a qual, para N = 4 gera quatro autovalores reais: ±s1 e ±s2. Os
respectivos autovetores (linearmente independentes), são obtidos da equação (3.5).

Ademais, aplicando a segunda restrição, equação (3.7), em (3.3) determinamos
os oito autovalores restantes: ± σt

µ1

, simples, e ± σt

µ2

de multiplicidade três. Os
respectivos autovetores, todos linearmente independentes, são determinados pelo
processo que descrevemos a seguir. Considerando o conjunto de pesos e quadratura
angular dado em [10], ordenamos as direções angulares de forma que

• Ωm , m = 2, 3, 11 e 12 possuem a mesma abcissa µ2,

• Ωm , m = 5, 6, 8 e 9 possuem a mesma abcissa −µ2,

• Ωm , m = 1 e 10 possuem a mesma abcissa µ1,

• Ωm , m = 4 e 7 possuem a mesma abcissa −µ1.

Portanto, podemos escolher:

• αm( σt

µ2

) 6= 0, para m = 2, 3, 11 e 12; caso contrário αm( σt

µ2

) = 0,

• αm(− σt

µ2

) 6= 0, para m = 5, 6, 8 e 9 ; caso contrário αm(− σt

µ2

) = 0,

• αm( σt

µ1

) 6= 0, para m = 1 e 10; caso contrário αm( σt

µ1

) = 0,
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• αm(− σt

µ1

) 6= 0, para m = 4 e 7; caso contrário αm(− σt

µ1

) = 0.

Em continuidade, a equação (3.7) aparece como

w2α2(
σt
µ2

) + w3α3(
σt
µ2

) + w11α10(
σt
µ2

) + w12α12(
σt
µ2

) = 0. (3.10)

O conjunto solução da equação (3.10)(de 4 incógnitas) é um subespaço vetorial
de dimensão 3 do espaço solução do problema de autovalores (3.3). Assim, corre-
spondendo ao autovalor de multiplicidade três σt

µ2

, podemos escolher 3 autovetores
linearmente independentes.

Um racioćınio similar fornece:

w5α5(−
σt
µ2

) + w6α6(−
σt
µ2

) + w8α8(−
σt
µ2

) + w9α9(−
σt
µ2

) = 0,

w1α1(
σt
µ1

) + w10α10(
σt
µ1

) = 0,

w4α4(−
σt
µ1

) + w7α7(−
σt
µ1

) = 0.

4. A Solução LTSN Bidimensional com Elevada Or-

dem de Quadratura Angular das Equações SN

Conforme analisamos na seção anterior para o caso isotrópico de fonte fixa, as
matrizes Ay e Ax possuem M autovalores reais, dos quais N são simples e simétricos
e M − N simétricos com multiplicidade ≥ 1. Isto é, a multiplicidade de cada
autovalor deste subconjunto do espectro é igual à repetição da ordenada discreta
µm (ou ηm) correspondente, subtráıda de uma unidade.

Sejam Vyi
e Vxi

os autovetores associados aos autovalores si e ri de Ay e
Ax respectivamente. Vyi

e Vxi
constituem as colunas das matrizes dos autovetores

Vy e Vx Como os autovetores são linearmente independentes as matrizes Ay e Ax

são diagonalizáveis. Portanto:

Ay = VyDyV
−1
y ,

onde Dy é matriz diagonal dos autovalores e Vy é a matriz dos autovetores corre-
spondentes a Ay . Assim, escrevemos

£−1{(sI −Ay)
−1} = Vy£

−1{(sI −Dy)
−1}V−1

y = Vye
DyyV

−1
y . (4.1)

Levando o resultado (4.1) em (2.6), representando a operação convolução por ∗,
determinamos a forma matricial para os fluxo angular médio em função dos fluxos
angulares médios na origem e dos fluxos angulares na fronteira

Ψy(y) = [Vye
DyyV

−1
y ]Ψy(0) + [Vye

DyyV
−1
y ] ∗ Sy(y). (4.2)
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O espaço solução de cada um dos sistemas de equações diferenciais ordinárias
(2.2) e (2.3) é constitúıdo por M autovetores Vyi

e Vxi
, linearmente independentes,

multiplicados por exponenciais, cujos expoentes são os autovalores si e ri de Ay e
Ax respectivamente. Portanto, expressamos os fluxos angulares médios e os fluxos
angulares transversos (na fronteira) como

Ψy(y) =

M
∑

i=1

B1iVyi
esiy = Vye

DyyB1,

Ψ(0, y) =

M
∑

i=1

B2iVyi
esiy = Vye

DyyB2,

Ψ(a, y) =

M
∑

i=1

B3iVyi
esiy = Vye

DyyB3,

onde BK = [BK1, BK2, · · ·, BKM ]T , K = 1 : 3, são vetores que contêm as 3M
constantes BKi, i = 1 : M , K = 1 : 3, que, ao serem calculadas, determinam
completamente a solução (4.2). Para tanto, resolve-se um sistema linear compat́ıvel,
de 3M equações, obtidas da definição dos fluxos angulares médios em x = a e y = b
e, da aplicação das condições de contorno.

Procedendo de forma similar para a variável x, geramos mais 3M equações com
constantes BKi, i = 1 : M , K = 4 : 6 .

As equações são acopladas num único sistema linear pelos elementos Ψiy(0) =
1
a

∫ a

0
Ψm(x, 0)dx e Ψix(0) =

1
a

∫ a

0
Ψm(0, y)dy, i = 1 : M , de Ψy(0) e Ψx(0), conheci-

dos em apenas M/2 direções.
Assim, determinas as 6M constantes, os fluxos angulares médios ficam comple-

tamente estabelecidos por

Ψy(y) = [Vye
DyyV

−1
y ]Ψy(0) + [Vye

DyyV
−1
y ] ∗ Sy(y)

e
Ψx(x) = [Vxe

DxxV
−1
x ]Ψx(0) + [Vxe

DxxV
−1
x ] ∗ Sx(x).

5. Problema Ilustrativo e Considerações Finais

No desenvolvimento deste trabalho aplicamos alguns dos resultados preliminares
obtidos num problema de transporte de nêutrons, com espalhamento isotrópico,
numa placa quadrada de 20cm de lado. É um problema com parâmetros materiais
difusivos, isto é, baixa absorção. A seção de choque total é de σt = 1cm−1 e a
seção de espalhamento σs = 0.99cm−1.Junto ao vértice (0, 0) existe uma fonte de
nêutrons de intensidade unitária. Utilizamos o conjunto de quadratura angular com
simetria de ńıvel, descrito por Lewis e Miller [10]. O domı́nio do problema ilustrativo
é representado na figura abaixo, as faces pontilhadas têm contorno reflexivo e as
demais, vácuo.
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Com a completa resolução do problema ilustrativo, obtivemos resultados preli-
minares para N = 4 , na determinação da fuga de nêutrons no canto superior
direito na região mostrada na figura, calculando a corrente parcial através dos fluxos
angulares transversos emergentes do contorno. A tabela abaixo compara o resultado
obtido com os dispońıveis na literatura.

Método Fuga de Nêutrons(cm−2s−1)
SGF-ExpN[11] 0.4211× 10−2

LTSNNodal[16] 0, 4800× 10−2

LTSNNodal − ElevadaQuadratura 0.2467× 10−3

N Cond(Ax) ∼= Cond(Ay) ρ(Ax) ∼= ρ(Ay)
2 149.500004 1.732050
4 274.482498 2.856969
6 373.319082 3.750438
8 466.794625 4.582575
12 623.512476 5.980410
16 763.433030 7.196481
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Os resultados da tabela acima permitem descrever o crescimento do raio es-
pectral da matriz LTSN (ρ(Ax)) , aproximando-o por uma função potência(com
expoente menor do que um): ρAx

(N) ∼= 1.093N0.684. A conclusão de que a ordem
de crescimento do raio espectral ρ(Ax) é menor do que N está auxiliando na análise
do erro e estudo da convergência que estamos desenvolvendo paralelamente a esse
trabalho.

Também, determinamos o número de condicionamento da matriz LTSN, uti-
lizando como medida o Cond(Ax) = ‖Ax‖.‖Ax−1‖ e a norma matricial escolhida é

norma do máximo das linhas ‖Ax‖∞ = max{
∑M

j=1 |ax(i, j)|, 1 ≤ i ≤ M}. Verifi-
camos que Cond(Ax) é pequeno se comparado com a matriz de Hilbert de ordem M,
H(M), um exemplo t́ıpico de matriz mal condicionada. Por exemplo, Cond(H(4)) =
28375, Cond(H(12)) ∼= .411544× 1017, Cond(H(24)) ∼= .814326× 1035.

Como continuidade do presente trabalho, pretendemos implementar o algo-
ritmo para elevadas quadraturas, estabelecer uma relação entre o erro global do
fluxo aproximado e o erro global na fórmula de quadratura e verificar se as soluções
aproximadas convergem para a solução exata.
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Abstract. In this work we describe the spectral analysis of the LTSN matrix to de-

velop a new algorithm that generates an analytic solution of the discretes ordinates

problem considering two-dimensional cartesian geometry , isotropic scattering and

one energy group.
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Nêutrons na Formulação de Ordenadas Discretas em Geometria Cartesiana
Bidimensional”, Tese de Doutorado, COPPE, UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, 2000.

[12] J.M.Ortega, W.C.Rhheinboldt, “Iterative Solution of Non Linear Equations in
Several Variables”, Academic Press, New York, 1970.

[13] R.P. Panta, M.T.B. Vilhena, Convergence in transport theory , Applied Nu-

merical Mathematics, 9 (1999), 79-92.

[14] C.F.Segatto, M.T.B. Vilhena, M.G. Gomes, The one-dimensional “LTSN”
solution in a slab with high degree of quadrature, Annals of Nuclear Energy

26 (1999), 925-934.

[15] J. Zabadal, M.T.B. Vilhena, L.B. Barichello, An analitical solution for the two-
dimensional discrete ordinate problem in a convex domain, Progress in Nuclear

Energy, 17 (1995).
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