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Resumo. Neste trabalho utilizamos a andlise do espectro das matrizes LTSN para
desenvolver um novo algoritmo para determinar a solucdo de problemas de orde-
nadas discretas em geometria cartesiana bidimensional com espalhamento isotrépico,
fonte fixa e um grupo de energia.

1. Introducgao

A formulagdo LTSN multidimensional (em diferentes geometrias) foi desenvolvida
por Zabadal e Vilhena [16] e utiliza a Transformada de Laplace para determinar
solugoes analiticas das equagoes Sy nodais integradas transversalmente. O caso
bidimensional estd sendo estendido para o problema de ordenadas discretas com
altas ordens de quadratura por Hauser e Vilhena [9].

Neste estudo verificamos que a determinagao do espectro, para o caso isotrépico,
permite diagonalizar as matrizes LTSy. Portanto, é possivel construir uma solugao
analitica para o problema de ordenas discretas bidimensional de uma forma mais
eficiente.

Analisamos o espectro das matrizes LTSy bidimensionais, da forma sl — A .
Isso nos permite diagonalizar a matriz A e encontrar uma expressao analitica mais
simples para os fluxos angulares médios e fluxos angulares médios na fronteira. Essa
andlise espectral fundamenta-se em Barros e Larsen [3] e Case [7].
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2. O Método LTSy Bidimensional

Sejam U, (z,y) o fluxo angular de particulas na dire¢ao discreta 0, = (fm, ) €
Wy, 0 respectivo peso na quadratura angular usada, m=1: M , M = W, com
N par; o, a secao de choque total e o4y, a segdo de choque diferencial de espalha-
mento. As condigoes de contorno abrangem fluxo incidente no dominio conhecido

e reflexao especular. As equagbes Sy aparecem como

oV, oV, M
Mm%(:my)+nma—y(x7y)+atq}m<xvy) = Q(l‘, y)+z wn\IJn($7y)0'smn . (21)
n=1

Integrando a equagdo (2.1) com respeito a x entre os limites 0 e a, e dividindo
por a, resulta a equacao unidimensional, na variavel y

AV,

T () + F 2 () = U (0,9)] + 00y 0)

M (2.2)
=Qy(y) + 1 nz::l Wy sWny(y)

onde, param = 1: M, ¥, (a,y) e ¥,,(0,y) sdo os fluxos angulares nos contornos.
A fonte média e o fluxo angular médio ao longo do contorno horizontal do dominio
sao definidos como

Q=3 [ e
1

Uy (y) = — /Oa U, (2, y)de.

a

Analogamente, integrando a equagdo (2.1) com respeito a y entre os limites 0 e
b, e dividindo por b, resulta a equagao unidimensional na varidvel z:

AV g

() + T [ (2,5) = i (2, 0)] + 00 ()

b

Hm
M (2.3)
= Qa:(x) + Z wno'smn\ljnx(x) ,
n=1

onde, param =1: M, U, (z,b) e U, (x,0) sdo os fluxos angulares nos contornos e,
similarmente, a fonte média e o fluxo angular médio ao longo do contorno vertical
do dominio sao definidos como:

b
Q)= ; [ Qwiy
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Aplicando a Transformada de Laplace com respeito a y na equagao equagao (2.2)

e denotando £{Qy(y)} = Q,(s) € £{¥pny(y)} = Vpny(s), obtemos o sistema linear
algébrico que representamos na seguinte forma matricial

(sI — AW, (s) = ¥, (0) + Sy(s), (2.4)
onde, parai = 1: M e j = 1: M, os elementos da matriz A,, de ordem M x M,

tém a forma
4oy — 0555w;

. —T, se 1=
ay(2,7) =
O Wj . .
— se 17 ]
4n;

O vetor das incégnitas é

e o vetor
\I’u(o) = [ lply@) ‘Ile(O) T \I’My(o) }T

tem seus elementos explicitados por W;,,(0) = %foa U, (z,0)dz, i = 1: M.

O vetor S, (s) possui componentes genéricos

A solugédo dos sistema (2.4) é:

Wy (s) = (s — Ay) 7' [Ty (0) + Ty (5)]- (2.5)

Procedemos similarmente para as equagoes Sy nodais integradas transversalmente
na diregao .

Para determinar os fluxos angulares aplicamos a Transformada de Laplace In-
versa na equagao (2.5). O resultado é

Uy (y) = £7{(s] = Ay) T[Ty (0) + Sy ()]} - (2.6)

Precisamos determinar £71{(sI — A,)"'} e £71{(s] — A,)~'}. Para tanto,
aplicamos o método da diagonalizagio [14] usado em problemas de transporte com
elevados graus de anisotropia e elevada ordem de quadratura angular.

3. Descricao do Espectro da Matriz LTSy para
Problemas Bidimensionais

Uma andlise espectral para problemas unidimensionais de transporte, em meio ho-
mogéneo, com espalhamento isotrépico, foi realizada por Case [7]. O estudo a ser
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realizado nesse capitulo refere-se ao problema de ordenadas discretas Sy bidimen-
sional com espalhamento isotrépico e um grupo de energia e fundamenta-se em Case
[7], Barros e Larsen [3], De Abreu [1] e Mello [11].

Descrevemos um processo para determinar os M autovalores e M autovetores da
matriz LTSn bidimensional, valido somente para conjuntos simétricos de quadratura
Sn, com N par. Isto é, diferentes direcoes €2, podem ter o mesmo valor de p,
e m. Conseqiientemente, para N > 2, as matrizes A, e A, possuem autovalores
multiplos.

Consideremos a equagao homogénea associada as equagoes Sy integradas transver-
salmente na diregao vertical do dominio

dVa,m _Os
i I () + 01, = an an(T), (3.1)

onde m = 1: M. Supomos que para cada m exista uma solugao da forma:
Uz () = qun(s)e®” . (3.2)

Substituindo a equacdo (3.2) na equagao (3.1), escrevemos o resultado

U (8) i s€°F + a (8)oe’™ = — Zan e wy,

que equivalentemente pode ser escrito na forma
o (8)(Spem + o) Z Wy (3.3)

Aqui, podemos considerar Z _1 apwy, 7 0 ou Z e QnWp = 0.
Como a normalizagao é arbitraria, na primeira possibilidade assumimos

M
> an(s)w, =1, (3.4)

e a equagao (3.3) assume a forma
n (8) (8 + o) = —=

Logo,
Os
4(s,um + Ut) '
A partir das equagoes (3.4) e (3.5) determinamos, em analogia ao descrito em
[7], a equagdo de dispersao

am(s) = (3.5)

M

4

= 3.6
Z: e (3.6)
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cujas N raizes reais aparecem aos pares +s7,+So,+S3,...,£ts~, e constituem N
2

autovalores de (3.3) de um total de M necessarios. Os respectivos autovetores sao
determinados a partir da equacdo (3.5).

2 ~ . .
Os autovalores M — N = NT restantes sao obtidos considerando a segunda
condi¢ao

Z an(s)w, =0 (3.7)

que, quando substituida na equagéao (3.3), produz

o (8)(Sptm + o1) = 0. (3.8)
Assim, se param =1: M,
Ot
s§=——", 3.9
Hm (3.9)

podemos escolher a,,(s) # 0 de modo a satisfazer simultaneamente as equagoes
(3.7) e (3.8). Os autovalores dados na equacao (3.9) sdo de multiplicidade > 1
e os termos a,, correspondentes constituem um conjunto de M — N autovetores
linearmente independentes.

Um procedimento anédlogo é aplicado a equacao homogénea associada as equagoes
nodais Sy na varidavel y. Como ilustragao, consideremos o conjunto de quadratura
angular Sy apresentado em [10]. Construiremos o espectro da matriz LTS, bidi-
mensional na varidvel z, utilizando a andlise espectral da equagao (3.1).

Aplicando a condigao (3.4) ao problema de autovalores (3.3) obtivemos a relagao
de dispersao (3.6), a qual, para N = 4 gera quatro autovalores reais: +s; e +s5. Os
respectivos autovetores (linearmente independentes), sdo obtidos da equagao (3.5).

Ademais, aplicando a segunda restri¢ao, equagao (3.7), em (3.3) determinamos
0s oito autovalores restantes: j:%, simples, e j:“—; de multiplicidade trés. Os
respectivos autovetores, todos linearmente independentes, sao determinados pelo
processo que descrevemos a seguir. Considerando o conjunto de pesos e quadratura
angular dado em [10], ordenamos as dire¢oes angulares de forma que

e O, ,m=2 3, 11 e 12 possuem a mesma abcissa ps,
e (0, ,m =25, 6,8e9 possuem a mesma abcissa — g,
e (2, ,m =1e 10 possuem a mesma abcissa 1,

e (2, ,m =4 e 7 possuem a mesma abcissa —pu.

Portanto, podemos escolher:

. am(%) # 0, param = 2, 3, 11 e 12; caso contrario am(%) =0,

) am(—%) #0, param = 5, 6, 8 ¢ 9 ; caso contririo am(—%) =0,

® ap(7t) # 0, param = 1 e 10; caso contrdrio am(7*+) =0,
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o ap(—2%) #0, param = 4 e 7; caso contrdrio am, (—£t) = 0.

Em continuidade, a equagdo (3.7) aparece como

a. (o2 (2 g,
U&O&Q(ft) + 1U3Ot3(7t) + wnoqo(ft) + wlgalg(i) =0. (310)
H2 H2 M2 M2

O conjunto solugdo da equagao (3.10)(de 4 incégnitas) é um subespago vetorial
de dimensao 3 do espago solucao do problema de autovalores (3.3). Assim, corre-
spondendo ao autovalor de multiplicidade trés %7 podemos escolher 3 autovetores
linearmente independentes.

Um raciocinio similar fornece:

g g g g
wsas(——) + weag(——) + wgag(——) + woag(——) = 0,
M2 2 M2 H2

g g
wiay (=5) + wigaig(—) = 0,
M1 1251

Ot Ot
Waoy(—— ) +wrar(——) = 0.
( M1) ( M1)

4. A Solucao LTSy Bidimensional com Elevada Or-
dem de Quadratura Angular das Equacoes Sy

Conforme analisamos na secao anterior para o caso isotropico de fonte fixa, as
matrizes A, e A, possuem M autovalores reais, dos quais N sao simples e simétricos
e M — N simétricos com multiplicidade > 1. Isto é, a multiplicidade de cada
autovalor deste subconjunto do espectro é igual a repeticdo da ordenada discreta
tm (ou ) correspondente, subtraida de uma unidade.

Sejam V,, e V., os autovetores associados aos autovalores s; e r; de A, e
A, respectivamente. V,,, e V,, constituem as colunas das matrizes dos autovetores
V, e V, Como os autovetores sdo linearmente independentes as matrizes A, e A,
sao diagonalizaveis. Portanto:

A, =V,D, V"

onde D, é matriz diagonal dos autovalores e V,, é a matriz dos autovetores corre-
spondentes a A, . Assim, escrevemos

£7H(sI = A) "=V, £7H(sI —=D,) T}V, = VPVt (4.1)

Levando o resultado (4.1) em (2.6), representando a operagao convolugao por x,
determinamos a forma matricial para os fluxo angular médio em fungao dos fluxos
angulares médios na origem e dos fluxos angulares na fronteira

Uy (y) = [VyeP V0, (0) + [VyePr ! VI xSy (y). (4.2)
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O espago solugao de cada um dos sistemas de equagoes diferenciais ordindrias
(2.2) e (2.3) é constituido por M autovetores V,, e V,,, linearmente independentes,
multiplicados por exponenciais, cujos expoentes sao os autovalores s; e 7; de A, e
A, respectivamente. Portanto, expressamos os fluxos angulares médios e os fluxos
angulares transversos (na fronteira) como

M
Wy(y) = Z B1;Vy, e’ = VyeDyyBla

i=1

M
U(0,y) = Y B2V, = Vye’"B2,
i=1

M
U(a,y) = Z B3,V e’V = VyeDyyB37

i=1
onde BK = [BK;,BK,,- -+, BKy|T, K = 1 : 3, sdo vetores que contém as 3M
constantes BK;, ¢« =1 : M, K = 1 : 3, que, ao serem calculadas, determinam
completamente a solucao (4.2). Para tanto, resolve-se um sistema linear compativel,
de 3M equacgoes, obtidas da definicao dos fluxos angulares médiosem x =aey =10
e, da aplicacao das condic¢oes de contorno.

Procedendo de forma similar para a variavel x, geramos mais 3M equagoes com
constantes BK;,i1=1: M, K =4:6.

As equagées Sao acopladas num tnico sistema linear pelos elementos ¥;,(0) =
LW (2,0)de e Uip(0) = L [ W,,(0,9)dy, i =1: M, de ¥,(0) e ¥,(0), conheci-
dos em apenas M/2 diregoes.

Assim, determinas as 6M constantes, os fluxos angulares médios ficam comple-
tamente estabelecidos por

V,(y) = [VyeDnygjl]\I/y(O) + [VyeDnyf] * Sy (y)
U, (2) = [V,eP=2V 1, (0) + [V,eP="V 1] « S, (z).

5. Problema Ilustrativo e Consideracoes Finais

No desenvolvimento deste trabalho aplicamos alguns dos resultados preliminares
obtidos num problema de transporte de néutrons, com espalhamento isotrépico,
numa placa quadrada de 20cm de lado. E um problema com parametros materiais
difusivos, isto é, baixa absorcdo. A secdo de choque total é de oy = lem™! e a
secdo de espalhamento o5 = 0.99cm~!.Junto ao vértice (0,0) existe uma fonte de
néutrons de intensidade unitaria. Utilizamos o conjunto de quadratura angular com
simetria de nivel, descrito por Lewis e Miller [10]. O dominio do problema ilustrativo
é representado na figura abaixo, as faces pontilhadas tém contorno reflexivo e as
demais, vacuo.
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Feqiao de Fuga

dcrm

20cm

Com a completa resolucao do problema ilustrativo, obtivemos resultados preli-
minares para N = 4 , na determinagao da fuga de néutrons no canto superior
direito na regiao mostrada na figura, calculando a corrente parcial através dos fluxos
angulares transversos emergentes do contorno. A tabela abaixo compara o resultado
obtido com os disponiveis na literatura.

Método Fuga de Néutrons(cm 25 1)
SGF-ExpN[11] 0.4211 x 1072
LTSN Nodal[16] 0,4800 x 1072
LTSN Nodal — ElevadaQuadratura 0.2467 x 1073
N | Cond(Az) = Cond(Ay) | p(Az) = p(Ay)
2 149.500004 1.732050
4 274.482498 2.856969
6 373.319082 3.750438
8 466.794625 4.582575
12 623.512476 5.980410
16 763.433030 7.196481
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Os resultados da tabela acima permitem descrever o crescimento do raio es-
pectral da matriz LTSN (p(A4.)) , aproximando-o por uma fungao poténcia(com
expoente menor do que um): pa, (N) = 1.093N%684 A conclusio de que a ordem
de crescimento do raio espectral p(A,) é menor do que N estd auxiliando na andlise
do erro e estudo da convergéncia que estamos desenvolvendo paralelamente a esse
trabalho.

Também, determinamos o numero de condicionamento da matriz LTSy, uti-
lizando como medida o Cond(Ax) = ||Az||.]|Az~!|| e a norma matricial escolhida é
norma do méximo das linhas ||Az||e = max{zjlvil lag (3, 7)],1 < i < M}. Verifi-
camos que Cond(Ax) é pequeno se comparado com a matriz de Hilbert de ordem M,
H (M), um exemplo tipico de matriz mal condicionada. Por exemplo, Cond(H (4)) =
28375, Cond(H (12)) = .411544 x 10'7, Cond(H (24)) = .814326 x 10%°.

Como continuidade do presente trabalho, pretendemos implementar o algo-
ritmo para elevadas quadraturas, estabelecer uma relagao entre o erro global do
fluxo aproximado e o erro global na férmula de quadratura e verificar se as solugoes
aproximadas convergem para a solugao exata.
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Abstract. In this work we describe the spectral analysis of the LTSN matrix to de-
velop a new algorithm that generates an analytic solution of the discretes ordinates
problem considering two-dimensional cartesian geometry , isotropic scattering and
one energy group.

Referéncias

[1] M.P. de Abreu, On the spectrum of the one-speed slab-geometry dicrete or-
dinates operator in neutron transport theory, Annals of Nuclear Energy, 25
(1998), 1209-1219.

[2] L.B.Barichello, M.T.B. Vilhena, A new analytical approach to solve the neu-
tron transport equation, Kerntechnik, 56 (1991), 334-336.

[3] R.C. Barros, “A Spectral Nodal Method for the Solution of Discrete Ordi-
nates Problems in a One and Two Dimensional Cartesian Geometry”, Tese de
Doutourado, University of Michigan, 1990.

[4] R.C. Barros, M. Yavuz, M.P. Abreu, Progress in spectral nodal methods ap-
plied to discrete ordinates transport problems, Progress in Nuclear Energy,
12-33 (1998), 117-154.

[5] R.C. Barros, E. W. Larsen, A spectral nodal method for one-group X,Y-
geometry discrete ordinates problems, Nuclear Science and Engineering, 34-
111 (1992), 34-45.



140

[6]

[10]

[11]

[13]

[14]

[15]

[16]

E.B. Hauser et al.

R.C. Barros, E.-W. Larsen, A numerical method for one-group slab-geometry
discrete ordinates problems, Nuclear Science and Engineering, 19-104 (1990),
199-208.

K. Case, E. Zweifel, “ Linear Transport Theory”, Addison-Wesley Publishing
Company, 1967.

G.H. Golub, C.F.V. Loan, “ Matrix Computation”, The Jonhs Hopkins Uni-
versity Press, Baltimore, 1996.

E.B.Hauser, Formulagdo LTSy bidimensional para o problema de ordenadas
discretas com elevada quadratura, em “Seleta do XXII CNMAC” (E.X.L. de
Andrade, G.N. Silva e A. Sri Ranga, eds.), Tendéncias em Matemética Aplicada
e Computacional, Vol. 1, pp. 111-123, SBMAC, 2000.

E. Lewis, W. Miller, “Computational Methods of Neutron Transport”, John
Wiley-Sons, New York, 1984.

J.A M. Mello, “Modelagem Espectro-Nodal Exponencial para Problemas Mo-
noenergéticos de Penetragaoo Profunda segundo a Teoria de Transporte de
Néutrons na Formulacao de Ordenadas Discretas em Geometria Cartesiana
Bidimensional”, Tese de Doutorado, COPPE, UFR.J, Rio de Janeiro, RJ, 2000.

J.M.Ortega, W.C.Rhheinboldt, “Iterative Solution of Non Linear Equations in
Several Variables”, Academic Press, New York, 1970.

R.P. Panta, M.T.B. Vilhena, Convergence in transport theory , Applied Nu-
merical Mathematics, 9 (1999), 79-92.

C.F.Segatto, M.T.B. Vilhena, M.G. Gomes, The one-dimensional “LTSN”
solution in a slab with high degree of quadrature, Annals of Nuclear Energy
26 (1999), 925-934.

J. Zabadal, M.T.B. Vilhena, L..B. Barichello, An analitical solution for the two-
dimensional discrete ordinate problem in a convex domain, Progress in Nuclear
Energy, 17 (1995).

J. Zabadal, “Solucao Analitica da Equagdao de Ordenadas Discretas Multidi-
mensional”, Tese de Doutourado, PROMEC,UFRGS, 1994.



