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Resumo. Este trabalho tem como objetivo analisar os efeitos da forca externa e
distirbios de fronteira sobre a resposta de um sistema modelado segundo a teoria
para vigas uniformes tipo Euler-Bernoulli. A resposta do sistema é determinada
em termos da resposta impulso e das respostas devido aos distirbios de fronteira.
Este processo é realizado no préprio espago fisico do problema, sem a necessidade
do uso da formulagdo do espaco de estado, através de uma dnalise modal direta na
equacao de segunda ordem.

1. Introducgao

O propésito deste trabalho é analisar os efeitos de uma forca externa e distirbios
nas extremidades de uma figa fixa-livre descrita pelo modelo de Euler-Bernoulli e su-
jeita a forcas de amortecimento viscoso e material. Para tanto, é utilizada a andlise
modal diretamente no espago fisico [2], [3], preservando caracteristicas préprias, co-
mo simetria e positividade. Isto nao é o caso com a formulagao do espago de estado
comumente encontrada na literatura [4], [7].

Sistemas distribuidos, nos quais os parametros sao dependentes do dominio espa-
cial, sao descritos por problemas de contorno, consistindo de uma ou varias equagoes
diferenciais parciais que devem ser satisfeitas sobre um dominio € para um nimero
apropriado de condicoes de contorno e dados iniciais.

A resposta transiente é caracterizada em termos da resposta impulso e de suas
derivadas. A analise modal é utilizada no célculo da resposta impulso e a inclusao
dos disturbios ¢ realizada com o auxilio da funcao de Green espacial.

Sao apresentadas simula¢oes numéricas para os modos de vibracao, resposta im-
pulso, efeitos da forga externa, movimento na base, torque e variagao dos parametros
de amortecimento.
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2. Modelo Fisico e Modelo Matematico

Considere uma viga fixa-livre conforme Figura 1 sujeita a uma excitagdo wy(t) na
sua extremidade esquerda, um torque 7,(t) na extremidade direita e uma forga
externa f(¢,x) concentrada em um ponto qualquer ao longo do comprimento da
viga. Assumimos distirbios iniciais nulos.
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Figura 1: Viga sujeita a disttirbios de fronteira

O modelo matemaético é obtido considerando-se uma viga uniforme do
tipo Euler-Bernoulli. Deste modo, a resposta w(t,z) é solu¢do do problema néo-
homogéneo com condic¢oes de contorno nao-homogéneas dado por:

Muws(t, ) + Dws(t, ) + Kw(t, z) = f(t,x),
w(0,2) =0, %w(&m) =0,

_ dw (s 0) =
o R o
2 (BEeGH)) + Broelh) = (1),
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83 w(t,L) ) 82w(t, L)\ _
& (75050 1 g (p175) <o
onde M, D e K sao operadores diferenciais espaciais definidos por
_ _ a* _ 02 92

e as constantes

p : densidade linear, FEI : rigidez da viga,
« : atrito viscoso, 0 : atrito material.

3. Resposta Forcada através do Método Espectral

Primeiro, obteremos a resposta para o problema nao-homogéneo com condicoes
de contorno homogéneas para depois, entao, resolver o problema acima proposto.
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O problema homogéneo associado a (2.1) admite solucao do tipo exponencial w(t, z) =
eMu(z) se v(x) é solugdo do problema de contorno

[NM +AD + Klv(z) =0, z€]0,L], (3.1)
onde M, D e K atuam sobre fungoes v(z) tais que
v(0) =0, 2'(0)=0, '(L)=0, 2" (L)=0.
Procura-se, entao, solucao da forma
w(t,z) = i cr(t)e o (z), (3.2)
k=1
que, substituido naquela equagao, obtém-se, pelo método de variagao de parametros,
el Awe e (t) Mug(z) = f, YLy e (t)u(a) = 0. (3.3)
Multiplicando-se, em (3.3), a primeira equagao por )\jﬁjT e a segunda por EJTK,
e integrando-se de 0 a L, obtemos:

D M (1) (v, Ay Mok () — Koy () = A (v;, f), (3.4)
k=1

onde
L
(u, ) :/ u*v dx
0

e (*) indica a conjugacao complexa.

No caso da viga ser uniforme, o médulo de Young, E, e o momento de inércia,
I, s@o constantes. Observa-se, entdao, que D é do tipo Rayleigh. Assim, tem-se que
(3.1) pode ser escrito como

Kv = w?*Mu, (3.5)
onde )
w2:f/\ + aX a:gebzﬂ
Ab+1"7 P EI’
o qual corresponde ao problema de contorno de autovalor
Uiv7ﬂ4v: ) 64:%2],)5
v(0) =0, v'(0) =0,
v"(L) =0, v""(L) =0,

que possui um conjunto ortogonal de autofungoes reais, [6], isto é,
<’Uk,M’Uj> :(Skj e <Uk,K7)j> :w,%ékj.

Em particular,
A2 (v, M) — (vg, Kvg) = A2 — w3,
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Portanto, de (3.4), tem-se
M e () = Ak (vk, f);

substituindo o produto interno na equagao acima e integrando no tempo de 0 a t,
tem-se

—& te#‘” Lv T T
cxlt) = - /0 /0 L(©)F(&,7)dédr. (3.6)

Substituindo-se (3.6) em (3.2), obtemos a resposta do sistema (2.1) com condigoes
de contorno homogéneas, na forma forcada compacta, em funcao dos autovalores e
autovetores do problema de autovalor de segunda ordem associado (3.1) ou (3.5),
isto é,

t L
wit,z) = / / Wt — 72,6 f(r, €)dédr, (3.7)
o Jo
onde, para A\, autovalor e v, o autovetor associado, tem-se
ht,@,8) = ) T vn(@)ui(E) (3.8)
k=1

com g, = (up, \p Muy, — Kuy) #0, k=1,2,---.
Pode ser verificado que h é solugao do sistema distribuido amortecido,

Mhyy(t,x,§) + Dhy(t, 2, &) + Kh(t,2,§) = 6(t)d(xz — §), z,£€Q, >0,
Th(t,z,£) =0, z €99, &€, (3.9)
h’(ovxaé-)zov ht(oa‘r7§):07 'TGQ? €€Q

As Figuras 2 e 3 mostram um grafico dos modos de vibragao da viga,
wy(t) = e*ntsenfut, paran =1 . .4, z = 6/7, onde os A\, = a, + i3, sdo
os autovalores do problema. Foram utilizados os seguintes parametros [7]:

E=1 | Médulo de Young p=16 Densidade linear
L=1 | Comprimento da barra | a=1.6 Atrito viscoso
I=1 | Inércia £=0.001 | Atrito material
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Figura 2: Modos de Vibragao da viga para n=1 e n=2
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A seguir mostrar-se-4 um grafico aproximado da func¢do de Green da viga fixa-

livre.

Figura 3: Modos de Vibracao da viga para n=3 e n=4

85

Figura 4: Linhas de contorno da Resposta Impulso da viga em t=2 e t=10.8

Figura 5:

Linhas de contorno da Resposta Impulso da viga em t=17.9 e t=27
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4. Problema Nao-Homogéneo com Condicoes de
Contorno Nao-Homogéneas

Obtida a solugao para o problema nao-homogéneo com condi¢des de contorno ho-
mogéneas, considera-se o problema geral, ou seja, o problema nao-homogéneo com
condigoes de contorno nao-homogéneas dado por (2.1).

Através da transformada de Laplace aplicada & equagao (2.1), tem-se

2

2
(s%p + sa)W (s, ) + 9

(04 ED W) = Flswo)

0x? ox
W(s,0) = Wy(s), %—W(&O) = 0, (4.1)
T
0?W (s, L) 0?W (s, L)
sB3 922 + FEI 52 = Tu(s),
PW(s,L) 0 0*W (s, L) _
50 07 ' on (El dz? ) =0

onde W (s, x), F(s,x), Wy(s) e Tp(s) sdo as transformadas de Laplace de w(t,z),
ft,x), wp(t) e T(t), respectivamente.

Para se obter o deslocamento w(t,z) em termos de uma carga arbitrdria F,
considera-se H (s, x,&) como sendo func¢ao de Green espacial associada ao problema
(4.2) [6], isto ¢, satisfazendo

2 2

(2p + s0)H(s,2.6) + 0o (w D <s,x,s>)

6(33_{)7 $,§€ (OaL)v

€2
H(s,z,0) =0, (%H(SJCO) = 0, z€(0,L);
32
0+ BD | geen0)| = o

|
e

s { > (s,x,&)} { 0 ElazH(s,x,g)} (4.2)

S og ¢

&=L

Multiplicando-se ambos os lados da primeira equagdo em (4.2‘) & esquerda por
H(s,z,¢) e integrando-se por partes de 0 a L, tém-se
B(W.G) + Jy W(s,€)(s% + sa) H(s, z, )€
(4.3)
L L
+f0 W (s, 5)%((Sﬁ + EI) 352 (37$>§))d§ = fo H(S,m,é)F(s,f)d&
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onde

o3 0 02
B(WG) = Sﬁ[H(vaag)aifgw(saf) - aigH(Sw'Evg)angW(sag)
4 H (s, €)W (5,6) — e H (s, W (s,
662 9 b § 9 853 9 9 b
H(s,2,6) ( 82W@sﬁ 2 s,z (ED W (5.0
0¢ 0€? ’ ¢ 0€? ’

2

0
e H s (BD) W (5,6)
0 0? I
85 (E[8§2 (s,x,§)> w(s, &)]y- (4.4)

Substituindo-se as condigées de contorno para W (s, z), dadas por (4.2), e para
H(s,x,¢&), dadas por (4.2), na equagao (4.4), segue-se

WW@Z[iw+mi2@miﬂm@
0
_ [(%H(s, .. g)] . To(s). (4.5)

Por outro lado, multiplicando-se a primeira equagao em (4.2) & esquerda por W (s, £),
integrando-se de 0 a L. e usando uma propriedade da fungédo ¢ , obtemos

JEwW(s,€) ((s2p +s0)H (s, 2,6) + 2o ((sﬁ + El)g—;) H(s,z, 5)) de = W (s, z).
(4.6)
Substituindo-se (4.6) em (4.3), obtemos

L
W(s,z) = —B(W,G) —l—/o H(s,x,&)F(s,&)d¢.

De (4.5) segue que
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Introduzindo
-1 s =L71 4 S 4 S, T
MO = L] = £ - | G0t EDgg 0| 4
82
- |:8§(ﬂ +EI)8§2 (t,x,f):|£:0,
0
2,6) = LY Ha(s)| =L | H(s,z, = |50t 7, ,
it §) = L) =07 G HGn0| = |G|
Mta€) = L7H(s, 2,6 (1.9)

e aplicando transformada inversa de Laplace em (4.7), tém-se

t L
wlt,z) = /0 (ha(t— 7,2, €) wp(r) + ha(t — 7,2, E)my(7) + /O Wt —7,,€)f (r.€)dédr.

(4.10)
A equacio (4.10) pode ser escrita na forma da integral de convolu¢do como sendo

w(t,x) = /0 h(t — 7, z,§)f(7, x)dr, (4.11)

onde h denota o operador que atua sobre a entrada geral do sistema, isto é, dos
disturbios de fronteira e do termo forcante

wp(T)
f(Ta JT) = Tb(T) )
f(r,z)
através de
wb(T)
h(t,z,€)E(r,2) = [ [ (t,2,€)8(E) ha(t, z, €)3(E) h(t, 2, €)] fT (Tg)) d€.

(4.12)

Observe que para se determinar a resposta do sistema (2.1), dada por (4.11),

é necessério determinar h(t, x, §). Porém, para tanto, por (4.12) torna-se necessério
determinarmos hi(t, z, ), ha(t,x, &) e h(t,x,£). Mas, por (4.9), hy e he sdo dadas
em funcao de h. Logo, a resposta do sistema (2.1) fica determinada se encontrarmos
a expressao para h, a fungdo de Green ou resposta impulso associada a esse sistema.

Para entradas oscilatérias amortecidas, e *sen(3,t), perto de um autovalor
do sistema, A\, = a, +i3,, como mostra a Figura 6, e do tipo Ae?*, como mostra
a Figura 7, na base x = 0, torque na extremidade z = L e uma carga concentrada
em x = a, observou-se, nas simulagoes, que as respostas sao semelhantes, diferindo
apenas nas amplitudes. Nestas figuras, tem-se a primeira simulacado com forga
externa ativada e movimento na base e torque nulos, na seguinte tem-se movimento
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na base ativado com forga externa e torque nulos e na terceira tem-se forga externa,
movimento na base e torque ativados.

Figura 7: Resposta para viga fixa livre para A =35,y =—-02ea=1/3

O efeito do movimento na base do tipo Ae®**senf3,t, perto dos trés primeiros
autovalores \,, n = 1,2 e 3, sobre a resposta do sistema ¢é ilustrado na Figura(8).
Foi observado que o efeito do torque, ainda que qualitativamente semelhante ao
movimento na base, é de menor amplitude. Isto deve ocorrer uma vez que os modos
de vibragao em h;(t, z,£) possuem uma ponderagdo maior que os correspondentes
em ho(t,z,§).
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Figura 8: Resposta para viga fixa livre com variacdo no torque, para
n=1, n=2 e n=3

Nas simulagoes a seguir, foi observado o efeito do atrito viscoso « sobre a res-
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posta do sistema. As simulacoes foram feitas para uma forca externa concentrada
em z = a do tipo e*"tsen3,t, préximo do primeiro autovalor (n = 1), com torque e
movimento na base nulos. Observou-se que a resposta mantém o comportamento,
porém diminuindo amplitude conforme o atrito vai aumentando como era o espera-

do.

Figura 9: Resposta para viga fixa livre para « = 0.001, « =0.1 ¢ o =1.6

Abstract. The objective of this work is to analyze the effects of the external force
and boundary disturbances on the response of a system modeled according to the
theory for uniform beams type Euler-Bernoulli. The system response is obtained in
terms of the impulse response and of the responses due to boundary disturbances.
This process is accomplished in the own physical space of the problem, without
need of the state space approach, through a direct modal analysis in the second
order equation.
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