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Resumo. Neste trabalho provamos a existéncia e unicidade de solugoes fracas para
a equacgdo vetorial de Burgers em dominios arbitrarios em trés dimensdes. A tnica
hipé6tese considerada sobre o dominio é que este seja um aberto. As estimativas para
estes resultados utilizam uma desigualdade de Sobolev do tipo eliptica apresentada
nos preliminares.

1. Introducgao

O sistema de equacgoes de Burgers pode ser interpretado como uma simplificagao
do sistema de Navier-Stokes onde nao consideramos a forca devido ao gradiente de
pressao e a condigao de incompressibilidade do fluido, isto €,

ug+u-Vu—pAu=f em Q x (0,7),

u(z,t)=0; xe€dQ; vte (0,T),

u(z,0) = up ().
Aqui, u(z,t) = (uy (x,t),us (x,t),us (x,t)), Au = (Auy, Aug,Auz) e u-Vu =
3. Ou
z;. i axz
terno dado. Tal sistema de equacoes, foi primeiramente tratado por J. M. Burgers
num artigo de 1948 (veja Burgers [3]) onde se estudou algumas questoes relativas
a turbuléncia. Neste trabalho, utilizando o método de Galerkin, apresentamos re-
sultados de existéncia e unicidade de solugoes fracas em espagos de Sobolev para
a equacgao de Burgers, com f = 0 em dominios arbitrarios. Uma referéncia bésica
utilizada é Heywood [6] onde se mostra a existéncia de solugbes C*° ((0,7T) x Q)
para um T adequado. Aqui seguimos passos semelhantes aos feitos no artigo de
Heywood sendo que a descricao do método de Galerkin, o que nao é desenvolvido
no artigo de Heywood, é apresentada neste trabalho. R

Além disto, utilizando um lema que fornece estimativas em H{ () que é um
espago que contém o H{ (Q) (veja lemas 1 e 2), obtemos outros resultados de
limitagao para a solugao.
O trabalho esta dividido em trés se¢bes principais; na primeira sao apresentados

alguns preliminares béasicos para o estudo de solucoes fracas de equacgoes diferen-
ciais parciais assim como o Lema 2. Na secao seguinte apresentamos resultados

, ¢ uma constante (considerada igual a 1) e f um campo de forga ex-
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de existéncia de solucao fraca para o sistema de equagoes de Burgers em dominios
limitados. Na terceira secao apresentamos resultados de existéncia de solucao em
dominios nao limitados. Como € usual em problemas envolvendo equagoes diferenci-
ais parciais, C' denotara uma constante dependendo somente dos dados do problema
e podera variar de linha para linha.

2. Preliminares

No desenvolvimento desta secao, apresentaremos algumas defini¢coes e resultados
bésicos utilizados no estudo das equagoes diferenciais parciais, assim como alguns
resultados mais especificos que se tornaram necessarios no estudo da equacao a que
Nnos propomos.

Proposicdo 1 (Desigualdade de Gronwall). Seja 1 (t) uma fungio absoluta-
mente continua e ndo-negativa em [0,T) e que satisfaz quase sempre a inequag¢ao
diferencial ' (t) < ¢ (t)n(t) + 1 (t) onde ¢ (t) e ¢ (t) sao fungies integrdveis nao-
negativas em (0,T). Entao

"t t
n(t) < elo ¢(s)ds [77 (0) +/ P (s) ds} para 0 <t <T.
0

Demonstragao. Veja Evans [5] na pdgina 556.
Observagao 1. (operador —A)

O operador —A desempenha um papel importante na teoria das equacoes dife-
renciais parciais pois suas autofungoes constituem uma base ideal em certos espacos
funcionais. O principal resultado referente a este operador afirma que cada autovalor
é real com multiplicidade finita (nimero de vezes que o autovalor se repete) e forma
uma seqiiéncia 0 < Ay < Ay < A3 < ..., onde A\, — 00, quando k — 0o e que existe
uma base ortonormal {wy}, oy de Hg (), onde Q é um aberto limitado. Assim
—Awy, = Apwy e wg|on = 0. Para mais detalhes e demonstracoes veja Evans [5] na
pagina 301.

Teorema 1. Sejam Xy, X, X1 espacos de Hilbert onde Xy C X C X1, com injecoes
continuas sendo que a injecao de Xg em X € compacta. Entao, para qualquer K
limitado e dado v > 0, a injecao de H}, (R; Xo, X1) em L? (R, X) é compacta onde

HY (R; Xo, X1) = {v € L* (R, Xo); Djv € L* (R, X1)},
HZ (R;X(),Xl) = {U € H” (R;XQ,Xl) . suppu C K} .

Demonstragao. Veja Temam [9] na pagina 274.

Lema 1. Dado 2 C R3, um aberto. Seja () pen uma seqiiéncia de subdominios
limitados tais que Q1 C Qo C Q3 C ... e Q = U2, Q, e seja ug € 1?[3 Q)

n=1

(fecho de C3° (2) na norma de |Vé|, isto €, }AI(% Q) ={¢ € Li,.(Q) com V¢ €
L?(Q) : 3¢n € C5°(Q) com |V (¢, — ¢)| — 0 quando n — co}). Entdo existe uma
seqiiéncia de funcoes u, € H} (2,) com suppu, C Q, e |Vu,| < |Vug| e tais que

|[Vu, — Vug| = 0 quando n — co.
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Demonstragdo. Veja Heywood [7] na pdgina 665.

Lema 2. Suponha que 2 é um aberto em R®. Entdo, dada u € I?& () com Au €
L2 (Q), tem-se:

1 1 1
[ul o £ —=|Vul? |Au|?.
V2T

Demonstragao. Veja Xie [10].

3. Equacao de Burgers em um Dominio Limitado

Nesta se¢ao mostraremos a existéncia da aproximagao de Galerkin em dimensao
finita, faremos algumas estimativas a priori para a Equagao de Burgers e finalmente
mostraremos existéncia e unicidade de solugdo em um dominio limitado. Aqui,
supomos que € é um dominio limitado em R3.

O teorema abaixo fornece condi¢es para a existéncia e unicidade de solugao
fraca para a Equacdo de Burgers em um dominio tridimensional limitado  C R3.

Teorema 2 (Existéncia e Unicidade de Solugao). Suponha que Q € um dominio

25672
limitado em R® e que ug € H} (Q). Seja T = 77T4 entdo existe uma unica
27 ‘VUO|

solucdo u € L? (O, T; H} (Q)) satisfazendo
ou

5 +u-Vu=Au em H ' (Q) e no sentido das distribuicées D' (0,T).

Tual?
Além disto, lir(r)l+ |Vu (t) — Vug| =0 e |[Vu(t)]> < [Verol 0<t<T.
t—

[t
T

A demonstragao deste teorema é desenvolvida nas quatro subsegdes a seguir.

3.1. Existéncia de Solugcao em Dimensao Finita

Nesta subsegao mostraremos a formulagao variacional para a equacgao:
ug+u-Vu=Au, u(0)=upeulgg=0

e a existéncia de solugao para a formulagao variacional em dimensao finita.
Aplicaremos o método de Galerkin.
Seja {p1, 2, @3, ...} uma base ortonormal de L? (£2), consistindo de autofungoes
do Laplaciano: A¢,, = —\,én; ¢n € HE (Q).
Para cada n define-se uma solugao aproximada w, (z,t) = Y i Cy; (¢) ¢ ()
A formulagédo variacional no espago V;, = {¢1, d2, ..., } é

d
E (una(bj) - (Aun7¢7) + (un . Vun7¢j) = O) V¢] € H& (Q) ) (31)
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Up (2,0) = uon, Vi=1,2,..,n (3.2)

onde ug, €é a projegao ortogonal de ug no espago V,,, isto é, o espago gerado por
{61, P2, 03, I} -

Isto é equivalente a um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de primeira
ordem nos coeficientes Cy (t), Cs (t) , ..., Cy (t) (observe que devido ao fato da base
de autofuncdes ser ortogonal em L? e H} os coeficientes C' ndo dependem da di-
mensao n). Tal sistema juntamente com a condigdo inicial (3.2) define, devido ao
Teorema de existéncia e unicidade de solug@ao de equagoes diferenciais ordindrias,
uma tUnica solugdo (veja Coddington & Levison [4]). A solucao obtida é local no
tempo sendo que as estimativas a priori permitirdo prolongar para t € (0,7T).

3.2. Estimativas a Priori

Seja u,, a n-ésima aproximacao de Galerkin e, por conveniéncia, ndo usaremos o
subscrito n. Fazendo o produto interno em L? (2) da equagao por v = —Au (o que
é possivel por causa da Observagao 1 pois Au € H}), obtemos

5 dt |Vu\ + |Au)® = (u- Vu, Au) . (3.3)

Desta equacao, utilizando Desigualdade de Young, Lema de Gronwall e Lema 2
obtemos as seguintes estimativas

|V’UJ‘2 |Vuo\2 fo |u| ds < by (¢ fo |Au| ds < \Zuolz _
EEONE
I Juel? ds < ba (8) e Ju(t) —uo| < /oo (E)VA,

onde as limitantes by (t) e b2 (f) sdo fungdes continuas em (¢, |Vugl) € [0,T) %[0, 00) ,
as quais sao independentes do subindice n e Q além disto T' é o nimero definido no
Teorema 2.

S|

3.3. Existéncia de Solugao em um Dominio Limitado

Integrando em ¢ a primeira estimativa em (3.4), tem-se

2
/qu |dt</ \/Vidt 1% \l/vuldt:2T|Vu02

Assim, u € L? (0,T; Hj (Q)) .
No sentido de passarmos o limite com n — oo na formulagao de Galerkin (3.1)
precisamos de uma convergéncia forte (por causa do termo w - Vu ) do tipo

u, — u em L*(0,T;L*(Q)) .
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Neste sentido vamos utilizar uma idéia semelhante a desenvolvida por Temam
[9] onde foi utilizada uma derivada fraciondria. Infelizmente ndo podemos utilizar
derivada comum pois lim;_,p fot |ut\2 ds = 00, e assim nao podemos garantir a li-
mitacdo de u; em L? (). Mas D;u pode ser definida para um v adequado como
veremos a seguir. Seja i, uma fungao de R em Hg () que é igual a u, em [0,T] e
zero no complemento deste intervalo, denotemos a transformada de Fourier de w,,
é denotada por « ,, quer-se mostrar que

o0
/ Ir[*7 |t (r)|? dr < constante, (3.5)
— 00
para algum ~ > 0 pois isto implica que u,, € H” (R, H}, L2) .

Para demonstrar (3.5) primeiramente observemos que (3.1) pode ser reescrita
como:

d ~ - ~
E (una (b]) = (Auna (bj) - (un Vg, (b]) + (u0n7 ¢]) do — (un (T) s ¢j) 6T7 (36)

para j = 1,2,...,n, sendo dy e I distribuicoes de Dirac, onde os funcionais dg e o1
em D (R) sdo dados por &y : C§° — R onde (do, v) = ¢ (0) e é7 : C§° — R onde

(0, ) = ¢ (T).
Aplicando a transformada de Fourier em (3.6) , obtém-se

2 (n, 05) = (Jor03) + (wons6) = (un (T), 6) 77 (3.7)

sendo ﬁn e fn a transformada de Fourier de u, e fn, respectivamente e ]?n =
(Aup; @) — (U, - Vuy; ¢;) sendo definida como zero fora do intervalo (0,7T).

Multiplicando a equagao (3.7) por én,j (t) (o qual denota a transformada de
Fourier de C,, ; que é o coeficiente da aproximacdo de Galerkin em dimensao finita)
e adicionando as equagoes resultantes para j = 1,2, ...,n, obtém-se

2irr [, (r)]* = <fnan> + (ton, Un) = (un (T) , Up) e 27" (3.8)
Tem-se,
T T % T 2 % T 9
fo |fn|H—1 dt < (f(] dt) (f(] |un|Hé dt) —|—f0 |un|Hé dt
T 3 T
=T (ﬁ) ‘“"ﬁ{(} dt) T fo ‘Unﬁ{é dt <C

pois u, ¢ limitado em L? (0,T; H{) .
Como f, € L' (0,T; H™') , entao fr€ L™ (0,T; H™1) , pois

~

fn (1)

< C/_ |e—2i7r7-t| |f ()| =1 dr:C/_ Lf(r)| -1 dr.

‘H—l
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Tem-se entao:

[eS) 0 o ﬁn r 1
/ r[27 [ ()2 drSC;;/ i (r)|2dr+C’4/ L?_H;Vdr

—oo —o0 —oo 1+ |7“|

~ 1
Assim temos que D]u,, € L? (R, L? (Q)) para 0 < v < 1 Portanto, podemos

utilizar o Teorema 1 e concluir que, para uma subsequéncia,
u,r —u em L? (0,75 L?) fortemente. (3.9)

No sentido de passar o limite em n na equagao (3.1) seja agora ¢ (t) € C'[0,T],
com 1 (T) = 0. Multiplicando (3.1) por ¢ e integrando de 0 a T', obtém-se

—/O (un,¥'v)dt —|—/0 (un~Vun,1pv)dt—|—/0 (V, Vob) dt = (uy, (0),2 (0) - v)

Portanto, no limite, tem-se:

_/0 (u,v)d/dt—i—/o (u~Vu,v)z/Jdt+/o (Vu, Vu) o dt = (ug,v) 1 (0) . (3.10)

Finalmente, prova-se que u satisfaz u (0) = ug. Para isto, da formulagao varia-
cional, multiplica-se a equagao

% (u,v) + (u - Vu,v) = (Au,v) , Yo € H}
por ¥ (t) e integra~se de 0 a T. Apds, integrando-se por partes e por comparacio
com (3.10), observa-se que (ug —u(0),v)9 (0) = 0 para cada v em H} e para
cada ¢ como definido anteriormente. Escolhe-se ¢ tal que ¥ (0) # 0. Portanto,
(u(0) —ug,v) =0, Vv eV oqueimplica que u (0) = ug.

No sentido de mostrar que Vu (t) — Vug fortemente quando ¢ — 07, primeira-
mente mostramos que Vu (t) — Vug fracamente em H{ (Q), isto é, para cada
@; € C§° (), fixo, temos que o termo

/Q (Vu (t) = Vug) Vo, (x) dv — 0

quando ¢t — 0.
|VU0|2

it
T

e, assim, tem-se que Vu (t) — Vug quando t — 07 fortemente.

Mas, como |Vu (t)]* < e fazendo t — 07, tem-se lim IVul® < [Vuel?
t—0
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3.4. Unicidade de Solucao

Suponha que u e v sejam solugoes da equagao de Burgers no sentido do Teorema 2.
Assim,

{ut—Au—i—u-Vu:O {vt—Av+U~VU:0 (3.11)
w(0) =up; ulpa =0 v(0) =wup; v|jega =0 ’
em H™1(Q)
Sejaw=u—ve
wy —Aw+u-Vu—v-Vo=0
{w(O)O (3.12)
Tem-se que
u-Vu—v-Vo=v-Vw+w-Vu (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.12) e fazendo o produto interno com Aw em L2,
tem-se
(wy, Aw) + (v - Vw, Aw) + (w - Vu, Aw) = (Aw, Aw) .
Entao,
1d
2dt
Usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Holder,

Vw|? 4+ |Aw|* = (v- Vw, Aw) + (w - Vu, Aw) . (3.14)

(v - Vw, Aw) + (w - Vu, Aw) < C; [ [Vw]® +e|Aw]* + C. [Vl |Vul* +¢ |Aw]* .
Usando a limitagdo dada acima em (3.14) e escolhendo € = 1, obtém-se
d 2 2 2 4
ZIVul < Clvul (o, +|vul') .
Devido a Desigualdade de Gronwall,
Vw () < exp [C (ol + IVul') (¢ = )] Ve ()] -
Fazendo t; — 0T,
IVw (£)? < exp [c (|v|§o + |W|4) t] 0=0,
o que implica que w (t) = 0, ou seja, a solucdo é unica.

4. A Equacao de Burgers em um Dominio nao
Limitado

Nesta segao vamos demonstrar a seguinte versao do Teorema 2 para a equagao de
Burgers em um dominio €2 nao limitado.
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Teorema 3 (Existéncia e Unicidade de Solugao). Suponha que Q é um dominio

25672 o L
7 entao existe uma unica

ndo limitado em R® e que ug € ﬁ& Q). Seja T = ——
27 |Vuyg|

solugio u com u (t) € HE () satisfazendo:
ou

Fn +u-Vu=Au,em H ' (Q) e no sentido das distribuicées D' (0,T),

2 o |Va|?

t?
1— =
T

Demonstragao. Devido ao Lema 1, dado ug € Iflol (), é possivel escolher u, o €
C§° () tais que |Vuy,0 — Vug| — 0 quando n — oo; [Vuy, o < [Vug|. Escolhemos
uma seqiiéncia de conjuntos abertos limitados {€2,,} tais que 1 C Qo C Q3 C ... e

lirgl+\Vu(t)—Vu0|:Oe |Vu (1) 0<t<T.
t—

o0
0= U Q,, com supp Upm,0 C Q.
m=1
De acordo com o Teorema 2, em cada €2,,, com dado inicial u,, ¢ encontramos uma

solugao u,, da equacao de Burgers. Definimos: w,, = u,, em €,, e Uy, =0 em
Qla,,

Observe que u,, ¢ a solugao da Equacao de Burgers em 2 com dado inicial wu,, o
definido como zero fora de €,,.

Tem-se
8;:1 + Uy - VU = ATy, onde Ty, (£) € HE () 5 t € (0,T) (4.15)
com

Vit 0|

hr(r)1+ |Vﬂm (t) - V’Ltm,0| =0e \Vﬂm (t)|2 < %
t—

1— —

T

(4.16)

Vamos construir uma seqiiéncia da seguinte forma.
Em ©; consideremos uma subseqiiéncia de (u,),, oy denotada por wi, w3, wj,...
que converge fraco em L? (0, T HJ (1)) N L> (0, T; L? (1)) .

: . PN 1 2 2 92
Em 5 consideramos uma subseqiiéncia de (wn)n y denotada por wy, w3, w3,...

que converge fraco em L? (0,T; Hg (Q2)) N L> (0,T; L* (Q)) .

Em geral, em (2, consideremos uma subseqtiéncia de (w,’l”_l)n N denotada por

wi, wh, wi, ... que converge fraco em L2 (0,T; H} () N L% (0,75 L2 (1)) -
A seqiiéncia (w%, w3, w3, ) que simplificadamente denotamos por (wi,ws, ...)
tem a propriedade de que para qualquer ; dado e VI < T convergir fracamente
para w em L? (0,T"; H} (0)) -
Além disso, o limite w satisfaz
|VU0|2
t

1— =
T

2

lirgl+ [Vw (t) — Vug| =0 e |Vw (t)|]” <
t—
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No sentido de obtermos uma solucao fraca, considere ¢ € C§° (Qy,);
¢ € C§ (U, x [0,T]) e definindo ¢ = 0 em O\ Qyy,, tem-se:

T/
/ / (iwn + w, - Vw, — Awn) ¢dxdt =0, (4.17)

Vn>meO0<T <T.
Passando o limite com n — oo em (4.17), obtemos que

T d T d
/ / (wn + w,, - Vw,, — Awn) ¢dxdt — / / (w +w - Vw — Aw) ¢dxdt.
o Jo \dt o Jao \dt

Assim,
T’ d
/ /(—w—i—quw—Aw)cﬁdwdtzO

Vo € C§° (Um), ¢ € Cf (U x [0,T1) .
Portanto,
d
Ew—l—w-Vw—Aw:() (4.18)
em H~!(Q) e no sentido das distribuigoes D’ (0,T').
A prova para a condigdo inicial |Vw (t) — Vug| — 0 quando ¢ — 0T para
dominios nao limitados é feita de forma semelhante ao caso de dominio limitado, com
|V’U,0|2

/ t
1— =
T

|Vuo|*. Assim para mostrar que Vw (£) — Vug fortemente em L2 () quando t —
0% precisamos mostrar que Vw (t) — Vug fracamente em L? (). A demonstracao
é totalmente similar a feita para o caso limitado, sendo que a diferenca reside em
que [, V (wy (0) —ug) - Va;dz — 0 quando n — oc.

pequenas diferencas, ou seja, como |V (£)|* < entao lim+ sup |Vw ()]* <
t—0
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Abstract. In this work we prove the existence and uniqueness of weak solutions of
the vector Burgers equation in arbitrary three dimensional domains. The assump-
tion about the spatial domain is that it should be an open set. The underlying es-

timates for these results are proved using a elliptic-Sobolev type inequality present
at the preliminaries.
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