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Resumo. Neste trabalho consideramos a seguinte generalizacdo de grafos split:
Um grafo G é um grafo-(k,1) se seu conjunto de vértices pode ser particionado em
k conjuntos independentes e [ cliques (uma clique é um subgrafo completo nao ne-
cessariamente maximal). Portanto, os grafos-(k,!) sdo uma generalizagao dos grafos
split, que correspondem aos grafos-(1,1). Grafos split podem ser eficientemente
reconhecidos [4]. Além disso, os problemas cldssicos de otimizagdo combinatéria
s8o também resolvidos eficientemente nessa classe. Na verdade, nosso resultado
principal é uma caracterizacao de grafos cordais-(k,[). Também apresentamos um
algoritmo para reconhecer grafos cordais-(k,!) cuja complexidade ¢ O(n(m + n)).
Quando k =1 = 1, nosso algoritmo possui complexidade O(m + n).

Em particular, obtivemos um algoritmo mais simples e eficiente apra reconhecer

grafos split, do qual torna-se facil derivar a conhecida caracterizagdo de grafos split
por subgrafos proibidos.

1. Introducgao

Um grafo G é um grafo-(k,1) [1] se seus vértices podem ser particionados em k
conjuntos independentes e ! cliques. (Uma clique é um subgrafo completo ndo ne-
cessariamente maximal.) Portanto, os grafos-(k, 1) sdo uma generalizagio dos grafos
split [7], que correspondem aos grafos-(1,1). Grafos split podem ser eficientemente
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reconhecidos [7]. Além disso, os problemas cldssicos de otimizagdo combinatdria
sao também resolvidos eficientemente nessa classe. Quando & > 1 oul > 1, os
grafos-(k,l) ndo sdo em geral cordais. (Um grafo é dito cordal se nao possui Cj,
um ciclo de k vértices sem cordas, para k > 4, como subgrafo induzido.) Em [2],
algoritmos polinomiais de reconhecimento para as classes (2, 1), (1,2) e (2,2) foram
propostos. Feder et al. [3] também propuseram algoritmos polinomiais de reconheci-
mento para essas classes, que surgiram como sub-produto de algoritmos de partigao
em subgrafos densos e esparsos. Por outro lado, sabe-se que reconhecer grafos-(k, )
para k > 3 ou |l > 3 é NP-completo [1]. (Por exemplo, a classe dos grafos-(k, 0)
corresponde ao problema de reconhecer se um dado grafo é k-colorivel.).

Neste trabalho apresentamos uma caracterizagao para a classe dos grafos cordais-
(k,1), assim como um algoritmo polinomial para o reconhecimento desta classe de
grafos. Mais especificamente, provamos que um grafo cordal é um grafo-(k,1) se,
e somente se, ndo contém [ + 1 cépias independentes de Ki11. (Um conjunto de
subgrafos é independente se eles sao disjuntos e dois a dois nao adjacentes, i.e., nao
ligados por nenhuma aresta. A notacdo K, designa uma clique com r vértices.)

Um caso especial deste resultado para grafos cordais-(2, 1) foi inicialmente trata-
do em [5].

Uma forma alternativa de enunciar nosso resultado baseia-se no seguinte fato: o
ntimero méximo de K s independentes num grafo cordal é igual ao nimero minimo
de cliques necessérias para tocar todos os Ks de G. Em outras palavras, se de-
notarmos por f(G,r) o nimero miximo de cépias independentes de K|.s em G, e
por g(G,r) o niimero minimo de cliques que interceptam todos os K's de G, entao
podemos mostrar que para um grafo cordal f(G,r) = g(G,r). (Observe que quando
r =1, f(G,r) é o nimero de independéncia de G, e g(G,r) é o ntimero de cobertura
por cliques de G.). Nosso algoritmo de tempo O(n(m+n)) identifica f(G,r) cdpias
independentes de K|s e o mesmo numero de cliques que interceptam todos os K/s.
Nosso algoritmo de reconhecimento na verdade encontra o menor valor de [ para o
qual G é um grafo-(k,1). O algoritmo se torna mais eficiente quando k = 1, i.e.,
quando procuramos uma parti¢do do grafo em um conjunto independente e um con-
junto de cliques. Quando ambos k e [ sao iguais a um, especializamos o algoritmo
para gerar um algoritmo mais simples e eficiente para grafos split. (Observe que
neste caso nés nao precisamos da restri¢ao de grafo cordais.)

Seja G um grafo. Se 5,5’ C V(G), denotamos por Ng(S’) a vizinhanga de S’
em S, i.e., o conjunto de vértices de S que estao em S’ ou que sao adjacentes a
algum vértice de S’. Além disso, se Ng(S’) # (), entdo nds dizemos que S e S’ sao
adjacentes.

Escreveremos Ng(v) ao invés de Ng({v}), observe que esta vizinhanca de v em
S contém v se v € S.

2. Teoremas

Nesta se¢do apresentamos nossa caracterizacao de grafos cordais-(k,[) em termos
de subgrafos proibidos. Os seguintes lemas serdo 1teis:
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Lema 1. Sejam C e C' duas cliques (adjacentes ou nao) num grafo cordal G. Entao
algum vértice de C' € adjacente a todos os vértices de No(C').

Prova. Devemos provar que, na verdade, os vizinhos de C’ em C sao linearmente
ordenados por inclusdo. Suponha que dois vértices distintos vy, v2 € C’ tem vizinhos
incomparéveis em C, i.e., nenhum dos conjuntos N (v1), Ne(ve) contém o outro.
Entao existem dois vértices distintos uy,us € C tal que u; é adjacente a v; mas
nao o é a v9, e uy ¢ adjacente a vo mas nao o é a vi. Isto é impossivel, ja que
U1, Ug, V2, v induziriam um ciclo de tamanho 4 sem corda, como mostra a Figura
1. O lema segue considerando o vértice v € C’' com N¢(v) méximo.

Figura 1: Exemplo para o Lema 1

Lema 2. Sejam C e K duas cliques disjuntas (adjacentes ou ndo) de um grafo
cordal G. Entao existe uma cliqgue C' com a sequinte propriedade: C' intercepta K,
e também intercepta todas as cliques adjacentes a K que sao interceptadas por C.

Prova. Seja L = N¢(K). Pelo Lema 1 algum vértice de K é adjacente a todos
os vértices de L, e portanto pode ser adicionado a L para obtermos uma clique
que intercepta K, assim como todas as cliques de GG interceptadas por L. Considere
agora uma clique K’ de G que intercepta C mas é disjunta de L. Segue, da defini¢do
de L, que tal clique nao intercepta K. Precisamos considerar tal K’ se ele contiver
um vértice a adjacente a algum vértice de K. Denote por A o conjunto de tais
vértices, i.e., vértices que sao adjacentes a K e pertencem a alguma clique que
intercepta C' mas nao L. Afirmamos que cada a € A é adjacente a todos os vértices
de L. Na verdade, se b € L nao é adjacente a a, entao existem vértices ¢ €
C\L,es,te K (possivelmente s = t) tal que , b,¢,a,s,t,b é um ciclo sem corda.
Similarmente, provamos que A é uma clique, i.e., para quaisquer a,a’ € A, a e d
sao adjacentes em G. Caso contrério, existem vértices ¢,¢’ € C'\ L (possivelmente
c=c),es,s € K (possivelmente s = ¢), tal que a,c,c',a’,s',s'a é um ciclo sem
corda. Logo, o conjunto L U A induz uma clique, e Lema 1 garante que existe um
vértice u € K adjacente a todos os vértices de L U A. Agora, a clique induzida por
LU AUu intercepta K e, por definicdo de A, intercepta, também, todas as cliques
interceptadas por V que sao adjacentes a K.
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Observe que o lema acima também é vélido quando C' e K nao sao disjuntos
(com C" = C).

Lema 3. Sejam C1,Cy,...,C, uma colegcdo de cliques duas a duas adjacentes
num grafo cordal G. Entdo existe uma clique C em G que intercepta cada Cy,i =
1,2,...,p.

Prova. O resultado segue facilmente quando p < 2. Assuma agora que p > 2. Por
indugao, existe uma clique C' que intercepta C; para cada i € {1,...,p—1}. Se C
intercepta Cp, nada resta provar. Caso contrério, aplique o Lema 2 a C e C,.

Uma condicao simples e necessaria para que um grafo G seja um grafo-(k,[) é
que ele nao contenha [ 4+ 1 cépias independentes de Kiy1. Na verdade, considere
qualquer parti¢ao de G em k conjuntos independentes e [ cliques. Qualquer Kj1
em G teria de conter um vértice de uma das cliques na particao, e portanto, dentre
as (I + 1) cépias dos Kj11, duas delas deveriam interceptar a mesma clique, e logo
possuiriam uma aresta ligando-as (o que significa que nao eram independentes.)
Verifica-se que para grafos cordais a condigdo acima é também suficiente. (Observe
que a condi¢ao diz apenas que (I + 1)Ki4+1 nao é um subgrafo induzido de G.)
Derivamos este fato do seguinte resultado:

Teorema 1. Seja G um grafo cordal, e seja v > 1 um inteiro. Entao f(G,r) =

g(G, ).

E claro que f (G,r) < g(G,r) para qualquer G e qualquer r > 1. Para provarmos
a igualdade para grafos cordais, vamos proceder como segue.

Seja G um grafo. Vamos definir K" (G) como o grafo com um vértice correspon-
dendo a cada K, em G, e dois vértices adjacentes em K" (G) se, e somente se, 0s
K,’s correspondentes nao sao independentes em G.

Lema 4. Para qualquer grafo G, f(G,r) é o nimero de independéncia de K" (QG).
Para um grafo cordal G, g(G,r) é o nimero de cobertura por cliques de K" (G).

Prova. A primeira sentenca é ébvia. A segunda segue da observacdo de que
podemos modificar qualquer cobertura por clique C' de K" (G), para construir uma
colegdo de (com o mesmo nimero) cliques que interceptam todos os K,’s de G,
aplicando o Lema 3 a cada clique em C.

Lema 5. Se G € cordal entao K" (G) também o é.

Prova. Assuma que Wy, Wa, ..., W,, W1, (¢ > 4) é um ciclo sem cordas em K" (G).
Isto significa que W; e W; sao consecutivos no ciclo se, e somente se, os K,’s
correspondentes em G sao adjacentes. Considere uma sequéncia S de vértices de
G, S = (u1, w1, u, wa,. .., uq w,y) (Indices sdo tomados circularmente no intervalo
1...9). E claro que se i e j nao sao indices consecutivos, entao os subconjuntos
{ui, w;} e {u;,w;} ndo sdo adjacentes. Ocasionalmente, pode ocorrer u; = w; ou
w; = u;4+1 para algum ¢, mas estas igualdades nao podem ocorrer simultaneamente.
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Isto significa que todo vértice ocorrendo em S aparece no maximo duas vezes, e duas
ocorréncias de um mesmo vértice usam, necessariamente, posicoes consecutivas em
S. Estas observacoes mostram que podemos construir um ciclo Cy em G a partir
de S removendo ocorréncias repetidas de vértices. Esta construcao assegura que
pelo menos um vértice de {u;, w;} é escolhido para todo i € {1,...,q}. Logo, Cy
contém pelo menos 4 vértices. Além disso, Cy é claramente um ciclo sem corda,
uma contradicao.

O Teorema 1 segue naturalmente dos Lemas 4 e 5.

Prova do Teorema 1. Pelo Lema 5 K"(G) é cordal, e logo perfeito. Portanto, o
ntimero de independéncia de K"(G) é igual a ntimero de cobertura por cliques. O
Lema 4 completa a prova.

A caracterizagao de grafos cordais-(k, [) por subgrafos proibidos segue como uma
consequéncia do teorema anterior.

Teorema 2. Um grafo cordal é um grafo-(k,l) se, e somente se, nio contém (I +
1)Kk41 como um subgrafo proibido.

Prova. Mostramos que um grafo cordal-(k, 1) ndo pode conter | + 1 cdpias inde-
pendentes de K1, i.e., ndo pode conter (I + 1)Kj+1 como um subgrafo proibido.
Por outro lado, o Teorema 1 implica que se um grafo cordal G nao contém [ + 1
cépias independentes de K11, entdo g(G,k + 1) < I. Isto significa que G contém
I cliques cuja remogao deixa um subgrafo G’ sem Kji;. Como G é perfeito, G’
é K-colorivel, portanto G admite uma particao em k conjuntos independentes e [
cliques.

3. Os Algoritmos

Como k e [ sdo fixos, existe um ndmero polinomial de subgrafos de G com (I +
1)(k + 1) vértices, e portanto o Teorema 1 nos fornece um algoritmo polinomial
para reconhecer grafos cordais-(k,!). Existem, contudo, algoritmos mais eficientes.
O algoritmo que apresentamos aqui possui complexidade O(n(m+n)) e nos fornece
uma segunda prova para o Teorema 1.

Inicialmente revisamos o algoritmo padrao de coloracao para grafos cordais.
(Observe que testar a existéncia de uma k-coloragido é equivalente a reconhecer
grafos-(k,0).) Suponha que os vértices de G obedecem a um esquema de eliminacao
perfeita (EEP) 1,2,...,n [7]. O Algoritmo Guloso Reverso procede na ordem n,n—
1,...,1, associando a cada vértice a menor cor disponivel. Em outra palavras, para
colorir G com as cores s1, Sa, . . ., colorimos o vértice n com a cor s1, e tendo colorido
os vértices n,n — 1,...,i + 1, colorimos o vértice ¢ com a cor sg onde d é o menor
indice tal que nenhum vizinho de ¢ dentre ¢ + 1,7 + 2,...,n foi colorido com a cor
sq. Observe que até este ponto, ¢ faz parte de um Ky, j4 que i tem um vizinho de
cada uma das cores s1, S9, ..., S4—1, que sdo mutualmente adjacentes. (Quaisquer
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dois vizinhos de i dentre ¢ + 1,7 + 2,...,n sao adjacentes, ja que 1,2,...,n é um
EEP.) Segue que o Algoritmo Guloso Reverso fornece, em tempo O(m + n), uma
coloragao minima e uma clique maxima.

Estamos prontos para descrever nosso algoritmo. Seja k > 0 um inteiro. O
algoritmo encontra o menor valor de ! (possivelmente | = 0) para o qual G é um
grafo-(k,1). Estaremos colorindo os vértices do grafo cordal de entrada G com as
cores Si1,82,...,8k € C1,Ca,...,¢. Através da execugdo do algoritmo, os vértices
coloridos com a cor sg formardo um conjunto independente, e os vértices coloridos
com a cor ¢, formardo uma clique. Denotaremos por .S; o conjunto que consiste de
i, e mais todos os vértices dentre 1,2,...,7 — 1 coloridos com s1, S9, ..., Sk.

O seguinte fato é facilmente obtido das defini¢oes, usando as propriedades do
esquema de eliminacao perfeita:

Lema 6. Se o vértice i € adjacente ao primeiro vértice j colorido com a cor ¢, €
j <1, entao i € adjacente a todos os vértices x < i coloridos com a cor c,.

Este Lema nos permitira facilmente testar se um dado vértice ¢ pode ser adi-
cionado ou nao a clique formada pelos vértices coloridos com a cor c,.

Algoritmo para Reconhecer Grafos Cordais-(k,[)

Assuma que G é um grafo cordal com um esquema eliminacao perfeita 1,2, ..., n.

e Colora o vértice 1 com a cor s;

e Tendo colorido os vértices 1,2,...,7 — 1 sem usar a cor c¢y:

— remova as coresde 1,2,...,i—1 ecolora 1,2,...,7 com as cores S, Sg, ...,
s (usando o Algoritmo Guloso Reverso), se possivel, ou

— mantenha a coloragao dos vértices 1,2,...,7— 1, e colora ¢ com a cor c;.
e Tendo colorido os vértices 1,2,...,7 — 1 e tendo usado as cores c1,¢a, ..., Cq:

— colora ¢ com a cor ¢y, onde b < a é o menor indice tal que 7 é adjacente
ao primeiro vértice colorido com a cor ¢, se tal indice existe, ou

— remova as cores dos vértices de S; \ i e colora S; com as cores sy, Sa,. ..,
s (usando o Algoritmo Guloso Reverso), se possivel, ou

— mantenha a coloracao de 1,2,...,7 — 1, e colora ¢ com a cor cq41-

No algoritmo acima, [ é o maior valor de a tal que existe um vértice colorido c,,
ou | = 0 se todos os vértices estao coloridos com as cores $1, 82, ..., Sk.

Como o funcionamento do algoritmo é dominado por no maximo n aplicagoes
do Algoritmo Guloso Reverso, segue que o tempo de execugao é O(n(m + n)).
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Proposicao 1. Se o algoritmo usa a cor c,, entdo G contém um pKj1 como
subgrafo induzido.

Prova. Seja v, o primeiro vértice (no EEP) colorido com a cor ¢,. O subgrafo de G
induzido por S,, 1 é k-colorivel, mas nosso algoritmo achou impossivel adicionar v,
de forma que S,,, continuasse k-colorivel. Logo existe um subgrafo isomorfo a K41
contendo v, e alguns k vértices de S,,_1. Resta apenas mostrar que os subgrafos
X1,Xs,...,X, sdo independentes. Suponha que um vértice z do subgrafo X, seja
adjacente ou igual a um vértice ' de um subgrafo X,/. Assuma que a < a'.

Se 2/ < x, entdao devido ao fato de que z’ é adjacente ou igual a v,/, concluimos
que z é adjacente ou igual a v,. Agora v, e v, devem ser adjacentes, ja que = < v,
e x < vy . Isto significa que v, € adjacente ao primeiro vértice colorido por ¢,
contradizendo o fato de que nosso algoritmo pode colorir v,/ com a cor c,.

Se ' > x, entdo x é adjacente ou igual a v, por um argumento similar. Se
7' < v, entao v, e v, devem ser adjacentes e v, deveria ter sido colorido com a
cor c¢g, como no caso anterior. Por outro lado, se #' > v,, entdo z’ é adjacente
ao primeiro vértice colorido com a cor ¢,. Portanto, nosso algoritmo deveria ter
colorido x’ com a cor ¢,, contradizendo o fato dele ter sido colorido com alguma cor
ca ( no caso de x ser um elemento de S, ,,_1) ou com a cor ¢y (no caso =’ = vyr.)

Corolario 1. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:

1 - O algoritmo particiona G em k conjuntos independentes e [ cliques;
2 - O grafo G é um grafo-(k,[);
3 - O grafo G nao contém (I + 1)K}; como subgrafo induzido.

Prova: Asimplicagdes 1 = 2 e 2 = 3 sdo ébvias, e a Proposicao 1 prova que 3 = 1.

Observe que a equivaléncia entre 1 e 2 prova a corretude do algoritmo, enquanto
que a equivaléncia entre 1 e 3 nos fornece uma segunda prova do Teorema 2.

Encerramos esta segao observando que o algoritmo encontra, para qualquer k e

para qualquer grafo cordal G, o menor valor [ tal que G é um grafo-(k,1).

4. O Caso de um Conjunto Independente, Enfati-
zando Grafos Split

Quando k£ = 1, podemos de alguma forma simplificar o algoritmo, j& que nao pre-
cisamos do Algoritmo Guloso Reverso para testar se um vértice pode ser adicionado
a um conjunto independente, mantendo a propriedade de independéncia.

Algoritmo para Reconhecer Grafos Cordais-(1,1)

Assuma que G é um grafo cordal com um EEP 1,2,... n.
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Colora o vértice 1 com a cor sy,

e ¢ continue colorindo os vértices ¢ = 2,3, ... com a cor s;enquanto for possivel
(i ndo tem aresta para 1,2,...,i — 1),

e entao colora o primeiro j que nao pode ser colorido com a cor c;.

Tendo colorido os vértices 1,2,...,7 — 1 usando as cores $1,¢1,Ca, ..., Cq,

— colora i com a cor ¢y, onde b < a é o primeiro indice tal que ¢ é adjacente
ao primeiro vértice colorido com a cor ¢, se tal indice existir, ou

— colora i com a cor s; se i é nao adjacente a todos os vértices coloridos
com a cor §1, ou

— colora ¢ com a cor cq41.

E claro que este algoritmo pode ser implementado em tempo O(m + n).

A situacdo é mais simples quando £ = [ = 1, e neste caso nao precisamos
explicitamente assumir cordalidade. (Grafos split sdo automaticamente cordais.)
Como grafo split sao de grande interesse [7, 4], nds alteramos o algoritmo uma vez
mais, de forma a reconhecer grafos split:

Algoritmo para Reconhecer Grafos Split

Seja G um grafo qualquer.

e Encontre um EEP 1,2,...,n de G [7].

e Colora 1 com a cor s, e continue colorindo ¢ = 2,3, ... com a cor s enquanto for
possivel (i é ndo adjacente aos vértices ja coloridos), entdo colora o préximo
vértice j com a cor c.

e Se todos os vértices 1,2, ...,i—1 tiverem sido coloridos, e ambas as cores s e ¢
j4 tiverem sido usadas, entao colora i com a cor c se for adjacente ao primeiro
vértice j colorido com a cor ¢; caso contrario, colora i com a cor s se for nao
adjacente a todos os vértices ja coloridos com a cor s.

Se o algoritmo falhar devido a nao existéncia de um EEP, entao o algoritmo
dado em [7] exibe um subgrafo induzido isomorfo a um Cy, Cs, ou Cy, k > 6. Se ele
falhar colorindo todos os vértices, entao de acordo com a Proposigao 1, G contém
um subgrafo induzido isomorfo a um 2K5. Apresentamos abaixo um pequena versao
da prova, que serd usada numa generalizagao mais abaixo.

Se, num certo momento, um vértice ¢ nao pode ser colorido com a cor s ou com
a cor ¢, entao ele é nao adjacente ao primeiro vértice j colorido com a cor ¢, e é
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adjacente a algum vértice k que foi anteriormente colorido com a cor s. Afirmamos
que j e k nao podem ser adjacentes. Se k < j, segue das propriedades de EEP. Se
k > j, entao se k fosse adjacente a j o algoritmo teria colorido com a cor c.

O vértice j foi colorido com a cor ¢, porque ele era adjacente a um vértice [
previamente colorido com a cor s. Como | < j < i, e i,j sao nao adjacentes, [ deve
ser ndo adjacente a i. Além disso, os vértices k,l s@o nado adjacentes, ji que eles
foram ambos coloridos com a cor s. Portanto, 1, j, k, [ formam um subgrafo induzido
isomorfo a um 2K, em G.

Como cada C, k > 6 também contém um subgrafo induzido isomorfo a um 2K,
obtivemos a seguinte caracterizagao j& conhecida de grafos split [7]:

Corolario 2. Um grafo G € um grafo split se, e somente se, nao contém 2Ky, Cy
ou Cs como subgrafos induzidos.
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