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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma nova abordagem para solugao da
equagao de transporte linear dependente do tempo em dominios unidimensionais
ilimitados, combinando o método espectral e o método LTSn. Para tanto, usando
a idéia do método espectral, expandimos o fluxo angular numa série truncada de
polinémios de Laguerre na variavel temporal, tomamos momentos, obtendo, assim,
um conjunto de problemas estaciondrios de transporte, que sao resolvidos recurssi-
vamente pelo método LTSn. Resultados numéricos sao apresentados.

1. Introducao

Recentemente, Oliveira [1] propos uma nova abordagem para resolver problemas
unidimencionais de transporte com dependéncia temporal, combinando os métodos
espectral [2] e LTSy [3]. Essa formulac@o tem sido aplicada com sucesso na solugao
de problemas de transporte dependentes do tempo em dominios limitados, tanto
lineares [4, 5], quanto néo lineares [6, 7]. Neste trabalho, propomos estender essa
formulagao a solugao de problemas transientes de transporte em dominios unidi-
mencionais ilimitados.

Com o objetivo de apresentar as idéias propostas, consideremos o problema
transiente monoenergético de ordenadas discretas em uma dimensao espacial, com
espalhamento isotrépico, numa placa, descrito pelas equagoes Sy

B B e Y
@‘I’” (z,1) + Mn%\pn (z,t) + U, (2,t) = 3 kz_lwkqfk (,1) , (1.1)

U, (0,t) =1, se n=1,..,

N
5 (1.2)
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lim U, (z,t) =0 (1.3)
Tr—00
e
¥, (z,t) =0, para t <0, (1.4)

onde VU, (z,t) denota o fluxo de néutrons na posigdo z, na diregao discreta fi,, no
instante t. Aqui, as diregoes discretas p,, ordenadas de forma decrescente e os
coeficientes w,, com n = 1,2, ..., N, sao, respectivamente, as raizes e os pesos da
quadratura de Gauss-Legendre.

2. O Método Espectral

Para resolver o problema descrito pelas equages (1.1 — 1.3), inicialmente fazemos
uso do método espectral. Para isso, expandimos o fluxo angular discreto ¥,, (x,t) em
uma série truncada de polindémios de Laguerre [8] na varidvel ¢, que sdo ortonormais
em relagao a fungao peso e~ ! sobre o intervalo [0, +00), isto é,

M
U, (2,t) = YWk (2) Ly (1) (2.1)
k=0
tal que
too 1, se k=m
/0 e~ Ly (£) Lom (1) dt:{ A (2.2)

onde L (z) denota o polindémio de Laguerre de grau k, k =0,1,..., M.

Substituindo a aproximacao dada pela equagao (2.1) nas equagoes (1.1 — 1.3),
multiplicando as equagdes resultantes por e ‘L, (t) e, em seguida, integrando o
resultado em 0 < t < 400, fazendo uso das propriedades de ortogonalidade dos
polinémios de Laguerre, obtemos:

N m—1
d c .

— g 2™ = - g — v 2.
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N
U™ (0) =m0, para n = 1,...,?, (2.4)
e

lim ¥ (z) =0, (2.5)

r—00

onde 6, o denota o delta de Kronecker. Cabe enfatizar que, na obtengao da equagao
(2.3), fizemos uso da expressdo resultante da substituicio da expansdo (2.1) na
equagdo (1.4), utilizando procedimento andlogo ao usado em [1, 4, 5].

Portanto, uma vez determinada cada componente ¥ (x), param = 0,1, ..., M,
no problema diferencial (2.3 — 2.5), o fluxo angular discreto fica completamente
estabelecido pela equagao (2.1).
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3. O Método LTSy

Basicamente, esse método consiste em aplicar a transformada de Laplace nas equa-
¢oes Sy, resolver o sistema algébrico resultante da aplicagdo da transformada de
Laplace e inverter analiticamente o fluxo angular transformado. Maiores detalhes
sobre o método LTSy, podem ser obtidos no artigo de Segatto e Vilhena [3].
Assim, aplicando a transformada de Laplace na equacao (2.3) com relagao a
variavel espacial x, obtemos, para cada m = 0,1, ..., M, a equacao matricial

m—1
(sI — A) Uy (8) = Uy, (0) = U™ YT (s) (3.1)
=0

onde [ representa a matriz identidade de ordem N e U denota a matriz diagonal
tendo como elementos as raizes p,. Os elementos da matriz A sdo

e c——,sei=]
Q.5 = %)'u,i i . (32)
e, sei#j
24

Enquanto que, U, (s) e ¥,, (0) denotam, respectivamente, os vetores

U, (s) = |U) (s) Uy (5) ... Un(s) ! (3.3)

W, (0) = [WF(0) W5 (0) ... Wi (0)]" . (3.4)

Na resolugéo da equagao matricial (3.1), utilizamos o processo de diagonalizagao da
matriz A apresentado em [3],

A=VDV~!, (3.5)

onde V e D sao, respectivamente, as matrizes dos autovetores e autovalores de A.
E, em seguida, aplicamos a transformada inversa de Laplace na equagao resultante.
Desta forma, utilizando a condi¢ao de contorno dada pela equagio (2.4), obtemos
a seguinte expressao recursiva para os momentos do fluxo angular discreto,

U () = v (n, i) e?®®

,MZ
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.o m—1 T
Rk (z,J)Z/ ATk (7 dr b (3.6)
Hj b0 70

j=1

sendo d (i), v (i,7) e v=1 (i, 7), respectivamente, os elementos das matrizes D, V e
V=1, Aqui os autovalores d (i) estdo ordenados de forma ascendente.
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Analisando a estrutura da equagéo (3.6) e considerando a equagao (2.5), percebe-
se que os coeficientes das funces eV* para i = (% + 1) s ..., IV, devem ser nulos.
Entao, concluimos que o fluxo angular discreto, U7 (), tem por solugao a seguinte

forma fechada,
N
B

U (x) = (Z e (4,7) x,y—?) e, (3.7)

i=1 \y=0

onde os elementos ¢! (i,7) sdo construidos recursivamente, para os indices m,
através da relagao

@ (8,0) = v (n,1) ZNI [v‘l (i,5) + o7 (w + g) Wiy (0)} (38)
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N
R

cada m, através da solucao do seguinte conjunto de equacgoes lineares

para m # 0. As incégnitas \I'j”jrﬂ (0), para j = 1,2,. sao determinadas, para
2
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Z%: {”1 (i,5) + o7 <ZJ + J;) i x (0)} =0, (3.12)

com ¢ = (%—l—l),...,N, param =0, e
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Finalmente, determinados os coeficientes \Ilyj_ ~ (0) no sistema de equagoes (3.12—
2

3.13) e, entdo, os coeficientes ¢ (i,7v) nas equagodes (3.8 — 3.11), o fluxo angular
discreto fica completamente estabelecido pelas equagoes (2.1) e (3.7).

4. Resultados Numeéricos e Conclusoes

Com o objetivo de testar o método proposto, sob o ponto de vista da modelagem
computacional, consideramos o problema descrito pelas equagoes (1.1 — 1.4). Na
Tabela 1 apresentamos os resultados das simulagoes numéricas para o fluxo escalar
descrito por

= an\ll (z,t)

emx=0,t=10,c=0.1, N=2,4,6 ¢ 8 e M variando de 0 a 18. Enquanto que,
na Tabela 2, apresentamos os valores para o fluxo escalar em ¢ = 8.0, considerando
c=01,  N=8,2=5,6,7¢8, e M variando de 0 a 18.

Na Tabela 1 pode-se observar a convergéncia numérica do método, tanto com a
variagdo de M (ordem da aproximacao em polindémios de Laguerre) quanto com a
variagdo de N (ordem da quadratura de Gauss-Legendre).
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N =2 N=14 N=6 N =8
1.012822 | 1.012822 | 1.012822 | 1.012822
1.012822 | 1.012822 | 1.012822 | 1.012822
1.014424 | 1.014424 | 1.014424 | 1.014424
1.015464 | 1.015464 | 1.015464 | 1.015464
1.015938 | 1.015938 | 1.015938 | 1.015938
1.016111 | 1.016111 | 1.016111 | 1.016111
1.016157 | 1.016157 | 1.016157 | 1.016157
1.016161 | 1.016161 | 1.016161 | 1.016161
1.016154 | 1.016154 | 1.016154 | 1.016154
1.016148 | 1.016148 | 1.016148 | 1.016148
10 | 1.016144 | 1.016144 | 1.016144 | 1.016144
11 | 1.016141 | 1.016141 | 1.016141 | 1.016141
12 | 1.016140 | 1.016140 | 1.016140 | 1.016140
13 | 1.016140 | 1.016140 | 1.016140 | 1.016140
14 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139
15 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139
16 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139
17 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139
18 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139 | 1.016139

W W ao T W O

Tabela 1: Fluxo escalar em = = 0, no instante t = 1.0, ¢ = 0.1.

Convém salientar que nenhuma aproximagao foi feita no processo de obtengao
da solucao, exceto pelo truncamento da expansao em polinémios de Laguerre na
varidavel temporal. Com facilidade esta formulacao pode ser adequada para re-
solver outros problemas, tais como: problemas anisotrépicos (pois esta metodologia
nao altera a estrutura do nicleo de espalhamento), problemas com outros tipos de
condigoes de contorno e iniciais.

Ademais, o esforco computacional dispensado na obtencao dos resultados numé-
ricos é infimo. Isso se deve, em parte, ao fato de termos calculado analiticamente a
integral de convolucao proveniente da aplicagao da transformada de Laplace inversa
na equagao matricial (3.1). Para a ordem de quadratura N = 8 e a aproximagcao em
polinémios de Laguerre M = 18, os valores numéricos foram gerados em 2.19s. As
simulagbes numéricas foram realizadas em um computador Pentium III - 450MHz,
com 64MB de memoéria RAM.
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7.058294E-05
1.756194E-03
6.339704E-03
7.195742E-03
7.640165E-03
7.651385E-03
7.781496E-03
7.791235E-03
7.785852E-03
7.796911E-03
7.800231E-03
7.797908E-03
7.797155E-03
7.797675E-03
7.797807E-03
7.797550E-03
7.797363E-03
7.797332E-03
7.797345E-03

1.369089E-05
4.001721E-04
1.741232E-03
2.211224E-03
2.291025E-03
2.341734E-03
2.388237E-03
2.388543E-03
2.396551E-03
2.402772E-03
2.403295E-03
2.403622E-03
2.404500E-03
2.404915E-03
2.404941E-03
2.404953E-03
2.405012E-03
2.405054E-03
2.405064E-03

2.706326E-06
9.077994E-05
4.620548E-04
6.507256E-04
6.446690E-04
6.688867E-04
6.750379E-04
6.740498E-04
6.774742E-04
6.781062E-04
6.778662E-04
6.781963E-04
6.784306E-04
6.784277TE-04
6.784158E-04
6.784443E-04
6.784661E-04
6.784692E-04
6.784675E-04

5.430273E-07
2.054662E-05
1.197059E-04
1.853569E-04
1.726433E-04
1.799629E-04
1.776835E-04
1.771983E-04
1.776961E-04
1.772208E-04
1.770812E-04
1.771419E-04
1.771037E-04
1.770563E-04
1.770510E-04
1.770545E-04
1.770508E-04
1.770464E-04
1.770451E-04
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Tabela 2: Fluxo escalar no instante t = 8.0, c=0.1e N = 8.

Abstract. In this work we report a solution for the time-dependent transport
equation in an unbounded onedimensional slab by th combined spectral and LTSy
methods. To this and, we replace the truncated series in Laguerre polynomial for
the angular flux in the time-dependent transport equation, take moments and solve
the resulting set of one-dimensional problems by the LTSy method. We present
numerical simulations.
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