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Resumo Obtém-se solugdes (exatas) superluminais de energia finita para as equagoes
de Maxwell e discute-se o significado fisico de tais solugoes.

1. Introducao

Recentemente alguns trabalhos [6, 17] apareceram na literatura mostrando que
em algum meio hipotético existe a possibilidade da existéncia de pulsos eletro-
magnéticos superluminais (solugoes das equagoes de Maxwell) tal que suas frentes
viajam no meio com velocidades superluminais. As solugdes descobertas em [6, 17],
apesar de seu interesse tedrico tém energia infinita e como tal ndo podem ser pro-
duzidas no mundo fisico. Somente aproximacoes de abertura finita para estas ondas
podem eventualmente ser produzidas (supondo a existéncia do tal meio especial). O
objetivo deste trabalho é mostrar que em contraste com as solugoes descobertas em
[6, 17] (que, como j& afirmado tém energia infinita), existem solugbes das equagoes
de Maxwell no vdcuo que sdo solugdes (exatas) superluminais de energia finita.
Estas solugoes, como veremos, aparecem como solugoes de problemas tipo Sommer-
feld [1, 9]. Estudamos também o aparente paradoxo que ocorre quando uma solugao
superluminal gerada em um sistema inercial L é observada pelos observadores em
repouso em um sistema inercial Z que se move com velocidade |‘7| =V em relagao
a L. Discutimos também se tais solucbes podem ser geradas no mundo fisico.

2. Pulso Escalar Superluminal

Comega-se lembrando como escrever configuragoes do campo eletromagnético em
termos dos potenciais de Hertz [15, 11]. Suponha-se que temos um potencial de
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Hertz, ﬁm, de tipo magnético.? Entdo, o campo eletromagnético associado é dado
por

0
,&(

—

E= V xI,), B=VxVxI,.
Toma-se II,, = é.. Logo, desde que o potencial de Hertz (no vécuo) satisfaz a
equacao de onda homogénea, tem-se que

0® = 0. (2.1)

O problema de Sommerfeld (nao deve ser confundido com o problema de Cauchy)
a ser considerado aqui é o seguinte: Em um dado sistema de referéncia (laboratério?)
procuramos por uma solu¢ao @y : (¢,Z) — C (onde C é o corpo dos nimeros com-
plexos) para a equacio 2.1 satisfazendo as seguintes condigoes de contorno® no plano
z =0,

‘I)X(tvp7 O) = T(t) f de(w)JO(wpsen n)e—iwt’

2.2
0P x (t,p,z) ( )

Y =iT(t)cosn [ dwB(w)Jo(wpsenn)k(w)e *,

onde T(t) =[Ot +T)—O(t—T)], © é afuncao de Heaviside, k(w) = w, e n é uma
constante chamada angulo de axicon [12, 2, 5, 13, 3, 8] e B(k) é uma distribuicao
de freqiiéncias apropriada. Como mostrado em [2] a solugdo da equagao 2.1 (para
z>0,t > T) que satisfaz as condigoes de Sommerfeld é

ood B J —iw(t—z cosn) ‘_ T
byltpz) = L, WP lpsenme para. |t — = coss|

0 para |t —zcosn| > T.
(2.3)
Chamamos ®x de um pulso escalar X superluminal. Agora, como é bem co-
nhecido, a densidade de energia para uma configuracao do campo complexo, como
Dy, é

u=(0:2x)(0:Px) + (- Px) (02 Px) + (9 Px)(9y P ) + (0:Px)(9- P ),

e a energia da configuracao do campo pode ser calculada pela integral de volume
de v num hiperplano de tempo constante, digamos t = T > T. O célculo se torna
mais simples se efetuado em coordenadas cilindricas. Lembrando que da equagao
2.3 segue-se que o suporte do pulso em t =T" é Az = 2T/ cosn, temos

3No que se segue usam-se unidades tais que a velocidade da luz seja ¢ = 1.
40 laboratério é modelado por um campo vetorial tipo tempo 9/0t.
5 A necessidade destas condigdes de contorno é provada em [12].
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g / |B(k)|? kdk, (2.4)
7 COS N

sen 2

onde os termos de energia cinética e potencial tém contribuicoes iguais. A equagao
2.4 fornece energia finita para o pulso escalar X para uma infinidade de fungoes
distribuigbes de freqiiéncia B(k), tais que \B(If)|2 seja nulo para k < 0. Um exemplo
trivial é B(k) = [O(k) — O(k — ko)], com ko uma constante.

3. Caso Eletromagnético

Agora, estuda-se o caso eletromagnético. As componentes nao nulas do campo
eletromagnético® correspondendo a um potencial de Hertz magnético II,, = ®xé,
é (para z>0,t>1T)

Eg=isenn [ dkB(k)k%J;(kpsenn)e th(t==cosn)

— 00

. oo .
Bp = %z sen 2n f dkB(k)k2J1(kp sen n)eilk(t*zcos 77), para |t — zcos 77| <T,

B, = sen?n [ dkB(k)k*Jo(kpsenn)e=tk(t==cosn),

Ey=B,=DB,=0, para |t — zcosn| > T.

Agora, usando a densidade de energia padrdo do campo elétrico [15, 11], a
energia do pulso eletromagnético X superluminal resulta em,

2T Zmax OO

]. * * *
Ex = 5/ / / [EgEg + B,B, + BZBZ] pdpdzdf
0 Zmin O

_ AT /|B(k)|2k3dk. (3.1)

cosn

A equacao 3.1 fornece energia finita para solugdes superluminais das equagoes
de Maxwell satisfazendo as condigoes de contorno de Sommerfeld (aqui expressas
através das condigoes para o potencial de Hertz associado) para uma infinidade de
possiveis distribuigdes de freqiiéncias B(k), como no caso escalar.

4. Conclusoes

Temos quatro comentarios a fazer antes de terminar este trabalho, a saber:

6Chamado de um pulso eletromagnético X superluminal (12, 2].
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(i) Qual é a nossa solugao de energia finita (para a equacao de onda escalar)
como vista por um observador num sistema de Lorentz Z € secT M,

1
7= —— (8 + V0.),
i )

que estd em movimento com velocidade V' = cos 7 relativa ao laboratério (o sistema
L=0,€secTM)?
Como pode ser verificado facilmente a solucao transformada é:

o0
B (tp o) = 7{(} dwB(w)Jo(wpsenn)e @SN para  |t'| < T'/senn,
0, para [t'| > T /senn.
(4.1)

A solugao ¢é independente da coordenada espacial z e corresponde a uma onda
estaciondria ocupando “espago de repouso” do sistema Z e que existe somente para
o intervalo de tempo At = 2T /senn. E este um resultado nao fisico? Se nao,
qual é o significado de tal onda para os observadores do sistema Z7 Com um di-
agrama de Minkowski pode-se mostrar que a onda é estacionaria por um periodo
finito de tempo e depois desaparece, de acordo com a ordenacao do tempo do sis-
tema Z, porque ela estd indo o para passado dos observadores Z. Isto deve ser um
fenomeno normal se a teoria da relatividade é verdadeira, e movimentos superlu-
minais genuinos existem. Os observadores no sistema Z computarao uma energia
infinita para aquela onda, mas desde que eles conhecam a teoria da relatividade
eles interpretarao o fendomeno como segue: a onda estaciondria existente, por um
periodo finito de tempo, em nosso sistema de referéncia é uma onda superluminal
de energia finita produzida no laboratério (o sistema L) que se move com veloci-
dade —1/ cosn relativamente ao nosso sistema (i.e., o sistema Z). Naturalmente,
os fisicos do sistema Z nao podem produzir tal onda em seu sistema, devido a duas
razoes. A primeira razao é que a onda, de acordo com eles, tem energia infinita
e a segunda razao, que é também a crucial é que o dispositivo que a produz esta
em repouso em um outro sistema (o sistema L). De acordo com o Principio de
Relatividade os fisicos do sistema Z podem reproduzir em seus sistemas o dispo-
sitivo usado no sistema L e langar uma onda como aquela dada pela equagao 2.3
(com condigoes de contorno do tipo da equacdo 2.2) com (¢, p,z) substituidos por
(t',p,z"). Naturalmente, se isso fosse possivel chegarfamos a situagdes paradoxais
bem conhecidas’, que fortunadamente nao necessitam ser discutidos aqui (veja (iii)
abaixo).

Note também que os matematicos que habitam o sistema Z concientes da in-
terpretacao de seus colegas fisicos podem obter diretamente a solugao dada pela
equagao 4.1, resolvendo um problema de valor no contorno misto, onde as condigoes
de contorno sao:

(I)/X (tlv p7 Z/)‘z’:f cosnt’ = T(t/7 T7 77) Q(p7 na wa t/)

"Mais detalhes sdo encontrados em [8].
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0 0 .
(’Yﬁ - 7vg> qD/X(t/apa Z/)|z’:7 cos nt’ = ZCOS?’]T((J)I,T7 77) Q(p7nawat/)7

onde introduzimos a notacao T(¢',T,n) = [O(sennt’ +T) — O(sennt’ —T)] e

Q(p7nvw7t,) - / dUJB(w)JO(wpsenn)efiwsennt"

—0o0

(ii) Naturalmente, uma andlise andloga vale para as solugées superluminais de e-
nergia finita das equacoes de Maxwell que encontramos. Observamos aqui que
a existéncia das solucgoes superluminais encontradas, nao estao em conflito com
o famoso resultado do problema de Cauchy concernente as equagoes de Maxwell.
Aquele resultado afirma: “qualquer configuracao do campo eletromagnético com
suporte compacto em ¢t = 0, digamos para |Z] < R é tal que o campo é nulo para
t > 0 para todo |Z| > R+ t”.% De fato, as solugoes encontradas como solugao de
nosso problema de Sommerfeld sao tais que para qualquer ¢ > T a onda e suas
derivadas normais nao possuem suporte compacto em nenhuma hipersuperficie tipo
espaco, t =T", T > T.

(iii) E possivel construir um dispositivo fisico de modo a langar um pulso eletro-
magnético superluminal X com energia finita? Nossa resposta é nao. Realmente,
aproximagoes de abertura finita (AAF) para a produgao experimental de solugdes
superluminais tipo X das equagbes de Maxwell (que, naturalmente tém energia
finita) j& foram obtidas [14, 10], como previstas em [13, 3, 8]. Entretanto, estas
AAF sdo tais que seus picos movem-se [12] com velocidade v > 1 mas suas frentes
sempre se movem com a velocidade da luz. Este resultado foi previsto em [8] e en-
dossado por resultados experimentais de [10] como provado em [12]. Agora, no que
concerne as solugdes que encontramos, a tentativa de produzi-las (por uma antena)
como ondas fisicas reais implicaria na existéncia de uma antena que se estendesse
em todo plano z = 0, durante o intervalo de tempo —7 < t < T. Naturalmente,
isto é fisicamente impossivel pois nao existem antenas de area infinita.

(iv) Além das solugoes superluminais encontradas, existem também solugoes sub-
luminais de energia finita (que serao discutidas oportunamente). Ainda que as novas
solugbes superluminais nao possam ser produzidas por dispositivos fisicos, acredi-
tamos que uma possivel razao para a nao existéncia natural destas ‘particulas’ de
luz em nosso universo, é que se elas existissem implicariam imediatamente em uma
violagao do Principio de Relatividade. Conjecturamos ainda que a existéncia destas
novas solugoes podem eventualmente também encontrar aplicacoes no entendimento
de alguns problemas fundamentais concernentes ao fenomeno da nao localidade em
mecanica quantica [7], mas nio discutiremos tais questoes nesta breve nota.

Agradecimentos: Agradecemos os Drs. D.S. Thober and A.L. Xavier por
vérias discussoes e ao Dr. I. Porteous por ter lido atentamente o manuscrito.

8Uma prova de um teorema andlogo para a equacdo de onda homogénea pode ser encontrado
em [16]. Para as equagdes de Maxwell veja [4].
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Abstract: We exhibit exact finite energy superluminal solutions of Maxwell equa-
tions in vacuum and discuss the physical meaning of these solutions.
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