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Resumo Obtém-se soluções (exatas) superluminais de energia finita para as equações
de Maxwell e discute-se o significado f́ısico de tais soluções.

1. Introdução

Recentemente alguns trabalhos [6, 17] apareceram na literatura mostrando que
em algum meio hipotético existe a possibilidade da existência de pulsos eletro-
magnéticos superluminais (soluções das equações de Maxwell) tal que suas frentes

viajam no meio com velocidades superluminais. As soluções descobertas em [6, 17],
apesar de seu interesse teórico têm energia infinita e como tal não podem ser pro-
duzidas no mundo f́ısico. Somente aproximações de abertura finita para estas ondas
podem eventualmente ser produzidas (supondo a existência do tal meio especial). O
objetivo deste trabalho é mostrar que em contraste com as soluções descobertas em
[6, 17] (que, como já afirmado têm energia infinita), existem soluções das equações
de Maxwell no vácuo que são soluções (exatas) superluminais de energia finita.
Estas soluções, como veremos, aparecem como soluções de problemas tipo Sommer-
feld [1, 9]. Estudamos também o aparente paradoxo que ocorre quando uma solução
superluminal gerada em um sistema inercial L é observada pelos observadores em
repouso em um sistema inercial Z que se move com velocidade |~V | = V em relação
a L. Discutimos também se tais soluções podem ser geradas no mundo f́ısico.

2. Pulso Escalar Superluminal

Começa-se lembrando como escrever configurações do campo eletromagnético em
termos dos potenciais de Hertz [15, 11]. Suponha-se que temos um potencial de
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Hertz, ~Πm, de tipo magnético.3 Então, o campo eletromagnético associado é dado
por

~E = − ∂

∂t
(∇× ~Πm), ~B = ∇×∇× ~Πm.

Toma-se ~Πm = Φêz. Logo, desde que o potencial de Hertz (no vácuo) satisfaz a
equação de onda homogênea, tem-se que

�Φ = 0. (2.1)

O problema de Sommerfeld (não deve ser confundido com o problema de Cauchy)
a ser considerado aqui é o seguinte: Em um dado sistema de referência (laboratório4)
procuramos por uma solução ΦX : (t, ~x) 7→ C (onde C é o corpo dos números com-
plexos) para a equação 2.1 satisfazendo as seguintes condições de contorno5 no plano
z = 0,















ΦX(t, ρ, 0) = T(t)
∞
∫

−∞

dωB(ω)J0(ωρ sen η)e−iωt,

∂ΦX(t,ρ,z)
∂z

∣

∣

∣

z=0
= iT(t) cos η

∞
∫

−∞

dωB(ω)J0(ωρ sen η)k(ω)e−iωt,
(2.2)

onde T(t) = [Θ(t + T ) − Θ(t − T )] , Θ é a função de Heaviside, k(ω) = ω, e η é uma
constante chamada ângulo de axicon [12, 2, 5, 13, 3, 8] e B(k) é uma distribuição
de freqüências apropriada. Como mostrado em [2] a solução da equação 2.1 (para
z > 0, t > T ) que satisfaz as condições de Sommerfeld é

ΦX(t, ρ, z) =







∞
∫

−∞

dωB(ω)J0(ωρ sen η)e−iω(t−z cos η) para |t − z cos η| < T

0 para |t − z cos η| > T.
(2.3)

Chamamos ΦX de um pulso escalar X superluminal. Agora, como é bem co-
nhecido, a densidade de energia para uma configuração do campo complexo, como
ΦX , é

u = (∂tΦX)(∂tΦ
∗

X) + (∂xΦX)(∂xΦ∗

X) + (∂yΦX)(∂yΦ∗

X) + (∂zΦX)(∂zΦ
∗

X),

e a energia da configuração do campo pode ser calculada pela integral de volume
de u num hiperplano de tempo constante, digamos t = T ′ > T . O cálculo se torna
mais simples se efetuado em coordenadas ciĺındricas. Lembrando que da equação
2.3 segue-se que o suporte do pulso em t = T ′ é △z = 2T/ cos η, temos

3No que se segue usam-se unidades tais que a velocidade da luz seja c = 1.
4O laboratório é modelado por um campo vetorial tipo tempo ∂/∂t.
5A necessidade destas condições de contorno é provada em [12].
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E =
8πT

sen 2η cos η

∞
∫

−∞

|B(k)|2 kdk, (2.4)

onde os termos de energia cinética e potencial têm contribuições iguais. A equação
2.4 fornece energia finita para o pulso escalar X para uma infinidade de funções
distribuições de freqüência B(k), tais que |B(k)|2 seja nulo para k < 0. Um exemplo
trivial é B(k) = [Θ(k) − Θ(k − k0)], com k0 uma constante.

3. Caso Eletromagnético

Agora, estuda-se o caso eletromagnético. As componentes não nulas do campo
eletromagnético6 correspondendo a um potencial de Hertz magnético ~Πm = ΦX êz

é (para z > 0, t > T )







































Eθ = i sen η
∞
∫

−∞

dkB(k)k2J1(kρ sen η)e−ik(t−z cos η),

Bρ = −i
2 sen 2η

∞
∫

−∞

dkB(k)k2J1(kρ sen η)e−ik(t−z cos η),

Bz = sen 2η
∞
∫

−∞

dkB(k)k2J0(kρ sen η)e−ik(t−z cos η),

para |t − z cos η| < T,

Eθ = Bρ = Bz = 0, para |t − z cos η| > T.

Agora, usando a densidade de energia padrão do campo elétrico [15, 11], a
energia do pulso eletromagnético X superluminal resulta em,

EX =
1

2

2π
∫

0

zmax
∫

zmin

∞
∫

0

[

EθE
∗

θ + BρB
∗

ρ + BzB
∗

z

]

ρdρdzdθ

=
4πT

cos η

∞
∫

−∞

|B(k)|2 k3dk. (3.1)

A equação 3.1 fornece energia finita para soluções superluminais das equações
de Maxwell satisfazendo as condições de contorno de Sommerfeld (aqui expressas
através das condições para o potencial de Hertz associado) para uma infinidade de
posśıveis distribuições de freqüências B(k), como no caso escalar.

4. Conclusões

Temos quatro comentários a fazer antes de terminar este trabalho, a saber:

6Chamado de um pulso eletromagnético X superluminal [12, 2].
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(i) Qual é a nossa solução de energia finita (para a equação de onda escalar)
como vista por um observador num sistema de Lorentz Z ∈ sec TM,

Z =
1√

1 − V 2
(∂t + V ∂z),

que está em movimento com velocidade V = cos η relativa ao laboratório (o sistema
L = ∂t ∈ sec TM )?

Como pode ser verificado facilmente a solução transformada é:

Φ′

X(t′, ρ, z′) =







∞
∫

−∞

dωB(ω)J0(ωρ sen η)e−iω sen ηt́, para |t′| < T/sen η,

0, para |t′| > T/sen η.
(4.1)

A solução é independente da coordenada espacial z e corresponde a uma onda
estacionária ocupando “espaço de repouso” do sistema Z e que existe somente para
o intervalo de tempo △t′ = 2T/sen η. É este um resultado não f́ısico? Se não,
qual é o significado de tal onda para os observadores do sistema Z? Com um di-
agrama de Minkowski pode-se mostrar que a onda é estacionária por um peŕıodo
finito de tempo e depois desaparece, de acordo com a ordenação do tempo do sis-
tema Z, porque ela está indo o para passado dos observadores Z. Isto deve ser um
fenômeno normal se a teoria da relatividade é verdadeira, e movimentos superlu-
minais genúınos existem. Os observadores no sistema Z computarão uma energia
infinita para aquela onda, mas desde que eles conheçam a teoria da relatividade
eles interpretarão o fenômeno como segue: a onda estacionária existente, por um
peŕıodo finito de tempo, em nosso sistema de referência é uma onda superluminal
de energia finita produzida no laboratório (o sistema L) que se move com veloci-
dade −1/ cos η relativamente ao nosso sistema (i.e., o sistema Z). Naturalmente,
os f́ısicos do sistema Z não podem produzir tal onda em seu sistema, devido a duas
razões. A primeira razão é que a onda, de acordo com eles, tem energia infinita
e a segunda razão, que é também a crucial é que o dispositivo que a produz está
em repouso em um outro sistema (o sistema L). De acordo com o Prinćıpio de
Relatividade os f́ısicos do sistema Z podem reproduzir em seus sistemas o dispo-
sitivo usado no sistema L e lançar uma onda como aquela dada pela equação 2.3
(com condições de contorno do tipo da equação 2.2) com (t, ρ, z) substitúıdos por
(t′, ρ, z′). Naturalmente, se isso fosse posśıvel chegaŕıamos a situações paradoxais
bem conhecidas7, que fortunadamente não necessitam ser discutidos aqui (veja (iii)
abaixo).

Note também que os matemáticos que habitam o sistema Z concientes da in-
terpretação de seus colegas f́ısicos podem obter diretamente a solução dada pela
equação 4.1, resolvendo um problema de valor no contorno misto, onde as condições
de contorno são:

Φ′

X(t′, ρ, z′)|z′=− cos ηt′ = T(t′, T, η)Ω(ρ, η, ω, t′)

7Mais detalhes são encontrados em [8].
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e
(

γ
∂

∂z′
− γV

∂

∂t′

)

Φ′

X(t′, ρ, z′)|z′=− cos ηt′ = i cos ηT(t′, T, η)Ω(ρ, η, ω, t′),

onde introduzimos a notação T(t′, T, η) = [Θ( sen ηt′ + T ) − Θ( sen ηt′ − T )] e

Ω(ρ, η, ω, t′) =

∫

∞

−∞

dωB(ω)J0(ω ρ sen η)e−iω sen ηt′ .

(ii) Naturalmente, uma análise análoga vale para as soluções superluminais de e-
nergia finita das equações de Maxwell que encontramos. Observamos aqui que
a existência das soluções superluminais encontradas, não estão em conflito com
o famoso resultado do problema de Cauchy concernente às equações de Maxwell.
Aquele resultado afirma: “qualquer configuração do campo eletromagnético com
suporte compacto em t = 0, digamos para |~x| ≤ R é tal que o campo é nulo para
t > 0 para todo |~x| ≥ R + t”.8 De fato, as soluções encontradas como solução de
nosso problema de Sommerfeld são tais que para qualquer t > T a onda e suas
derivadas normais não possuem suporte compacto em nenhuma hipersuperf́ıcie tipo
espaço, t = T ′, T ′ > T .

(iii) É posśıvel construir um dispositivo f́ısico de modo a lançar um pulso eletro-
magnético superluminal X com energia finita? Nossa resposta é não. Realmente,
aproximações de abertura finita (AAF) para a produção experimental de soluções
superluminais tipo X das equações de Maxwell (que, naturalmente têm energia
finita) já foram obtidas [14, 10], como previstas em [13, 3, 8]. Entretanto, estas
AAF são tais que seus picos movem-se [12] com velocidade v > 1 mas suas frentes
sempre se movem com a velocidade da luz. Este resultado foi previsto em [8] e en-
dossado por resultados experimentais de [10] como provado em [12]. Agora, no que
concerne as soluções que encontramos, a tentativa de produzi-las (por uma antena)
como ondas f́ısicas reais implicaria na existência de uma antena que se estendesse
em todo plano z = 0, durante o intervalo de tempo −T < t < T . Naturalmente,
isto é fisicamente imposśıvel pois não existem antenas de área infinita.

(iv) Além das soluções superluminais encontradas, existem também soluções sub-

luminais de energia finita (que serão discutidas oportunamente). Ainda que as novas
soluções superluminais não possam ser produzidas por dispositivos f́ısicos, acredi-
tamos que uma posśıvel razão para a não existência natural destas ‘part́ıculas’ de
luz em nosso universo, é que se elas existissem implicariam imediatamente em uma
violação do Prinćıpio de Relatividade. Conjecturamos ainda que a existência destas
novas soluções podem eventualmente também encontrar aplicações no entendimento
de alguns problemas fundamentais concernentes ao fenômeno da não localidade em
mecânica quântica [7], mas não discutiremos tais questões nesta breve nota.

Agradecimentos: Agradecemos os Drs. D.S. Thober and A.L. Xavier por
várias discussões e ao Dr. I. Porteous por ter lido atentamente o manuscrito.

8Uma prova de um teorema análogo para a equação de onda homogênea pode ser encontrado
em [16]. Para as equações de Maxwell veja [4].
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Abstract: We exhibit exact finite energy superluminal solutions of Maxwell equa-
tions in vacuum and discuss the physical meaning of these solutions.
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