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Resumo. Neste trabalho, propomos um modelo matematico para descrever a
dinamica da transmissao vertical do HIV, assumindo que as mulheres suscetiveis
tornam-se infectadas pelo HIV a uma taxa constante. O estudo analitico do mo-
delo mostra que, mesmo existindo a transmissao vertical do HIV, a AIDS pode
ser mantida na comunidade quando a taxa de natalidade da populacao e a idade
reprodutiva das mulheres satisfazem determinadas condigdes.

1. Introducao

De acordo com os dados publicados pela Organizacao Mundial de Sauide, até a
metade do ano de 1991 foram registrados em todo o mundo um total de 371.802
casos de AIDS e o Brasil, com 18.113 casos, foi considerado o terceiro do mundo em
nimero de casos [12]. Desde entao, com o objetivo de se entender melhor a dindmica
de transmissdao da AIDS, as pesquisas de observacoes clinicas e epidemioldgicas,
juntamente com os modelos matematicos, estao sendo amplamente desenvolvidos
[4] [5] [6] [7] [8] [9].

Segundo os dados do Ministério da Saide, o primeiro caso de AIDS registrado no
Brasil foi em 1980. Embora nenhum caso tenha sido registrado entre mulheres até
1983, em 1984 para cada mulher infectada existiam 124 homens; sendo que em 1985
essa razao era 1 mulher para 24 homens; em 1993, 1 mulher para 4 homens; e em
1999/2000, 1 mulher para 2 homens. Em 1985, registrou-se a primeira ocorréncia
de transmissao vertical.

Uma das causas do aumento da prevaléncia da AIDS entre mulheres é devido &
transmissao do HIV de maes soropositivas para os recém-nascidos, conhecida como
transmissao vertical (ou perinatal). Estudos realizados em 1997 na Europa, América
do Norte e Africa mostraram que a taxa de transmissao vertical estava entre 15 a
35% [11]; no Brasil, desde a primeira metade de 1993, a transmissao vertical ja
representava 87,9% de todos os casos de AIDS em criancas [1].

A transmissao vertical do HIV depende da carga viral (viremia) da mae, que é
intensa no inicio da infeccdo e na fase final da doenca. A gravidez faz baixar as
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células T-CD4 que sao as células que participam da defesa imunoldgica e, conse-
quentemente, a carga viral aumenta. Quanto maior for a carga viral, maior sera a
probabilidade de transmissao, que pode ocorrer no final da gestagdo (quando a bar-
reira placentéria estd muito fina), durante o parto ou na amamentagao. Entretanto,
é muito dificil medir a transmissao da infeccao e o impacto da doenga.

Pelo fato da transmissao vertical do HIV ocorrer durante o parto (quando hé
troca de sangue entre o bebé e a mae) ou entdo pela barreira placentdria durante
a gestagdo [1], a gestante toma a droga Azitodimidina (AZT). Atualmente, para
diminuir a possibilidade da transmissao vertical, a droga AZT é ministrada na
gestante a partir da 14* semana de gravidez, durante o parto (com uma dose en-
dovenosa) e, regularmente, depois do parto. Apds o parto, por um periodo de 42
dias, o recém nascido também recebe a droga em forma de xarope. Sem a medicagao
com a droga AZT, a crianca infectada apresenta os sintomas da doenga com 2 anos
de idade, podendo esse prazo chegar até 5 anos; com a medicagao, esse prazo pode
ser prolongado. Além disso, por nao se conhecer ainda os efeitos colaterais, nao
existem estudos de uso de AZT intra-uterino. O uso de drogas como tratamento
para o HIV reduz o risco da transmissao vertical; entretanto, isso néo o elimina [2]
[3] [10]. Sem o uso de drogas a transmissdo vertical ocorre em uma proporcao de
25% e, com o uso da droga, a transmissao diminui para 7%.

Atualmente, observa-se que existe uma reducao do risco de transmissao de mae
para filho, mas a quantidade de mulheres infectadas cresce em proporcao muito
maior. Como consequéncia, o aspecto social caracterizado pela sexualidade dessas
mulheres tem sido considerado um fator relevante no controle da transmissao ver-
tical do HIV. Atualmente, os grupos de pesquisa estdo tendo uma preocupagao
maior sobre questoes que envolvem tratamento e prevencao. Como exemplo, citam-
se fatores relativos a orientagao das gestantes portadoras do virus, e a iniciagao
sexual das adolescentes. Neste trabalho, e com a mesma preocupagao destes gru-
pos de pesquisa, propomos um modelo matematico destacando a idade reprodutiva
das adolescentes e a taxa de natalidade da populagao como questoes importantes
para a implantacdo de novas estratégias de prevengao e controle da AIDS em uma
comunidade especifica. Vale ressaltar também que definimos a idade reprodutiva
como sendo a idade na qual as adolescentes iniciam suas atividades sexuais podendo
também gerar descendentes.

Com o propésito de discutir tais questoes, o modelo proposto descreve entao a
dinamica da transmissao vertical do HIV, quando se adota como tratamento, a apli-
cagdo de AZT entre gestantes e recém-nascidos soropositivos, levando-se em conta
a idade reprodutiva das adolescentes. Na Secao 2, com a suposi¢ao basica que as
mulheres suscetiveis tornam-se gestantes infectadas pelo HIV a uma taxa constante,
formulamos o modelo. Na Se¢ao 3, desenvolvemos a andlise de estabilidade do pon-
to de equilibrio. Através desta andlise e sob o enfoque das questoes anteriormente
propostas, na Segao 4 apresentamos situagoes bioldgicas nas quais a AIDS pode
ser controlada na comunidade mesmo ocorrendo a transmissao vertical do HIV.
Finalmente, na Secao 5 concluimos que, apesar de sua simplicidade matematica, o
modelo mostra que as questoes atuais relativas a sexualidade devem ser priorizadas.
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2. Formulacao do modelo

O modelo deterministico proposto neste trabalho descreve a dinamica da trans-
missao vertical do HIV com a populagdo total N(t¢) dividida em cinco subpopu-
lagoes: S(t), populacdo de mulheres suscetiveis ao HIV no tempo ¢; I(t), popu-
lagao de gestantes HIVT que recebem tratamento com AZT; By(t), populagao de
recém-nascidos HIVt do sexo feminino, que recebem tratamento com AZT e sao
gerados por gestantes HIVT; Bg(t), populagio de recém-nascidos do sexo femini-
no suscetiveis ao HIV que recebem tratamento com AZT e gerados por gestantes
HIV*; e By(t), populagao de recém-nascidos do sexo feminino suscetiveis ao HIV
e gerados por mulheres suscetiveis ao HIV. Dentro deste contexto populacional,
assumimos que a populagio total, N(t) = S(t)+ I(t) + Br(t) + Bs(t) + By(t), é
suficientemente grande para que cada uma das subpopulagoes possa ser conside-
rada como uma va-ridvel continua; todos os parametros do modelo sao positivos;
existe um fluxo de entrada positivo e constante (i) de individuos sadios, no com-
partimento de mu-lheres suscetiveis ao HIV; o modelo com dinamica vital apresenta
um processo de nascimento, com taxa de natalidade ¢, e um de morte, com taxas de
mortalidade natural e mortalidade pela doenca dadas por p e «, respectivamente;
as mulheres suscetiveis ao HIV tornam-se gestantes HIV™ a uma taxa constante r;
e as populacoes de recém-nascidos do sexo feminino atingem a idade fértil a uma
taxa o, isto é, 0! é a idade na qual as mulheres atingem a fertilidade.

Os outros parametros do modelo sao definidos da seguinte forma: k, a proporcao
de filhos do sexo feminino; p, a proporcio de recém-nascidos HIVT que recebem
tratamento com AZT e sdo gerados pelas gestantes HIVT; ¢ = 1 — p, a proporcao
de recém-nascidos suscetiveis ao HIV gerados pelas gestantes HIV'; ¢k, a proporcao
de recém-nascidos do sexo feminino, suscetiveis ao HIV e geradas pelas mulheres
suscetiveis; ¢pk, a proporcao de recém-nascidos HIVT do sexo feminino e filhas de
mulheres HIV' ; e ¢gk, a proporcao de recém-nascidos do sexo feminino suscetiveis
ao HIV e filhas de mulheres HIV ™.

De acordo com as suposicoes feitas anteriormente, a dindmica do modelo fica
entao descrita pelo seguinte sistema nao homogéneo de equagoes diferenciais or-
dinérias lineares:

5 = 4o (By+Bs)—(r+p S

= rS—(u+a)l

G = pokl—(nta)B; (2.1)
dBs = (1-p) ¢ kI—(0c+np) Bs

e = kS~ (u+0) B

Com o propésito de identificarmos quais parametros do modelo que podem con-
tribuir para a prevencao da transmissao vertical do HIV e, conseqlientemente, pro-
piciar um controle mais efetivo da doenca na populacdo, a andlise mateméatica do
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sistema (2.1) concentra-se em determinar seu ponto de equilibrio verificando sua
estabilidade.

3. A estabilidade do equilibrio endémico

O tnico ponto critico do sistema nao homogéneo (2.1) é o ponto de equilibrio nao
trivial, P* = (S*,I*, B}, B§, BS), dado por:

S — Y (pto)
w(utr) (1-3)
T* _ Y (pto)r
n(pta) (urr) (1-2)
x pokr Y (uto)
B} = % L ) (1_:1)} (3.1)
B = Y(1—p)pkr
S _ o
n(pta) (u+r) (1-2)
B; = v ok 7
w (ptr) (lfﬁ)

onde definimos:

L (3.2)

(¢ — 1)

(n+a)(p+r)
klp+a+r(1l-p)]

= (33)

Da definigao (3.3), temos que ¢; > 0, pois p € [0,1]. Além disso, da equagao
(3.2), podemos observar que se 0 < ¢ < ¢;, entdo o7 < 0. Assim, para o ponto
critico (3.1) ser biologicamente vidvel (todas as coordenadas positivas) precisamos
ter:

0<o<o; com ¢ > ¢
ou (3.4)
01 <0 com ¢ < ¢;.

Para determinarmos a natureza da estabilidade do ponto de equilibrio nao tri-
vial (3.1) tomamos as mudancas de varidveis: S = s+5*; I = i+I*; B; = by + B};
Bg =bg + B§ e By =bg+B¢, onde s, i, by, bg e by sdo pequenas variagoes dos va-
lores S*, I'*, B}, B% e BY, respectivamente. Assim, o sistema nao homogéneo (2.1)
transforma-se no seguinte sistema homogéneo de equagoes diferenciais ordindrias
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lineares:

% = o (bg+bs)—(r+p) s,

Bs = (1-p)oki—(c+p)bs,

W Gks—(u+o) b, (3:5)
4 = rs—(pta)i,

D = poki—(n+a)br.

O sistema (3.5) tem um tunico ponto de equilibrio dado pelo trivial, Pj =
(s*,b%,04,1%,b7,) = (0,0,0,0,0). Note que quando ¢ = 0, Pj também é o ponto
de equilibrio para o sistema (2.1).

A matriz de coeficientes do sistema (3.5):

—(p+r) o o 0 0
ok —(p+o0) 0 0 0
M= 0 0 —(pto) (1-p)¢k 0
r 0 0 —(p+a) 0
0 0 0 pok —(p+a)
tem cinco autovalores, sendo dois deles facilmente calculados: Ay = —(u + «);
A2 = — (u+ o). Os outros trés estao relacionados com o seguinte polinémio carac-
teristico:
P()\) = —)\3 — al)\2 — ag)\ —as = 0 (36)
onde
a = (p+r)+pto)+pt+a),

az = (p+r)(pt+o)+p+a)[(p+r)+(p+o)] - ook, (3.7)
as (m+a)(p+r)(p+o)—odk(p+ o) —rodk(l—p).

A analise da estabilidade do equilibrio trivial pode ser verificada através do
critério de Routh-Hurwitz que estabelece quando os autovalores tém parte real
negativa. De acordo com este critério, devemos mostrar que se a; > 0, ag > 0 e
ajas > ag, entdo Py = (0,0,0,0,0) é atrator. Caso contrério, repulsor.

Facamos, primeiro, algumas simplificagoes. Sejam

az = {(p+r)(p+o)+@u+a)[(p+r)+ (p+o))}(1-Ch),
(3.8)
a3 = (p+a)(p+r)(p+o)(l-C),
com .
Cl = T’
3.9
e 6
dy = (u+r)(u+a)+(;’i+a)(2u+r+a)
(3.10)
dy = tawtn(uto)

oklptat+r(1—p)]
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Por hipétese do modelo todos os parametros sao positivos e, sendo 0 < p < 1,
entdao C1 > 0 e Cy > 0. Além disso:

di —dy = [(M+T)(M+U)+(u+a)flg[:izi)i%(j;ﬁ)]ﬂwaf(2u+7"+0) >0,

ou seja, di; > dy e da equagao (3.9),
Cy < Cs. (3.11)

Com estas simplificagbes, podemos agora verificar as condi¢oes do critério de
Routh-Hurwitz:

1. Da equagao (3.7), a1 > 0, pois todos os pardmetros sao positivos.
2. Da equagao (3.8), temos que

a3 >0 <= 0<Cy <1l (3.12)

3. Falta verificarmos aias > a3. Temos,

ajaz —az = (p+o)(p+r)(p+o)(Co—Ci)+(2u+r+o)(1-Ch)
{(u+a)2+(u+r)(u+0)+(u+a)(2u+r+a)}.

E desde que C; < (s, entao

ajas —a3 >0 <— 0<(Cy <1 (313)

Assim, para as condicoes (3.12) e (3.13) serem satisfeitas, devemos ter
0< o <ds. (314)

Observe que quando ds < ¢ < d; tem-se C; < 1 e Cy > 1; quando ¢ > d; tem-se
Cy > 1e (Cy > 1 e, nesses intervalos, as condigoes (3.12) e (3.13) nao sdo satisfeitas.
Além disso, substituindo (3.10) em (3.14), temos:

(pta) (ptr) (uto) (utr)p
{¢’m}“ < Elpratrd-pl- (3.15)

Definindo
(L+o)(p+tr)
p+a+r(l—p)]

pois p € [0,1] e

(hta)(ptr)p _
ohlutat+rQ—p)]—(pt+ta)(utr) oé—¢

(3.17)

g1 =
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(3.15) serd satisfeita quando

0<o<op com ¢>a¢
ou (3.18)
01 <0 com ¢ < .

Portanto, o ponto de equilibrio trivial P; = (0,0,0,0,0) serd atrator sempre
que as condicoes (3.18) sao satisfeitas. Quando uma delas néo é satisfeita, Pf é
repulsor.

Entretanto, é importante ressaltar que estamos interessados no sistema nao ho-
mogéneo (2.1), cuja solu¢ao completa é a solugao geral do sistema homogéneo (3.5)
mais uma solugdo particular do ndo homogéneo. Assim sendo, generalizamos o re-
sultado anterior, concluindo que o ponto de equilibrio ndo trivial (3.1) é atrator
se 0<o<op com ¢>¢; ou o01<0 com ¢ < ¢;. Ou seja, existindo a
transmissao vertical do HIV (0 < p < 1), a AIDS pode ser controlada na comunidade
(nivel endémico) somente quando 0 < o < o1 com ¢ > ¢; ou o1 <0 com¢p < ¢;.

Além disso, como as condigGes para o ponto de equilibrio nao trivial (3.1) ser
atrator (3.18) sdo as mesmas para sua viabilidade biolégica, (3.4), podemos entao
enunciar o seguinte resultado: o equilibrio endémico (3.1) existe biologicamente se,
e somente se, ele é estavel.

4. Discussao

Inicialmente, vamos definir ¢, o valor limiar da taxa de natalidade para o qual a
doenga é auto-sustentada na comunidade (nfvel endémico) e o7 !, o valor limiar da
idade na qual as mulheres do grupo de risco (que tém atividade sexual) atingem
a idade reprodutiva. Neste contexto, e com a informacao de que a transmissao
vertical do HIV pode ou nao ocorrer durante o parto, as condigdes (3.18) podem
entdo representar situagoes bioldgicas distintas, nas quais a AIDS pode ou néo ser
mantida na populagao:

1. Se a taxa de natalidade é alta e maior que o seu valor limiar (¢ > ¢,), a pre-
vengao da doenca na comunidade em nivel endémico pode ocorrer em fungao
do limiar da idade reprodutiva das mulheres. Assim, para a doenca se manter
na populagao em nivel endémico é necessario que as mulheres atinjam a idade

reprodutiva em idades avancadas (% > U%) Em outras palavras, se ¢ > ¢; o

ponto de equilibrio néo trivial (3.1) é um atrator somente quando 0 < o < oy.

2. Se a taxa de natalidade continua acima do seu valor limiar (¢ > ¢,), mas a idade

reprodutiva das mulheres suscetiveis é menor que o seu valor limiar, % < U%) ,

entao nao existe um controle da doenca. Se as adolescentes que tém vida
sexual ativa (grupo de risco) geram descendentes, a AIDS explode na comu-
nidade junto com a populagao. Em outras palavras, se ¢ > ¢, e 0 <01 <o
o ponto de equilibrio nao trivial (3.1) deixa de ser um atrator.
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3. Entretanto, quando a taxa de natalidade é baixa e menor que o seu valor li-
miar (¢ < ¢;) e o1 < 0, qualquer que seja o limiar da idade reprodutiva da
populacao das mulheres do grupo de risco, a AIDS é mantida na comunidade
em nivel endémico. Em outras palavras, se ¢ < ¢; o ponto de equilibrio nao
trivial (3.1) é um atrator.

5. Conclusao

A proposta deste trabalho foi desenvolver um modelo para descrever a dinamica da
transmissao vertical do HIV quando ¢ aplicado o tratamento entre recém-nascidos
e gestantes soropositivos. Através do estudo analitico desse modelo, foi possivel
concluir que quando a taxa de natalidade da populacao é baixa, a AIDS pode ser
mantida na populacao em nivel endémico, qualquer que seja a idade reprodutiva
das mulheres, ou seja, o controle da doenca pode ser mais efetivo mesmo com
as adolescentes na idade reprodutiva gerando descendentes. Por outro lado, se a
taxa de natalidade da populacao é alta, a AIDS mantém-se na populacao em nivel
endémico somente quando as mulheres do grupo de risco tém atividade sexual em
idade reprodutiva mais avangada. Assim, se as adolescentes na idade reprodutiva
geram descendentes, a AIDS explode juntamente com a populagao.

Como a epidemia da AIDS é um fator preocupante em todo mundo, intimeros
grupos de pesquisa tém surgido com o objetivo de investigarem a qualidade do
cuidado dispensado as mulheres soropositivas nos Centros de Referéncia do trata-
mento de DST/AIDS. Segundo esses grupos o nimero de mulheres HIV tém au-
mentado e indicar os pontos nos quais os servigos de tratamentos a AIDS precisam
melhorar para atender as necessidades da populagao feminina vem sendo um fator
determinante no controle da transmissao vertical do HIV. A situacdo ideal, que é
a erradicacdo, parece agora impossivel. No nosso modelo, a AIDS s6 poderia ser
erradicada quando a taxa de infecgdo fosse r = 0, e isso reflete a questao social que
foi a razao da formulacao deste modelo. Estamos distante desta situacao ideal, mas
alcancar um controle mais efetivo (nivel endémico) da transmissao vertical do HIV
ainda pode ser possivel, desde que exista um trabalho simultaneo entre tratamento,
educagao sexual e controle na idade reprodutiva das mulheres.

Finalmente, podemos concluir que para efetivar qualquer medida de controle,
nao devemos desconsiderar a sexualidade das mulheres. O tratamento aplicado as
gestantes e aos recém-nascidos reduz o risco da transmissao vertical, mas pelo es-
tudo analitico do modelo mostramos que, quando associado ao aspecto social e a
sexualidade das adolescentes, possibilita novas estratégias de controle e, portan-
to, um controle muito mais efetivo da doenga na populagao. E, muito embora o
modelo tenha sido bastante simples sob o ponto de vista matematico, o resultado
epidemiolégico mostrou que, mesmo simples, um modelo mateméatico pode ser um
instrumento importante no controle de doencas dentro da comunidade.

Abstract. In this paper, we develop a mathematical model to describe the dy-
namics of the vertical transmission of HIV assuming that the susceptible women
become HIV infected at a constant rate. The analytical analysis of the model shows
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that even though the vertical transmission of HIV exists, AIDS can just persist or
remain endemic in a community when the birthrate and reproductive age satisfy
some conditions.
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