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Resumo. O uso de materiais radioativos no tltimo século trouxe sérios riscos para
o meio ambiente, principalmente, com relagao aos depdsitos de lixo radioativo.
Neste artigo, propomos um modelo fuzzy para descrever o fenémeno de decaimento
radioativo, usando equacoes diferenciais fuzzy, cuja solucdo analitica classica é bem
conhecida. Aplicamos métodos do tipo Fuler e Runge-Kutta para obter uma solugao
aproximada de um problema de valor inicial da equagao diferencial ordindria linear
fuzzy, que modela o decaimento radioativo. Os resultados numéricos fuzzy obtidos
sdo comparados com a solugdo analitica fuzzy apresentada por Barros et al [2] para
uma equagao diferencial fuzzy similar.

1. Introducgao

Segundo Ma, Friedman e Kandel [10], Chang e Zadeh [4] foram os primeiros a
introduzir o conceito de derivadas fuzzy. Mais tarde, Dubois e Prade [5] usaram o
principio de extensao e suas aproximacoes, para obter os primeiros resultados com o
célculo diferencial para fungdo fuzzy. Puri e Ralescu [13] discutiram outros métodos
onde propuseram duas defini¢oes, uma baseada na diferencial de Hukuhara de uma
multifungéo, limitada ao cone convexo, e outra para espagos de Banach (ver [10]).

Kandel e Byatt [8, 9] aplicaram o conceito de equagdes diferenciais fuzzy para
problemas dindmicos fuzzy, mas foram Kaleva, Nieto, Ouyang et al e Seikkala [6, 7,
11, 12, 14] quem deram um tratamento rigoroso ao problema de valor inicial fuzzy
(problema fuzzy de Cauchy).

Wu, Song e Lee [15] obtiveram um teorema de existéncia e unicidade de solugao
do problema de Cauchy para as equagoes diferenciais fuzzy: 2/(t) = f(¢, z(t)),
x(tg) = mo para aplicagbes fuzzy de varidvel real, cujos conjuntos sdo normais,
convexos e de suporte compacto em R™ com a fungao f satisfazendo a condigao
generalizada de Lipchitz.
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A solucao analitica fuzzy do problema de Cauchy para equagao diferencial fuzzy
de modelos que descrevem a dindmica populacional foi apresentada em Barros et al
[2].

A resolugao de equagoes diferenciais fuzzy, via aproximacao numérica, também é
recente e uma das poucas referéncias é Ma, Friedman e Kandel [10], onde é apresen-
tado um algoritmo numérico para resolver uma equagao diferencial ordinéria fuzzy,
com um esquema baseado no classico método de Euler, seguido de uma andlise de
erro e ilustrado com alguns problemas de Cauchy (linear e nao-linear).

2. Preliminares

Seja U um conjunto (no sentido cldssico). Um subconjunto fuzzy IF em U é o
conjunto I = {(z,pu(x))}, onde p : U — [0,1] é a funcao grau de pertinéncia
de x € U ao conjunto fuzzy IF. Assim, o subconjunto fuzzy IF' é definido por sua
fungdo p e, muitas vezes, indicado por pg. Esta fungdo pode ser pensada como
uma generalizagao da fungdo caracteristica de um conjunto classico.

Considere IF = {y: R — [0, 1]}, onde p satisfaz:

i. 3z € R tal que p(zg) = 1;
i ¥ x, v € R (6o + (1= 6)y) > min{pu(z), uy)}, Y6 € [0,1];

iii. p é semicontinua superiormente;

iv. {z € R| pu(x) > 0} é compacto.

Neste caso, costuma-se dizer que o conjunto fuzzy é um ntimero fuzzy.
Se p € IFE, definimos o nivel o de p por:

[*={zeR|ulx)>a},0<a<l.

Assim, temos que [p]* é um intervalo fechado [u$; 1] para todo a com

O0<a<l,eu’={zeR]|u(z) >0}

Temos, ainda, que se u,v € IE, entdo u = v < [u]* = [v]*,Va € (0,1].

Teorema 1 (de Representacao [6, 14]) Seja [uf, u§] uma famdlia de intervalos
nao vazios, 0 < a < 1. Se

i (S pst C [l el para 0 < aj < oy i, j =1, 2
di. [lim pp®; Tim pgt] = [us pg] com ax T ey € (0,1];

entdo, 3u € IE com [pu]* = [uf, pg], Ya € (0,1] e [4]° = U< (155 13-
0<a<l
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Inversamente, se p € IE, entdo [p]® satisfaz (i) e (ii).

Em virtude do Teorema de Representacao podemos definir operacgoes entre
ntmeros fuzzy através de seus a-niveis.

Sejam p e v elementos de IE, com [u]* = [puf, p§] e [v]* = [v{, v§], entdo:
() p+v=[p+v]*= [+ 8 us +v8] 5 (adicao fuzzy).

(b) pxv= [min{,uf‘;y;?‘}; max{,u?‘;y;?‘}] i1, j = 1, 25 (maltiplicagao fuzzy).

3. Descricao do Problema e o Modelo Matematico

O ntmero de desintegracoes por unidade de tempo mede a atividade radioativa de
uma substancia. Este fenémeno é devido a emissao de trés tipos de radiagoes:
particulas « (nmicleos de hélio), particulas (§ (elétrons) e raios 7 (ondas eletro-
magnéticas de alta freqiiéncia). Os primeiros experimentos que resultaram em
tal compreensao foram realizados por Rutheford, Becquerel, Royds, Vilard e M.
Curie no final do século XIX e inicio do XX, quando ja se sabia que a atividade é
proporcional ao ntimero de dtomos radioativos presentes em cada instante.

O uso desse tipo de material deixa o publico em geral em estado de alerta, e os
beneficios que o uso de tais materiais pode trazer, somente podem ser avaliados se
os seus perigos sao dimensionados. O primeiro passo desse processo seria, talvez, o
conhecimento das origens desses materiais.

A formulagao matemaética (ver Bassanezzi e Ferreira [3]) que modela o processo
de decaimento radioativo, pode ser descrita da seguinte forma:

dN
— = —AN Aq
h , (3.1)

onde N = N(t) é o niimero de atomos radioativos presentes na amostra no in-
stante t e A > 0 é a constante de desintegragao radioativa, que pode ser obtida
experimentalmente.

O sinal negativo na equagao (3.1) é porque o nimero de dtomos radioativos
diminui com o passar do tempo, com isso a taxa de variacao instantdnea dN/dt
deve ser negativa. A constante de desintegragao )\, caracteristica de cada elemento
radioativo, permite dizer se este elemento tem vida curta ou longa.

A solucdo analitica cldssica da equagado (3.1) é dada por:

N(t) = Noe™, (3.2)

sendo Ny = N(0) a quantidade inicial destes dtomos.

Levando em conta que N = (N,/A)m , onde A é o nimero de massa do elemento
radioativo e N, é o nimero de Avogadro, que vale 6,02 x 1023mols—!, daf a razao
N, /A é constante para cada elemento.

Assim, em termos da massa do material radioativo, a lei de atividade pode ser
exXpressa por:

m(t) = moe M. (3.3)
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Este é o tratamento classico para o problema, no entanto, apesar da simplicidade
da equagao a dificuldade maior estd na contagem, para a obtengdao dos parametros
identificados no modelo. Os dados coletados, bem como o método adotado, quase
sempre estao carregados de imprecisao e elementos de incerteza causados tanto pelo
préprio processo de medi¢ao, como por algum tipo de subjetividade na adogao do
método.

Desta forma, com o intuito de dar um tratamento matemadtico as questoes que
apresentam incertezas, o uso de sistemas fuzzy pode ser visto como uma ferramenta
indispensavel para a andlise e compreensao do fendomeno em estudo. Para isto,
adotaremos o processo “fuzzyness” como em Barros et al [1] e Kaleva [6].

Para uma primeira aproximagcao, considerando a condicao inicial como um con-
junto fuzzy, adotaremos a seguinte equagao diferencial ordinaria fuzzy:

u'(t) = —Au(t), u(0) =uy € E, (3.4)
onde u'(t) é a derivada de Hukuhara, u: R, — IE, e t, A € R, ou seja,
[u]® = [[ua]?; [uz]®].

A existéncia e unicidade da solugdo de (3.4), para T intervalo fechado de Ry, é
apresentada em Barros et al, Kaleva e Nieto [1, 6] e [11].

Em virtude do Teorema de representacao e levando em conta as operagoes
definidas por (a) e (b), o problema de Cauchy fuzzy: u'(t) = —Au(t), u(0) = ug, é
equivalente a familia de sistemas bidimensionais classicos:

{ Wi ()] = =Au2(®)]”,  [u(0)]* =[ug,]”, O0<a<1,

o o N N (3.5)
[p (O] = =A[m (O], [u2(0)]" = [ug,]”,  O0<a<l,

onde [u1(t)]* e [uz(t)]* sdo os a-niveis da solugdo em cada instante t, [u1,]* e [ug,]®
sao os a-niveis de ug.

Para cada «, a solugdo analitica do sistema descrito por (3.5), conforme Barros
et al [2], é dada por:

[ug (£)]* = [ug,]* — [’LLQO]QBM N [u1,]" + [u%]o‘e#\t

2 5 :
« «@ a o (36)
[u2(t)]o¢ _ [UQO] ; [Ulo] €>\t [UZO] —;— [ulo] eiAt,

Novamente, de acordo com o Teorema de representacao, essas solugoes sao 0s
a-niveis da solugao fuzzy u(t).

Para o sistema dado por (3.6) definimos, em cada instante t, o didmetro do
intervalo [[u1(¢)]%; [u2(t)]?], para os a-niveis 0 < « < 1, da seguinte forma:

diam[[uy (£)]%; [u2(¢)]%] = [ua()]* — [u1(¢)]<, 0<a<l, te0,7]. (3.7)

Com isso, podemos notar que os didmetros, em cada a-nivel, sdo crescentes com
o tempo. Isto pode ser interpretado como o aumento da incerteza com o passar do
tempo, o que é bem razoavel, de fato.
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4. Método Numérico

Para a obtencao das aproximagoes numéricas das solugoes de cada equacao dada no
sistema (3.5), faremos uma discretizacao do intervalo [0, 7], para um T prefixado,
através de um conjunto {0 = tg < t1 < ... < t, = T'}; em seguida, construimos o
esquema numérico para as aproximagoes seguindo o método de Euler, como sugerido
em Ma, Friedman e Kandel [10], que se baseia nas aproximagoes de primeira ordem
para [u}]® e [u5]* dadas pelas diferengas avancadas:

[Z/(ti)]a ~ [Z(ti + h)]z - [Z(ti)]a ) (41)

Dai, chamando z; = z(t;), com t; = tg+ihparal <i<neh= (T —ty)/ne
usando (4.1) em (3.5), teremos:

{ [ulz‘+1] = [ug,]™ = A [uz,]”, 0<ac<l, (4.2)

[u21+1]a = [u%]a —hA [uli}a 0<ac<l

Os cédigos numéricos para as aproximagoes foram desenvolvidos através do
MATLAB, onde incluimos os resultados numéricos para o método de Runge-Kutta
de 4% ordem (para comparagao), que estao apresentados através de graficos, para
melhor visualizagdo. Nas figuras, apresentamos a solugdo numérica fuzzy (Euler(+)
e Runge-Kutta(*)) e a solugao analitica fuzzy descrita por (3.6).

5. Resultados

Para as simulagoes onde aplicamos o modelo, consideramos como condigao inicial,
para todos os materiais radioativos, uma massa “em torno de 100g”, descrita pelo
seguinte conjunto fuzzy:

~ 90
m1o . se 90 <z < 100,
- 10— .
to(x) Tm, se 100 < z < 110, V z €R, (5-1)
0, caso contrario.

O gréfico da figura 1, abaixo, é o conjunto fuzzy dado pela equagao (5.1), onde
os pontos marcados representam os a-niveis utilizados para iniciar as aproximacoes
para os métodos numéricos.

Para a constante de desintegragao A, caracteristica de cada elemento radioativo,
utilizamos os valores apresentados em Bassanezi e Ferreira [3] , para os seguintes
elementos:

e Chumbo (Pb*!1%): X =0,315 x 107! ano™!;
e Radio (Ra?*%) : A = 0,440 x 1072 ano~ L.
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Figura 1: Condigdo inicial dada pela equagdo (5.1)

O intervalo de tempo considerado foi de zero a cento e vinte anos, com 60
iteragdes, ou seja, h = 2,0 para (Pb*'9). A seguir, apresentamos os graficos das
solucdes analiticas e numéricas para o elemento Pb*'0 nas figuras 2 e 3.

T (anos)

0 -400 Massa (g)
Figura 2: Grafico do decaimento de Pb%1?, uy dado por (5.1) e h = 2,0.

Na figura abaixo, apresentamos o resultado obtido na tltima iteracao, ou seja,
em t = 120 anos (figura 3-a). Para o cdlculo do erro que aparece na figura 3-
b, chamando de “u” a solugdo analitica, de “v” a solugao numérica obtida pelo
método de Euler e de “y” a obtida por Runge-Kutta de 42 ordem, definimos o erro
da seguinte forma:

Errogyler = norm (u — v);

ErrORunge—Kutta = norm (u - y)a
onde (u — v) e (u — y) sdo calculados ponto-a-ponto, em cada instante t, e “norm”
é a norma euclidiana, dada por:

M=
=
ol V)

norm (x) =

B
Il
-
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t=120anos; h=2,0 Erro
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Figura 3: Comparagao de resultados para Pb?'°, ug dado por (5.1) e h = 2,0.
Para Ra?%6 obtivemos resultados mais satisfatérios, no sentido de melhor apro-

ximagao entre a solucdo analitica e as numéricas. Na figura 4, a seguir, utilizamos
100 iteragoes e h = 30,0.

T (anos)

0 -400 Massa (g)

Figura 4: Gréfico do decaimento de Ra*?%, uy dado por (5.1) e h = 30,0.

Os resultados apresentados nas figuras 5-a e 5-b, a seguir, mostram a boa apro-
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ximagao obtida pelos dois métodos, cujos graficos estao sobrepostos para o instante
final t = 3000 anos, onde a solugdo analitica se justapde as dadas por Euler(+) e
Runge-Kutta (*).

O erro apresentado na figura 5-b foi calculado da mesma forma, indicada ante-
riormente para a figura 3-b.

t=3000 anos ; h =30,0 Erro
1r 14
0.9
1.2+
0.8f
0.7 1r
0.6
0.8
0.5
0.6
0.4
03r 04f
0.2+
0.2
o1r Runge-Kutta
0 ] ol i i i i
-20 80 0 20 40 60 80 100
() (b)

Figura 5: Comparagao de resultados para Ra®?%, ug dado por (5.1), h = 30,0.

6. Conclusoes

O método produziu aproximacoes bem mais satisfatorias entre a solugdo numérica
fuzzy e a solugdo analitica fuzzy para Ra??¢ (figuras 4 e 5) do que para Pb*'0 (figuras
2 e 3), no sentido que, graficamente, estas solugoes ficam cada vez mais diferentes.
Mais precisamente, verificamos que a diferenga entre os didmetros dos intervalos da
solugao analitica fuzzy para as solugoes numéricas fuzzy, em cada a-nivel, foi um
pouco menor ao longo do tempo em Ra?2¢ comparado a Pb?19,

Apesar disso, foram compativeis com a solucdo analitica fuzzy, uma vez que
os diametros dos intervalos, para cada a-nivel, sdo crescentes com o tempo. Isto
se explica pelo fato que, com o passar do tempo, aumenta a impossibilidade de
afirmar precisamente o valor da emissao de radiagao em cada instante. Este fato
é, tecnicamente falando, uma conseqiiéncia do conceito de taxa de variagao fuzzy.
Esta leva em conta as incertezas passadas e presentes para predizer o futuro, ja que
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u'(t) = f(t,u(t)) e f é uma funcgdo fuzzy. O que, conforme mencionado antes, pode
ser interpretado como aumento da incerteza com o passar do tempo.

A precisdo do método numérico empregado (tipo Euler) é da ordem de h, para
cada iteragdo. Mesmo assim, ele apresentou-se como um método confidvel de apro-
ximagao da solucao para escalas de tempo grande, como no caso do decaimento
radioativo.

Para o a-nivel 1 (« = 1), houve maior similaridade entre os resultados numéricos
fuzzy e a solugao analitica fuzzy. Porém, neste caso a solugao fuzzy coincide com a
solucao deterministica, apresentada no tratamento classico do problema, dado pela
equagdo (3.3), como provado em Barros et al [1].

Cabe observar, que para cada t fixo a solu¢ao u(t) mantém a forma inicial, ou
seja, tipo triangular, o que geralmente nao acontece para outros tipos de condigao
inicial para equagdes diferenciais fuzzy, como a considerada em (3.4).

Em futuros trabalhos, poderemos considerar o parametro A como um conjunto
fuzzy (tipo triangular) de modo a melhorar o modelo, uma vez que o valor de A
apresenta alguma incerteza também.

Abstract. The use of radioactive materials in the last century brought serious
risk to the environment, mainly with reference to radioactive dumps. In this work,
we have proposed a fuzzy model to describe the radioactive decay using fuzzy
differential equations, the classic analytical solution of which is well known. We
use the Euler and Runge-Kutta methods to obtain an approximate solution of
an initial value problem of a fuzzy linear ordinary differential equation modelling
radioactive decay. We compare the numerical results with the fuzzy analitical
solution presented by Barros et al [2] for the similar fuzzy differential equation.
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