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Resumo. A teoria cldssica de Epidemiologia, em geral, ndo considera a dimensao

espacial de transmissao da doenca e em vez disso, assume que todo individuo tem

a

mesma probabilidade de encontrar os outros. Modelos espaciais sdo indispensiveis
para analisar questbes tais como a velocidade com a qual uma doenga se espalha
e o padrdo espacial de prevaléncia da mesma. Holmes [3] considera um modelo
de autématos celulares (AC) para o espalhamento geogréafico de epidemias onde

a transmissao é estritamente local, e compara este modelo com um outro onde

a

transmissdo é global. Em nosso trabalho estudamos outras formas de representar
a transmissdo da doenga entre os individuos em um modelo AC. Além da vizin-
hanca “local”, que inclui os individuos geometricamente mais préximos, incluimos
efeitos “nao-locais” que representam os contatos aleatorios que podem ocorrer entre

individuos distantes. A variagado relativa entre as escalas de transmissao local
global permite analisar diversas situagoes de interesse na dindmica de epidemias.

1. Introducao

(§]

A representacao de epidemias através de modelos matemaéticos tém sido feita ha
quase um século. Dentre os modelos existentes para representar a dinamica de
epidemias devemos destacar o modelo compartimental de Kermack e McKendrick

[4]:
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onde S, I e R representam respectivamente as populacoes de suscetiveis, infectados
e recuperados. Assume-se que individuos recuperados estao imunes, e os infectados

sao automaticamente infectantes.
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Existe um importante parametro que determina o nimero de casos secundarios
produzidos a partir de um individuo infectado. Chamamos este parametro de taxa
de reprodugédo bdsica (Rp). Neste modelo podemos expressa-lo da seguinte forma
[4]: 5

Ry = bt (1.2)

Tanto este quanto outros modelos classicos nao consideram a varidvel espacial
no espalhamento da epidemia. Pelo contrario, é comum supor que as populagoes
de suscetiveis e infectados se misturem homogeneamente. Quando for valida esta
suposic¢ao, entao o termo 35S vai representar o contato entre individuos suscetiveis
e infectantes. Esta relacao é chamada de lei de agdo das massas, e tem origem no
estudo da cinética quimica.

A dinamica espacial deve, entretanto, ser considerada em muitos casos. No caso
de populagoes pequenas e dispersas ou com baixa mobilidade é razoavel admitir que
a mistura entre infectados e suscetiveis nao seja homogénea. Além disso, para estu-
dar o espalhamento geogréafico de uma epidemia é obrigatério que haja no modelo
alguma forma de representacao espacial.

A questao principal é como representar esta dinamica espacial. Muitos dos mo-
delos existentes utilizam Equagoes Diferenciais Parciais [5]. Recentemente, porém,
uma proposta diferente tém sido adotada, onde a populagao é representada como
um automato celular [3] . Nesta abordagem as varidveis de estado do sistema, assim
como o tempo, sao discretos. O sistema é representado espacialmente através de um
reticulado de células que interagem obedecendo a algumas regras de mudanca de
estado. A dinamica do sistema como um todo depende desta interacao local entre
células.

Estando representada a dinamica espacial podemos pesquisar o modelo para
responder a algumas questoes de interesse biolégico relacionadas ao espalhamento
geografico de uma epidemia.

2. Descricao do Modelo

Utilizamos um modelo automato celular para estudar o avanco de epidemias. O
intervalo At representa o passo discreto de tempo adotado. Cada célula representa
um individuo, que pode estar em um entre trés estados : suscetivel (S), infectado (I)
e recuperado (R). A transmissao da doenca é representado como sendo um processo
probabilistico. Cada individuo infectado tem igual e independente probabilidade,
q, de infectar um outro individuo com o qual tenha contato.

Ou seja, a chance de que um individuo suscetivel se torne infectado vai depen-
der do ntimero de contatos que ele estabelece com outros individuos no intervalo
de tempo At, e também da probabilidade q de que cada contato resulte em trans-
missdao. O nimero de contatos por unidade de tempo é um parametro caracteristico
de modelos baseados em individuos, e vamos designé-lo por N.. A probabilidade
de que um individuo se recupere da doenca deve ser também representada, assim
como a probabilidade de morte. Portanto as probabilidades de transi¢ao de estado
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sdo:
transi¢ao interpretacao  probabilidade
S=1 contagio 1—(1—¢q)N,
I=R recuperacao W
I=5; R=S morte b

A populagao é constante, por isso quando um individuo morre, consideramos que
nasce um suscetivel na mesma célula que ele ocupava. Além disso, a populagao é
representada como sendo uniformemente distribuida no espaco.

Um modelo semelhante foi proposto por Holmes [3]. Em seu modelo, dois
padroes gerais de contato poderiam ser representados. No primeiro padrao os con-
tatos sao estritamente locais. Ou seja, um individuo sé pode manter contato e trans-
mitir a doenca para seus vizinhos mais préximos no reticulado. O outro padrao de
contato representa uma populacdo que se mistura homogeneamente, onde se pode
admitir que todos os individuos estao em contato entre si. Para este ultimo caso,
Holmes mostra que o automato celular se comporta de maneira muito parecida com
o modelo SIR baseado em equagdes diferenciais de Kermak-McKendrick (1.1). Por
outro lado, quando apenas os contatos locais sdo considerados, o resultado é difer-
ente em varios aspectos. Ambos padroes de contato representam situagoes extremas
onde ou héd pouca movimentacgao de individuos, ou esta movimentacao é intensa.

Para preencher a lacuna que existe entre estes dois casos extremos, incluimos
neste modelo parametros que permitem representar contatos nao-locais. Designare-
mos por p,; a probabilidade de que um contato nao local seja feito durante o tempo
At. Vamos admitir que este contato seja feito com algum individuo que esteja a
uma distdncia L no reticulado (figura 1). O valor de L deveré estar relacionado
com a distancia média que um individuo percorre durante uma movimentacao, en-
quanto que a probabilidade p,,; esta relacionada a chance de que esta movimentagao
ocorra. Sabemos que esta probabilidade vai depender de muitos fatores, inclusive
sazonalidade. Neste modelo, porém, iremos considerar p,; como sendo constante.

Com isso, nimero médio de contatos que um individuo faz em uma iteracao é:

Nc :Nloc + Dni, (21)

onde Ny, ¢ o numero de contatos estritamente locais.
Para o modelo original de Holmes [3] a taxa reprodutiva bdsica de uma doenca

é dada por :

_ quoc

= ib

ou seja, é proporcional ao ntimero de contatos feitos. No nosso modelo, o niimero
de contatos é dado por (2.1), logo a taxa reprodutiva bdsica é :

Ry

(2.2)

N,
Ry = 12
p+b
Fenomenos tais como espalhamento de epidemias podem ser representados de
modo similar a invasoes bioldgicas [1, 2]. Desta forma o padrao de contato nao local

(2.3)
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Figura 1: Padroes de contato. O individuo indicado com uma bola cheia esté
em permanente contato com seus oito vizinhos mais préximos (assinalados com z).
Entretanto existe uma probabilidade p,; de que, a cada iteragao, este individuo faga
um contato nao local (bola vazia). Este contato serd feito com algum individuo na
circunferéncia de raio L. Nas simulagoes, sempre que hda um contato nao local é feito
um sorteio entre todos as possiveis células na circunferéncia, para que se determine
qual delas sera alvo do contato. Como o espaco é discretizado, pode acontecer que
a distancia L seja tomada aproximadamente.

que foi incluido no modelo através dos parametros L e py, pode ser comparado a
uma forma de colonizagao com migrantes de longa distancia, tal como acontece no
artigo de Shigesada [6] a respeito de invasdes bioldgicas. Neste modelo, a colonia
inicial da espécie invasora cresce a uma velocidade constante, ao mesmo tempo que
gera novas colonias. O processo de colonizacao inclui a gradativa fusao da colonia
mae com as colonias filhas a medida que ambas crescem.

3. Resultados

Nas simulagoes realizadas procuramos observar o avango de um pequeno foco de uma
doenga sobre uma populagdo de suscetiveis. Iniciamos as simulagdes com apenas
um infectado no centro do reticulado, e os demais sdo suscetiveis. Para variar Ry
percebemos, através da equagao (2.3), que algum dos pardmetros ¢, b, ou u deveria
ser escolhido para que seu valor fosse dado em funcao de Ry. O pardmetro escolhido
entao foi q.

Ja quando variamos o valor de L, usamos sempre uma probabilidadade pequena
de contato nao-local (p,; = 0,1). Quando dizemos que L = 0, deve-se assumir que
também p,; = 0. Mesmo com essa probabilidade pequena, é possivel notar que os
contatos nao-locais exercem um papel fundamental no espalhamento da epidemia.

A evolucao dos contingentes populacionais ao longo do tempo estéd representada
na figura 2. Notamos que o parametro L exerce forte influéncia sobre a periodicidade
da epidemia.

Na figura 3 apresentamos padroes espaciais de espalhamento da epidemia. Nos
dois gréaficos onde L # 0 ocorre a formagao de focos secundédrios. A medida que estes
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Figura 2: Evolugdo dos contingentes populacionais ao longo do tempo para difer-
entes valores de L. FEm todas as figuras ¢t = 100. Para todas as simulagoes os
parametros sao os seguintes : Ry = 5;b = 0,01; 4 = 0,1; Nipe = 8; A linha pontil-
hada representa a propor¢ao de suscetiveis(S); a linha mais grossa indica a propor¢ao
de recuperados (R) e a linha mais fina representa a proporcao de infectados(I). As
proprogoes sao calculadas em relagao a populagao total.

focos crescem, eles vao fundindo-se com a colonia principal. Este comportamento é
observado também por Shigesada [6] em seu modelo sobre invasoes bioldgicas.

Os graficos da figura 4 mostram um comportamento médio apresentado pelo
modelo. Ou seja, o eixo vertical representa a quantidade média de infectados em
funcao da distancia do individuo a origem, sendo esta média calculada depois de 30
simulagoes. Este comportamento médio fornece resultados que nos permitem obser-
var um carater deterministico que surge a partir de um modelo que é probabilistico.

Os perfis de onda mostrados na figura 4 parecem sugerir que a tendéncia natural
do modelo corresponde a uma solugao do tipo onda viajante. Todos os perfis mostra-
dos levam um certo tempo adquirir sua forma definitiva, apds o qué permanecem
aproximadamente sem modificagao, transladando-se em oposi¢ao a origem. Basta
apenas verificar se a velocidade com que as ondas se transladam é constante.

Esta verificagao poderia ser feita com o auxilio da figura 5, que mostra a posicao
da onda em funcao do tempo. No trecho final das curvas a evolucao parece linear,
porém nao podemos afirmar com certeza.

Murray [5] apresenta um modelo para o espalhamento de epidemias com equagoes
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Figura 3: Exemplos de padroes espaciais obtidos. As simulagoes representadas
sdo as mesmas que na figura 1. Todos os gréaficos representam o tempo t=150.
Suscetiveis, Infectados e Recuperados sao representados pelas cores preta, branca e
cinza, respectivamente.
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Figura 4: Perfis de onda para diferentes valores de L, com os mesmos parametros
usados na figura 1
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Figura 5: Distancia das ondas em relagao a origem em funcao do tempo.

diferenciais parciais. Em seu modelo a solugao é do tipo ondas viajantes, com ve-
locidade constante. Aparentemente o nosso modelo apresentou o mesmo comporta-

mento.

A curva com L = 20 mostrada na figura 5 ilustra o fato de as ondas demorarem a
se formar. Ela cresce de modo semelhante as outras duas, estando inclusive inferior
a curva de L = 10, até que em aproximadamente ¢ = 70 ela d4 um salto. Ocorre que
em torno daquele instante de tempo a onda passa a englobar colonias préximas, que
crescem isoladas da colonia original. Dali em diante aquela onda nao muda muito

com o tempo.

A velocidade aproximadamente constante ¢ das ondas viajantes foi calculada
para alguns valores de L :

L 0 5 10 15 20 25
c | 0,26 | 0,33 | 0,48 | 0,68 | 0,94 | 1,31
O parametro Ry também influi na velocidade da onda:
Ro | 3 3,2 3,4 3,6 3,8 4 4,2 4,4 4,6 4,8 5
c 0,10 | 0,12 | 0,14 | 0,15 | 0,16 | 0,16 | 0,17 | 0,18 | 0,20 | 0,22 | 0,24

Abstract. In general, the classical Epidemiology theory does not take into account
the spatial dimension of disease transmission, and instead it assumes that each
individual has an equal probability of contacting the others. Spatial models are
unavoidable when questions such as the speed at which a disease spreads and the
spatial pattern of prevalence of that disease are analysed. Holmes [3] considers
a cellular automata (CA) model for the geographic spread of epidemics. In that
model, the transmission is strictly local.

transmission model.

The model is compared with a global
In our work, we study other ways to represent the disease
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transmission among individuals in the CA model. Besides the “local” neighborhood,
witch includes the geometrically nearest individuals, we included “nonlocal”effects,
representing the aleatory contacts that may occur among distant individuals. The
relative variation between the local and global transmission scales may allow us to
analyse several situations of interest in epidemic dynamics.
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