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Resumo. A equagao de complexidade de um algoritmo recursivo pode ser expressa
em termos de uma equagédo de recorréncia. A partir destas equagdes obtém-se uma
expressao assintotica para a complexidade, provada por inducgao. Neste trabalho,
propde-se um esquema de solu¢do de equagdes de recorréncia (lineares e do tipo
divis@o-e-conquista) resolvidas através do aplicativo matematico Maple, resultando
em uma expressao algébrica exata para a complexidade. Desenvolveu-se um proced-
imento no Maple (bloco de comandos) para a solugdo destas equagdes de recorréncia.
O objetivo é obter uma forma geral de calcular a complexidade de um algoritmo
desenvolvido pelo método Divisao-e-Conquista utilizando o aplicativo matemético
Maple.

1. Introducgao

A recursividade é uma técnica de resolver problemas que gera algoritmos com poucas
linhas de cédigo, mas que exigem no seu desenvolvimento um alto grau de concen-
tragao. Os algoritmos recursivos sao portanto mais dificeis de serem analisados, pois
possuem as informagoes mais concentradas e dentro de um raciocinio matemadtico
mais elaborado, que é o principio de indugao. Sabe-se que o tempo de execucao do
algoritmo recursivo é penalizado em alguns compiladores, o que torna o cédlculo de
eficiéncia mais interessante na comparagao de dois ou mais algoritmos. Entretanto,
o calculo da complexidade para algoritmos recursivos € muito mais complicado que
para algoritmos nao recursivos. Em geral, a equagao de recorréncia que define a
complexidade do algoritmo é provada por induc¢ao, o que exige uma determinagao
de uma férmula candidata da complexidade, a priori [12].
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Muitas vezes, 6timos programadores e projetistas de algoritmos possuem certa
aversao ao desenvolvimento de técnicas matematicas de prova, o que lhes torna
dificil o cdlculo da complexidade de algoritmos recursivos. Realmente o tratamento
usual desse célculo é numa primeira fase bastante abstrata (descoberta da fungao
candidata & complexidade) e numa segunda fase meio massante (prova por indugao).

Uma metodologia de cdlculo da complexidade se faz necessaria, para tornar o
estudo de complexidade uma atividade habitual. E importante que sejam desen-
volvidas facilidades que tornem essa tarefa mais acessivel. Considera-se que o ensino
de algoritmos acompanhado de facilidades para o calculo de complexidade é capaz
de desenvolver um novo perfil de projetista de algoritmos, um projetista preocupado
com a eficiéncia do algoritmo e compromissado com o cédlculo de complexidade.

Este trabalho apresenta uma metodologia para o cdlculo da complexidade de
algoritmos recursivos, que dispensa a prova matemdtica e ao invés disso guia o
projetista na formulacao da equagao caracteristica de complexidade e a utilizacao
do aplicativo de programagao simbdlica Maple para soluciona-lo.

2. Analise da Complexidade

A andlise de um algoritmo tem como objetivo melhorar, se possivel, seu desempenho
e escolher dentre os algoritmos disponiveis o melhor. Existem varios critérios de
avaliagao de um algoritmo como: quantidade de trabalho requerido, quantidade de
espago (memoria) necessario, simplicidade e exatiddo da resposta [7].

O termo Complexidade refere-se, em geral, aos requerimentos de recursos neces-
sarios para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto de vista
computacional, ou seja, é a quantidade de trabalho despendido pelo algoritmo. A
quantidade de trabalho requerido por um algoritmo nao pode ser descrita simples-
mente por um numero, pois o nimero de operacoes basicas efetuadas, em geral nao
é o mesmo para qualquer entrada, mas depende do tamanho da entrada. Para medir
a quantidade de trabalho despendido por um algoritmo, é escolhida uma operagao
fundamental e entao é contado o niimero de chamadas dessa operagao na execugao
do algoritmo. Neste trabalho a medida de complexidade considerada é a do Pior
Caso.

Apesar da complexidade ser tratada como uma medida muito particular da classe
do algoritmo que esta sendo analisado, alguns aspectos do calculo da complexidade
néo dependem do que faz o algoritmo mas somente de sua estrutura [13]. Dado um
algoritmo a, a complexidade é definida pela fungao T'(a): N — N, a qual, dado um
tamanho de entrada n, leva ao ntimero méaximo de operagoes bdsicas necessarias
para executar a, considerando-se todas as entradas de tamanho n. Normalmente,
o algoritmo a estd bem determinado, entdo usa-se somente a notagao 7'(n), para a
complexidade do algoritmo a para uma entrada de tamanho n.

Um algoritmo recursivo, assim como os desenvolvidos por Divisao-e-Conquista,
por conter em seu corpo uma chamada para si mesmo também tera, na equagdo
de complexidade, uma chamada a si mesmo (fungao de complexidade), resultando
numa equacao de recorréncia. Esta equacao de recorréncia é composta pela com-
plexidade de uma chamada mais a complexidade resultante das chamadas recursi-
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vas, colocadas como uma ocorréncia de uma fungao T para um tamanho de entrada
menor que o original.

A fungdo T'(n) é escrita em fungao de T'(r(n)); ou seja, um problema de tamanho
n usa a solu¢gdo de problemas menores de tamanho r(n) (r(n) < n), chamado
tamanho do subproblema. Assim, tem-se a equacao de recorréncia geral:

b, n = ng
T(n) = { (2.1)
f(n)+mT(r(n)), n>ng

onde b é uma constante e é a complexidade da base da recursividade quando tem-
se um elemento (T'(n < ng)), f(n) é a complexidade de uma chamada recursiva
podendo ser constante (f(n) = b), exponencial (f(n) = b™) e polinomial (f(n) =
bn®), m é o niimero de subproblemas em que o algoritmo foi decomposto ou o niimero
de chamadas recursivas, 7(n) o tamanho do subproblema e T'(r(n)) a complexidade
resultante da chamada recursiva para resolver um problema de tamanho 7(n).

Em [8] foram estudados vérios casos para r(n), ou seja, véarios tamanhos de subpro-
blemas: r(n) =n—1,r(n) =n—eccome =2ee =3,r1(n) = (n—1)+ra(n) = (n—2)
(dois subproblemas de tamanhos n —1 e n—2) e r(n) = (n/c). Outro fator impor-
tante na complexidade é o nimero (m) de subproblemas, nesse caso a dicotomia
se dd em m = 1 e m > 1. Este trabalho serd aqui exemplificado em dois casos
frequentemente encontrados na pratica.

3. Equacoes Caracteristicas para a Complexidade

A Complexidade de um algoritmo recursivo é expressa por uma equagao de recor-
réncia, apesar de apresentar-se diferentemente de um formato algébrico. A equagao
de complexidade usualmente apresenta-se como a equacao (2.1) ao passo que no
formato algébrico correspondente: x, —ma,,) = f(n). As equagdes caracteristicas
sdo comumente usadas para resolver equagoes em diferengas, escritas na forma de
equagoes de recorréncia, que podem ser homogéneas ou nao-homogéneas.

Uma recorréncia linear com coeficientes constantes é assim expressa

gLy + a1Tp 1 + a2%p 2+ -+ apTp_k = g(n). (3.1)

Se g(n) é igual a zero, a equagao é dita homogénea e tem a forma

0Ty + Q1Tp—1 + Q2Tpy_o + -+ + apxp_1 = 0. (3.2)

A forma homogénea corresponde uma equagao caracteristica, cuja solugao resolve
a recorréncia. A equagao caracteristica associada & recorréncia homogénea linear,
assume o formato algébrico

agr™ + a1 4 agr" T 4 - 4 apr" T =0, (3-3)

onde cada a; é constante [4].
O polinémio correspondente a equagdo (3.3) é chamado Polinémio Caracteristico
e suas raizes chamadas Raizes Caracteristicas. As raizes definem a solugdao da
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recorréncia homogénea. Conforme [4], [9] e [2] a equacdo (3.2) tem solugao geral do
tipo @, = r™ onde r é a raiz da equagdo caracteristica (3.3). Se o polindmio carac-
teristico possui mais de uma raiz, a solugao geral tem a forma de uma combinagdo
linear das raizes, e se as raizes possuirem multiplicidade maior que 1 a solugao tera
a forma de um polinémio em n com o grau igual ao nimero de raizes [10].

A maijoria dos problemas resolvidos recursivamente, apresentam equagoes de
recorréncia, de forma ndo homogénea, precisando, inicialmente, serem homogenei-
zadas para entdo se obter uma equacdo caracteristica. Lueker [9] foi o primeiro
a usar equagoes caracteristicas para resolver equacoes de recorréncia, mais tarde
tem-se Knuth [5], Brassard [2] e outros.

4. Aplicacoes do Método

Nesta secao serao apresentados dois exemplos, no primeiro ilustra o caso do
problema que é dividido em subproblemas e entao resolvido (r(n) =n/c, m =c¢; ¢
constante). No segundo caso o problema original, apés uma decomposigdo, terd
problemas cada vez menores, numa cadeia de passo constante (r(n) = n —¢, ¢
constante).

4.1. Recorréncia do tipo Divisao-e-Conquista

O método serd ilustrado com o algoritmo MazMin [7], que destina-se a encontrar o
maximo e o minimo entre os elementos de uma lista entre as posigoes i e j.

O algoritmo inicializa as variaveis fmaz e fmin, a lista é repartida em duas listas de
tamanhos aproximadamente igual a metade da original e o procedimento MaxMin é
chamado para cada uma delas. Esse procedimento recursivo é efetuado até as listas
posuirem tamanhos 1 ou 2.

Analisando o algoritmo verifica-se que dada entrada de um problema de ta-
manho n, este é partido em dois subproblemas de tamanho n/2 (isto é m = 2,
r(n)=n/2), além disso é facil ver que exceto pelas chamadas recursivas o algoritmo
tem complexidade constante. Tem-se entao uma equagao de recorréncia do tipo

b, n=1

0 ={ V" aru, ho (1)

Para resolver a equagdo de recorréncia (4.1) realiza-se uma mudanca de varidvel n

por 2% originando uma nova recorréncia em termos de t;, definida por t; = T'(2%).

Deste modo, a recorréncia em T'(n) é definida como uma fungdo de T'(n/2), fica
assim

t; = T(2") = 27(2"71) + b, (4.2)

reescrevendo em termos de t;, tem-se
ti — Zti_l = btl = b, (43)

onde t; é a condigao inicial do algoritmo.
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Agora é necessario homogeneizar a equagao (4.3), isto é, zerar o lado direito da
equagdo. Isto se faz reescrevendo a equagao (4.3) para ¢ — 1 e somando as duas:

t; —3t;_1+2t;_2=0. (4.4)
Como equagao caracteristica, associada a equagdo (4.4), tem-se
P2 (r? — 3r42) =0,

cujas raizes nao nulas sao ry =2 e ro = 1.

A partir deste momento, o aluno pode usar o Maple para finalizar o cdlculo da
complexidade do algoritmo. O restante do método serd explicado por etapas, onde
cada etapa correspondera ao desenvolvimento tedrico e o comando referente a este
procedimento.

Inicializagao: Inicia-se a sessdo do Maple, criando uma Worksheet (nome rela-
tivo a cada sessdo que se inicializa no aplicativo).

Entrada do Polinomio Caracteristico: Utiliza-se o comando factor e expand
para que o polinoémio caracteristico (r? —3r+2) seja exibido no formato matemaético,
assim da-se como entrada o seguinte comando:

>f:=expand(factor(r~ 2-3*r+2));

( “” indica que a resposta deve ser exibida na tela).

Calculo das Raizes Caracteristicas: Utiliza-se o comando solve e a varidvel raiz.
A entrada do comando fica:

>raiz:=solve(f,r);

Solucdo geral em termos de t;: Com as raizes caracteristicas constroi-se a solugao
geral da equacao (4.2):

ti = 012i + Czli. (45)

No Maple entra-se com:
>t[i]:=cl*raiz[1]" i + c2*raiz[2]" i;
Solug¢io Geral em termos de T(n): Considerando que T'(2°) = t; e, em con-
seqiiéncia,
T'(n) = tiog, n, (4.6)

(pois n = 2% e i = log, n, tem-se a solugao geral da equacao de recorréncia (4.2):
T(n) = cin+ co. (4.7)

No Maple, atribui-se & varidvel i o logaritmo de base 2 de n e & T(n) a solugao
geral, correspondendo aos seguintes comandos:

>i:=log[2](n);

>T(n):=cl*raiz[1]"i 4+ c2*raiz[2]"i;

Mudang¢a de Base: Caso seja necessario realizar uma mudanca na base, por
exemplo: 319827 = plog2m 1o Maple corresponderd aos comandos

>ii:=log[2](3);

>T(n):=cl*n" ii+c2*raiz[2]" i;

Construgao do Sistema de equagoes: Substituindo n = 1 e n = 2 na equagao
de recorréncia (4.2) obtém-se T'(1) = b e T'(2) = 3b, os termos independentes do
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sistema. Substituindo n = 1 e n = 2 na equacdo (4.7) obtém-se T'(1) = ¢1 +c2 €
T(2) = 2¢1 + ¢a, assim tem-se o sistema:
T(l) =c1 4+ =)
{ T(Q) = 281 + o = 3b
que possui como solugao ¢; = 2b e co = —b.

No Maple, primeiro deve-se chamar a biblioteca que contém os procedimentos
para resolugao de problemas de dlgebra linear, o comando é:

>with(linalg):

(utiliza-se “” para que nao aparegam na tela todos os procedimentos)

E para construgao do sistema linear usa-se uma varidavel sys que receberd o
sistema de equagoes, do seguinte modo:

>sys:=(cl4c2=b, 2*c14+c2=3*b);

Solucdo do Sistema de equacdes: A resolugao do sistema de equagOes ocorre
através do comando solve em relagdo as constantes ¢; e ¢a. Para melhor visualizar
a solugao do sistema de equagdes, atribui-se a varidvel soll os comandos factor e
simplify, que, como os nomes sugerem, fatoram e simplificam a solucao final:

>sol:=solve({sys},{cl,c2}):

>sol1:=factor(simplify(sol)):

Solugao Ezata da Complexidade: Usa-se os comandos simplify (para simplificar
a solugdo final), subs (que substitui a solugao do sistema de equagdes em T'(n)) e
power (para apresentar a solugdo final em ordem crescente de expoente).

> Tn:=simplify(subs(soll,T(n)),power);

O aplicativo retornard: Tn = b(2n — 1) como solugdo da equagdo (4.2).

4.2. Recorréncia Linear

Nesta segao apresenta-se recorréncia linear de primeira ordem, conforme a classi-
ficacdo de [10]. Para este caso, o método serd ilustrado com o algoritmo de Particao
Recursivo, [8] que consiste em particionar os elementos de um vetor de tal forma que
ao final todos os elementos maiores ou iguais a um certo elemento (pivot) estarao
a direita dele enquanto os menores estarao a esquerda. Este exemplo é uma versao
do algoritmo Particao devido a C.A. Hoare [6].

Este caso é interessante porque tem mais de uma operagao fundamental, entao
a complexidade é obtida considerando as duas operagoes, com pesos diferentes.
Chame p; o peso da operacao de comparagao e ps o peso da operacao de troca.
O pior caso ocorre quando todos os elementos sao trocados, entao a cada execucao
para um problema de tamanho n sao realizadas duas comparagoes, uma troca e
uma chamada recursiva para um problema de tamanho r(n) = (n — 2). A equagao
de recorréncia fica

_ 2p1, n<l1
I'n) = { 21+ p2+T(n—2), n>1 (4.8)

onde f(n) =2p1 +ps, m=1 e r(n)=(n—2).
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Para resolver a equacao de recorréncia (4.8), coloca-se esta equagdao no formato
algébrico e define-se as condigdes iniciais:

To =2p1, T1=2p1, Tp—Tp_2=2p1+ po. (4.9)

Agora é necessdrio homogeneizar a equagao (4.9), isto é, zerar o lado direito da
equagdo. Isto se faz reescrevendo a equacio (4.9) para n — 1 e somando as duas:

Ty — Tp_1 — Tp_o + Tp_3 = 0. (4.10)
Como equagao caracteristica, associada a equagao (4.10), tem-se
33—t —r4+1) =0,

cujas raizes, nao nulas, saory =rg =1 er3 = —1.
Para finalizar o cdlculo da complexidade do algoritmo utiliza-se o Maple.

Inicializagdo: Inicia-se a sessao do Maple, criando uma Worksheet.

Entrada do Polinomio Caracteristico: Utiliza-se o comando factor e expand
para que o polindmio caracteristico (1> — r?2 — r + 1) seja exibido no formato
matematico, assim da-se como entrada o seguinte comando:

>f:=expand(factor(r” 3-r~ 2-r+1));

Calculo das Raizes Caracteristicas: Utiliza-se o comando solve e a varidvel raiz.
A entrada do comando fica:

>raiz:=solve(f,r);

Solucdo geral em termos de x,: Com as raizes caracteristicas constréi-se a
solugdo geral da equagdo (4.9):

Xy =c1+con+cz(—1)™. (4.11)

No Maple entra-se com:

>x[n]:=cl*raiz[1]" n+c2*raiz[2] " n*n+c3*raiz[3]" n;

Construcao do Sistema de equagoes: Substituindo n = 0, n = 1 e n = 2 na
equacao de recorréncia (4.9) obtém-se 1 = 2p;, x2 = 2p; e x3 = 4p1 + p2, 08
termos independentes do sistema. Substituindo n =0, n = 1 e n = 2 na equagao
(4.11) obtém-se xy = ¢1 + ¢3, 1 = ¢1 + 2 — 3 € 2 = ¢1 + 2¢5 + ¢3, assim tem-se o
sistema:

To=c1 +c3 = 2p;
T1=1c1 +cy —c3=2p;
T2 =1+ 2c3 + c3 = 4p1 + po.

No Maple, primeiro deve-se chamar a biblioteca que contém os procedimentos
para resolugao de problemas de dlgebra linear, o comando é:

>with(linalg):
E para construgao do sistema linear usa-se uma varidvel sys que receberd o sistema
de equagoes, do seguinte modo:

>sys:=(cl4c3=2%pl,cl+c2-c3=2%pl,cl+2*c2+c3=4%pl+p2);
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Solugio do Sistema de equagdes: A resolugdo do sistema de equagdes ocorre
através do comando solve em relagdo as constantes ¢y, co e c3. Para melhor vi-
sualizar a solugao do sistema de equagoOes, atribui-se a varidvel soll os comandos
factor e simplify, que fatoram e simplificam a solucao final:

>sol:=solve({sys},{cl,c2,c3}):

>soll:=factor(simplify(sol)):

Solugao Exata da Complexidade: Usa-se os comandos simplify (para simplificar
a solugao final), subs (que substitui a solugao do sistema de equagoes em x[n]) e
power (para apresentar a solugao final em ordem crescente de expoente).

>T(n):=simplify(subs(soll,xn),power);

O aplicativo retornara:

1 3 1 1 1
T (n) = - Op - = ) = - 4.12
(n)=mn (p1 + 2172) + 5P P2 +(—1) (2171 + 4p2> (4.12)

como solugdo da equagao (4.8),

6p1 — p2 4p1 + 2po 2p1 + po
= ————jc3=——).

4.1
1 e 1 iC3 1 (4.13)

(c1 =

5. Conclusao

O célculo da complexidade de algoritmos recursivos nao é uma tarefa trivial. Da
andlise de um algoritmo recursivo a obtencao da equacao de recorréncia que descreve
sua complexidade, é um procedimento mais ou menos direto, que nao requer muito
esfor¢o, pois na realidade os dois tem o mesmo formato matematico: algoritmo
recursivo, equacao de recorréncia. Essa etapa fica muito clara quando se trata de
algoritmos desenvolvidos por Divisdo-e-Conquista, como em [12]. O mais dificil é
resolver a equacao de recorréncia. A solucdo da equacdo de recorréncia através
de equagoes caracteristicas dispensa a prova por inducao, tornando desnecessario
o conhecimento a priori da solugdo da complexidade. Através deste método a
equagao de complexidade é resolvida diretamente pelo aplicativo matematico Maple,
obtendo-se, em muitos casos, a solugao exata, ou seja, o niimero exato de operagoes
efetuadas pelo algoritmo, e ndo somente a ordem de complexidade. A soluc¢do nao
serd exata quando a equacao de recorréncia nao é exata.

Existem alguns algoritmos recursivos que nao apresentam uma equagao de re-
corréncia direta e nesses casos equagoes caracteristicas nao sao aplicados tao direta-
mente para sua solugao, entretanto, grande parte dos algoritmos mais importantes
podem ser resolvidos com expressoes caracteristicas, tanto para o caso médio como
para o pior caso.

O principal resultado deste trabalho é a apresentacao de um método para o
célculo da complexidade de algoritmos recursivos, que dispensa a prova matemaética
por inducao e ainda utiliza um aplicativo de programacao simbdlica, que substitui o
trabalho manual, para obter a complexidade exata do algoritmo recursivo analisado.

Outro ponto interessante a ser ressaltado é a utilizacao do aplicativo Maple para
calculo da complexidade, sendo que este foi desenvolvido, a principio para resolugao
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de problemas simbodlicos como: derivadas, integrais, solucao de equacoes lineares,
algebra, fungdes trigonométricas, etc.

Lueker [9] utilizou equagdes caracteristicas para resolver equagoes de recorréncia,
Brassard [2], usou equagoes caracter{sticas para calcular a ordem de complexidade
dos tipos mais usuais de equagoes de recorréncia (recorréncia completa: com todos
os termos) que definem complexidade no pior caso de algoritmos recursivos. Em [§]
sdo desenvolvidos muitos casos (0s mais representativos), com a solugao exata da
equacao, evitando o cdlculo massante da resolucao do sistema de equacoes e substi-
tuicao das constantes na solucao final. Essa tarefa em casos mais complicados como
por exemplo, na falta de algum termo na recorréncia (caso nao tratado por Bras-
sard) pode ser muito trabalhoso e entdo a utilizacdo de um aplicativo matemdtico
como o Maple é quase indispensdvel. No caso de 7(n) = (n — 3) por exemplo, [§]
que da origem a um sistema de cinco equagdes e um polindmio caracteristico com
duas raizes complexas e trés raizes reais, a solugdo sem o uso de um aplicativo de
programagao simbdlica seria impraticavel.

Abstract. The complexity equation of a recursive algorithm can be expressed by a
recurrence equation. From these equations, an asymptotic expression for complexity
can be obtained and proved by induction. In this work, a scheme for the solution
of recurrence equations (linear and divide-and-conquer type) is proposed solved
using the mathematical package Maple, resulting in an exact algebraic expression
for complexity. A procedure was developed in Maple (block of commands) to the
solution of these recurrence equations. The objective is to obtain a general form
to calculate the complexity of an algorithm developed using Divide-and-Conquer
method using the mathematical package Maple.
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