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Resumo. O problema da precificagao de opgoes européias foi resolvido pela férmula
de Black e Scholes (Black, Scholes [1]). Para a derivagdo do modelo, supde-se (além
de outras coisas), que o prego da agdo subjacente tem volatilidade constante e
segue um movimento Browniano. Claramente a suposicao de volatilidade constante,
nao é realista: no mundo real, a volatilidade constitui ela mesma uma varidvel de
estado que deve ser considerada separadamente. Por causa dessa simplificacao,
os precos obtidos utilizando a férmula de Black e Scholes apresentam vieses em
relagdo aos valores reais das opgoes observados no mercado. A férmula de Black-
Scholes, entdo, ndo é véalida sob essa suposicdo, e existem varios trabalhos onde a
volatilidade é considerada numa forma mais geral. Entre eles, vamos mencionar o
artigo de Hull ¢ White (Hull, White [4]), onde analisa-se um modelo para o prego
de uma opg¢ao de compra européia no caso de que a volatilidade do prego da agao
subjacente é aleatéria e independente do mesmo. Em nosso trabalho generalizamos
o estudo de Hull e White em vérias dire¢Ges. Primeiramente, consideramos o efeito
de dividendos no prego da call européia, obtendo uma expressao aproximada do
mesmo. Utilizando a férmula correspondente & paridade put-call no caso de opgoes
de agoes com dividendos obtivemos também uma expressao para o prego de uma
put (européia) de agdes com dividendos. Fizemos diversas simulagoes numéricas
para estudar a variagdo dos pregos com os diferentes parametros envolvidos e para
comparar os valores obtidos com aqueles dados pela férmula de Black-Scholes.

1. Introducao

A Matematica Financeira vem sendo uma das areas em desenvolvimento mais
rapido nas corporagoes bancarias e mundiais. Isto traz intrinseco um impeto cres-
cente para o aprimoramento de modelos e métodos matematicos.

E nesta drea em expansao significativa que abordaremos o tema da precificagao
de opgoes européias de agoes com dividendos e volatilidade estocéstica.

Entendemos uma opgao como um direito de comprar ou vender um subjacente
(no nosso caso é a agdo) numa data futura (data de expiragao) por um determinado
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De especial importancia sao as opgoes de agoes, ou seja, geralmente um contrato
para comprar ou vender 100 agoes de uma certa empresa.

Os principais participantes desses mercados podem ser identificados como:

- Hedgers - sao aqueles que enfrentam o risco associado ao prego e que usam o
mercado de opgoes para reduzi-lo ou elimina-lo e com isso asseguram o prego da
acdo. Entdo, o prego a ser pago ou recebido estd assegurado. Contudo, ndo ha
certeza de que o resultado com o hedging serd melhor do que sem ele;

- Especuladores - desejam apostar nas oscilagoes futuras de prego de uma agao.
Um investidor que acredita que uma acao vai subir pode comprar alguma quantia
naquela companhia. Se ele estiver correto, ganha dinheiro, caso contrario, perde;

- Arbitradores - estdo no negdcio para se aproveitar da discrepancia entre os
precos em mercados diferentes. Pretendem obter um lucro sem risco, realizando
transagoes simultaneas em mercados diferentes. Podemos dizer que a simples ex-
isténcia de arbitradores significa que, na pratica, nao havera oportunidades de arbi-
tragem porque quando eles comprarem a ac¢ao num determinado mercado, as forgas
de oferta e procura farao seu preco subir; do mesmo modo, quando eles venderem
a acao num mercado diferente, seu preco caird. Os dois precos, entao, irao rapida-
mente tornar-se equivalentes a taxa de cambio corrente.

No mercado de opgoes, existem basicamente dois tipos: as opgoes de compra
(calls) e as opgoes de venda (put) que respectivamente, como o préprio nome sugere,
oportunizam o direito de compra ou venda de um subjacente.

O prego de uma opgao de agoes pode ser afetado por algumas varidveis, tais
como: preco atual da agdo, preco de exercicio, data de vencimento, taxa de juro
livre de risco, volatilidade do prego da agao e dividendos esperados durante a vida
da opgao.

O primeiro e mais direto fator que influencia o prémio de uma opcao é o seu
preco atual (que representaremos pela letra .5).

O prego de exercicio da opgao (que representaremos pela letra X)) refere-se ao
valor futuro pelo qual o bem serd negociado.

Outro fator que afeta o prego da opgao é a data do vencimento, ou seja, o dia
em que a posicao sera exercida. Aqui, precisamos diferenciar dois tipos de opgoes:
as americanas e as européias. Aquelas podem ser exercidas a qualquer momento,
até o vencimento. Estas podem ser exercidas somente na data de expiragao. Rep-
resentaremos o tempo de expiracao pela letra T

A taxa de juro livre de risco (r) igualmente afeta o prego da agéo de forma que
quando crescem as taxas de juro, os precos da acao tendem a cair, o que eleva o
preco das opgoes de venda e diminui os pregos das opgoes de compra.

A medida da incerteza quanto as oscilagoes futuras no prego da opgao de agoes é
a definigao de volatilidade (o). Em termos estatisticos, é o desvio padrdo do prego
da acao fornecido em um ano. Os seus valores tipicos estao no intervalo de 0,2 a
0,4 ao ano.

Um sexto e ultimo fator que influencia no prego de uma opgao sao os seus divi-
dendos (Dg). A palavra dividendo deve ser interpretada, no contexto da precificacao
de opgoes, como a reducao no prego da agao na data ex-dividendo (quando seu prego
cal a um valor que reflete o dividendo pago por agdo), causada pelo préprio divi-
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dendo. Em outras palavras, dizemos que dividendo é o pagamento efetuado ao
possuidor da agao pela companhia emissora de parte do lucro da empresa.

2. Um Modelo de Precificacao para Acgoes com
Dividendos

Ja vimos que os dividendos sao pagamentos efetuados a acionistas dos lucros obtidos
pela companhia. Somente o acionista recebe dividendos, o detentor da op¢ao nao
recebe. Companhias individuais geralmente fazem dois ou quatro pagamentos ao
ano.

Vamos considerar uma estrutura simples de pagamento. Suponha que em um
tempo dt a acao subjacente paga um dividendo DySdt onde Dy é uma constante.
O dividendo produzido é definido conforme a proporc¢ao do prego da acao pago por
unidade de tempo.

Primeiramente, consideramos o efeito dos pagamentos de dividendos no prego
da acao. Consideracoes de arbitragem mostram que em cada espaco de tempo dt,
o prego da agao deve cair pela quantia de pagamento de dividendos, Dodt ; além
disso existem as oscilagbes costumeiras. Entao, o prego de uma agao é um processo
estocdstico, visto que tem uma varidvel aleatoria dependente do tempo e segue a
equacao diferencial, conforme apresentado no livro de Wilmott e Dewynne ([7] p.
91):

dS = (¢ — Do)Sdt + 0 Sdz, (2.1)

que é a representagdo matematica de um modelo simples de precificagao.

Podemos ver que ao preco de uma agdo associamos um retorno esperado (¢)
acompanhado da redugdo no preco da agdo (Dy) e uma volatilidade (o), ambos
considerados constantes para este simples modelo.

J4 Z(t) representa um movimento Browniano (ou Processo de Wiener) com as
seguintes propriedades:

1. 0 <ty <ty <...<tyentdoz(t;)—2(t;—1) e Z(t;—1)—2(t;_2) sdo independentes
parai=1,2,...,n. B

2. Se 0 < s < tentdo Z(t) — Z(s) é uma varidvel aleatéria com distribuigéo
normal, média zero e variancia t - s.

2.1. Precificagao de Opcgoes Européias de Agoes com o Uso
do Modelo de Black-Scholes

O estudo da precificacao de opcoes de agoes teve uma importante contribuicao de
Fischer Black e Myron Scholes [1].

Black e Scholes (B-S) partiram das seguintes hipSteses:

1. O preco da acao segue o modelo lognormal, isto é, o que fundamenta é
o movimento aleatério (mudangas proporcionais no pre¢o num curto perfodo de
tempo sdo normalmente distribuidas). Ainda podemos dizer que neste modelo, a
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volatilidade e o retorno esperado sao constantes, ao passo que as variaveis s6 podem
ser positivas.

2. A taxa de juro livre de risco e a volatilidade da ag@o sdo fungoes conhecidas
do tempo ao longo da vida da opgao.

3. Nao existem custos de transacdo associados as carteiras (portfolios).

4. A agdo ndo receberd nenhum dividendo durante a vida da opgao. (Esta
suposicdo pode ser derrubada se os dividendos forem conhecidos anteriormente).

5. Nao hé possibilidades de arbitragem, ou seja, travar um lucro sem risco,
realizando transacoes simultaneas em mercados diferentes.

6. A negociagao com titulos é continua.

Embasados nessas premissas, podemos afirmar que o elemento chave das teorias
de Black e Scholes que conduzem as suas formulas de precificacao é que na auséncia
de oportunidades de arbitragem o retorno da carteira em qualquer periodo curto de
tempo deve ser a taxa de juro livre de risco.

Com isso, podemos apresentar o que B-S propuseram para opcoes européias de
acoes com dividendos, considerando D constante.

A partir da aceitagdo do fato de que o preco da agdo segue a equacdo (2.1)
mostrada anteriormente, B-S demonstraram utilizando consideragoes de arbitragem
que o preco da opgdo de compra européia, supondo que temos uma opgao cujo valor
é C(S,1), satisfaz a Equagao Diferencial, apresentada em Wilmott e Dewynne ([7]
p. 92):

1 2
%—f + 50252% +(r— DO)S% —rC =0. (2.2)
Com as condigoes de fronteira:

C(S,t) = max(S — X,0),
C(0,t) =0,

C(S,t) = Se=Po(T=1 quando § — oc.

Vamos agora apresentar a solucao analitica da opcao de compra européia com
dividendos quando a taxa de juros e a volatilidade sao constantes.
Neste caso, para uma opgdo de compra, temos:

C =e DTSN (dyg) — Xe " T N (dy), (2.3)
onde N é dado por

N(z) = \/%/z e 2t gt (2.4)

log (%) + (r— Do + 30%)(T — 1)
ovT —t ’

dl(] =
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log (£) + (r — Do — 20*)(T — 1)
oI —1t

Para encontrarmos a solugao duma opgao de venda usamos a relagao

= d10 70’\/T7t. (26)

dy =

C+Dy+Xe T =py45s, (2.7)

chamada paridade entre opgoes put e call.
Estas opg¢oes podem ser combinadas de tal modo a apresentarem correlagoes
entre si de modo que podemos determinar que o preco duma opg¢ao de venda é:

P=C+Dg+Xe T g, (2.8)

Vale ressaltar que se considerarmos Dy = 0, ou seja, referirmo-nos a opgoes de
acoes que nao pagam dividendos, caimos no modelo cldssico de Black e Scholes.

3. Opcgoes Européias de Acgoes com Dividendos e
Volatilidade Estocastica

Vimos que o problema da precificacao de opgoes européias foi resolvido pela férmula
de Black e Scholes (Black, Scholes [1]). Neste modelo, supde-se que o preco da agao
subjacente tem volatilidade constante e segue um movimento Browniano.

Porém, a suposicao de volatilidade constante nao é verdadeira. No mundo real,
a volatilidade constitui ela mesma uma varidvel de estado que deve ser considerada
separadamente.

Em nosso trabalho consideraremos o efeito dos dividendos no prego da call eu-
ropéia, obtendo uma expressao aproximada do mesmo para o caso da volatilidade
estocastica. Obteremos também, utilizando a férmula correspondente a paridade
put-call, uma expressao para o preco duma put européia.

3.1. Um Modelo para a Volatilidade Estocastica

Seja dS = (¢ — Dg)Sdt + cSdz, onde V = o2 (V = volatilidade) obedece o seguinte
processo estocastico:

dV = pVdt+EVdz, (3.1)

onde p refere-se ao valor médio esperado da volatilidade e ¢ a variancia da volatili-
dade. O z é um movimento Browniano.

Hull e White partiram das seguintes hipdteses:

1. u e & nao dependem de S;

2. co-variancia (dz,dz) = 0.
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3.2. Obtencgao das Foérmulas de Precificagao de Opcoes Eu-
ropéias

Supondo dV = puVdt + £Vdz e um argumento de arbitragem (semelhante aquele
de Black-Scholes) demonstra que o prego duma call européia satisfaz a equagao
diferencial parcial:

2 2
% 1 0252E + 2p0355£ + V2| —rC = ’I“S@ — NU2@,
ot 2 052 asov oS ov
com condigoes de fronteira semelhantes as de Black-Scholes.

Resolver explicitamente esta equacao é muito mais dificil que resolver a equacao
de Black-Scholes com volatilidade constante. Por isso, propomos uma aproximagao
(desenvolvimento em série) para a solucao, baseados no artigo de Hull e White [4].

Para obtermos as férmulas que nos propomos seguimos o raciocinio abaixo ex-
posto.

A solugao estd dada pela integral:

C(Shy0?) = / CV)(V)/o?)dT,

onde C'(V) corresponde ao preco de uma call européia do modelo de Black—SchleS:
Nao parece ser possivel obter uma forma analiti_ca para a distribuicao de V. E,
portanto, possivel calcular todos os momentos de V' quando p e £ sao constantes.

Quando p # 0:

Ey = @01y,
( ) - M(T — t) 0
_ 2u+€%)(T—1) w(T—t)
E(VQ) _ 2e n 2 ( 1 e ) V2,
(n+2)2u+ )T =1 wT—1)> \2u+&  p+&
E, quando p=0: .
E(V) = Vo,
7 o AT (Tt —1)
E( ) - 54(T o t)2 % ’
—s. ST 98T L 6e2(T — 1) 48
E(WV") = i
(V ) 3€G(T _ t)3 VO
Expandindo C'(V') em uma série de Taylor, temos
= 0C = — 10°C=_= —, 10°C = = —
2 = —_E — Y E — 2 - E — 3 .
C(S,0;) =C(V)+ =BV V)+28V2(V) (V=V) +6873(V) (V=V)’+
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Considerando:

podemos encontrar as férmulas desejadas.
1°) Quando p=0:

C =C(0?)
_'_le‘DO(T_*')S‘/_TftN/(dm)(dwdgofl) % {204(&71@71) _ 4}
2 103 k2 g
41 e P08/ T—EN/(d10)[(d10d20—3) (d10d20—1) = (d3o+d30)]
6 8cb

3k _ (941 k1 (8424k+18k> 3
%8 [e (9+18k)e +3(k3+ + +6k%) + ..

2°) Quando p # 0:

—Do(T—-) g /TtN —1
C — 0(0_2) + %8 S 4t03/(d10)(d10d20 ) %

4 204(6M(T*t)_1) [ 28(2M+52)(T*t) 2 ( 1 B eN(T*f)>i| 4}
{" T T | Greyemreya—n? T ur? \zver — gz )| 9 f-

A partir da paridade put-call, obtivemos as férmulas correspondentes para a
put:

P=C+Dy+Xe " TV _g.
1°) Quando p = 0:

P=C(0?)
+le*DO(T*t)S\/_TftN/(dlg)(dwdzofl) % [204(6’671%1) B 4}
2 i3 2 g
+ 1 e_DD(T_t)S\/TftN/(dlg)[(d10d2073)(d10d2071)7(d%0+d§0)}
6 805

6 | €3 —(9+18k)e* 4+ (8424k+18Kk2+6k>)
Xo 353

+Dg+ Xe (Tt _ g

2°) Quando p # 0:

P = 0(02) + %e—Do(T—t)5'1/TftN/(dlo)(d10d207]) %

403

4 20%(eMTD_1) [ 2621462 (T—1) L( 1 7eu(T—t))i| 4}
{" T |Gy T \ e~ are )| °

+Dy+ Xe 7T _ g,
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4. Resultados

1. O mercado de opgoes é indicado para investidores com diferentes objetivos: para
quem deseja correr riscos em busca de uma rentabilidade maior e nao vai precisar
do dinheiro de imediato, para aqueles que usam o mercado de opgoes para reduzir
ou eliminar o risco associado ao preco da acao e também para aqueles que desejam
apostar nas oscilagoes futuras do prego de uma acao.

2. O modelo de Black-Scholes resolve o problema de uma opcao européia de agoes
que apresenta um problema de fronteira com condi¢es de contorno considerando a
volatilidade constante.

3. Os precos obtidos utilizando a férmula de Black-Scholes apresentam vieses em
relagao aos valores reais das opgoes observados no mercado. Isso pode ser observado
no grafico que obtivemos.
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Figura 1: Preco da Opcao Européia de A¢oes call com dividendos quando u = 0,r =
0.02,0 =0.15,( =1,Dy = 0.2, T — t = 0.5(180dias). Fonte: Hull e White [4].

Deste gréafico podemos dizer que o prego de Black-Scholes é semelhante ao preco
obtido com volatilidade estocdstica se S é menor que X ou S=X. Se S é maior
que X, Black-Scholes é menor do que o preco obtido pela férmula com volatilidade
estocatica.

4. Utilizando o modelo para volatilidade estocastica e embasados no artigo de
Hull-White [4], obtivemos expressoes aproximadas para a precificacdo de opgoes
européias de acgoes com dividendos e volatilidade estocastica.

5. A comparacao dos dados reais com os tedricos é bastante dificil na pratica,
ja que é muito dificil observar a correlagao entre os pregos das opgoes de agoes e os
dividendos pagos ao possuidor. Contudo, como observamos, os pregos obtidos pela
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férmula cléssica de Black-Scholes apresentam vieses que sao parcialmente corrigidos
pela intodugdo da volatilidade estocastica.

6. Variando um parametro e considerando todos os demais constantes, pode-se

verificar o que acontece tanto com os precos de uma opg¢ao call como da put.

Abstract. The problem of pricing European options was solved by the Black
and Scholes formula (Black, Scholes [1]). It is supposed (besides other things), for
the derivation of the model, that the price of the underlying asset has constant
volatility and it follows a Brownian movement. Clearly the supposition of constant
volatility, is not realistic: in the real world, the volatility is a state variable that
should be considered separately. In consequence of that simplification, the prices
obtained using the Black and Scholes formula present inclinations in relation to the
real values of the options observed in the market. Then, The Black-Scholes formula
is not valid under that supposition, and there are several works where the volatility
is considered in a more general form. Among them, we will mention the article
of Hull and White (Hull, White [4]), where a model for the price of an European
option purchase is analyzed in the case that the volatility of the underlying asset
price is aleatory and independent of the asset price. In our work we generalized the
study of Hull and White in several directions. Firstly, we considered the effect of
dividends in the price of the European call, obtaining an approximate expression
of that price. Using the formula corresponding to the parity put-call in the case
of options of assets with dividends also obtained an expression for the price of a
put (European) of assets with dividends. We made several numeric simulations to
study the variation of the prices with different involved parameters and to compare
the values obtained with those data by the Black-Scholes formula.
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