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Resumo. A estratégia usual de resolugdo de um problema de fluxo em redes
lineares por partes é transforma-lo em um problema de fluxo em uma rede equiva-
lente. Neste caso, uma rede linear por partes com n nés e m arcos com k intervalos
por arco é convertida em uma rede linear com n nés e km arcos. Métodos de pontos
interiores tém tido um grande sucesso na solu¢do de problemas de fluxo em redes
de grande porte devido ao baixo tempo computacional dispendido. Mostramos que
é vantajoso especializar o método de pontos interiores para problemas lineares de
modo a resolver diretamente problemas de fluxo em redes lineares por partes, ao
invés de utilizar sua versao genérica para resolver a forma equivalente de fluxo em re-
des. Realizamos também testes computacionais para efetuar diversas comparacoes
entre: o uso da estratégia preditor-corretor versus preditor puro, estratégias de
inicializacao do corretor e dos critérios de parada no preditor e no corretor.

1. Introducao

Uma importante area de estudos e aplicacoes da Programacao Matematica é a
Programacao Linear por Partes que estd relacionada com a otimizagdo de uma
funcao objetivo separavel, convexa e linear por partes. Neste trabalho, é dada uma
atencao especial a sub-drea denominada de Programacao Linear por Partes em
Redes que apresenta relevantes aplicagoes no mundo real, tais como em: sistemas
de poténcia, redes hidraulicas, transportes, redes de comunicagoes, administracao
hidrica, e mesmo problemas estocdsticos de fluxo em redes. J& investigou-se [2]
a especializagao do método simplex para redes para o caso linear por partes com
SUCESsOo.

Damos prosseguimento & pesquisa relatada em [6]. Naquele trabalho foi descrita
a implementacao de uma adaptagao do método de pontos interiores para problemas
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de fluxo lineares por partes. Esta implementacao é agora modificada, incorpo-
rando melhorias propostas por [5], especificamente no que se refere a utilizagao
de preditor-corretor. Cabe notar que as implementagoes usuais do esquema de re-
solucdo preditor-corretor de [5] utilizam a decomposigdo de Cholesky, como, por
exemplo, [1, 4]. Na nossa implementagio, no entanto, seguimos [7] e resolvemos
os sistemas lineares, produzidos pelo esquema preditor-corretor, pelo método de
Gradientes Conjugados, que tira proveito da estrutura da matriz (de incidéncia) de
coeficientes do problema, conforme explicitado em [6].

Os algoritmos sao descritos na se¢ao 2. Suas implementacoes sdo o objeto da
secao 3. Os testes computacionais sao relatados e comentados na segao 4.

2. Algoritmos
O problema de fluxo em redes lineares por partes é definido por
min{f(z) | Az = b,z > 0},

onde A é a nxm-matriz de incidéncia de uma rede com n nés e m arcos, b é o n-
vetor de demandas dos nos, x é um m-vetor de fluxos nos arcos, a ser determinado, e
m 7 ~ ’ . ~

f(x) =351, fi(z;) é uma funcdo convexa, separdvel e linear por partes. As funges
convexas e lineares por partes f; podem ser especificadas pelo par de {-vetores c, d,
onde ¢ = Z;"Zl £; é o ntimero total de intervalos, sendo ¢; o nimero de intervalos
de fj-

Este problema pode ser transformado, ver [3], em um problema de fluxo em
redes lineares definido por

min{c'z | AT =b,7 +5=d,z,5 > 0}.

Neste caso, a n x f-matriz A é obtida a partir da matriz A com a replicacdo de
cada uma de suas colunas tantas vezes quantos sao os intervalos a ela associados.
Estamos supondo que esta replicagao também é feita no vetor z transformando-o
no vetor . O problema dual associado é dado por

max{b'y —dw | Ay —z+w =c, z,w > 0}
e as condigoes de folgas complementares sao expressas por
XZ1=0 e SW1=0,

onde X, S, Z, W sdo matrizes diagonais com os elementos de Z, 3, Z, w, respectiva-
mente, e 1 é um vetor de 1’s.

Foram estudadas duas versoes de métodos de pontos interiores: a versao primal-
dual usual (preditor puro) e a versdo primal-dual com preditor-corretor.

Conforme descrito em [6], o método primal-dual usual de pontos interiores é
inicializado a partir de um iterando Z, s, y, Z, w satisfazendo Z, s, zZ,w > 0 e a cada
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iteragdo é obtida uma direcdo de deslocamento AZ, As, Ay, AZ, Aw em conformi-
dade com um parametro de centragem g de acordo com as equagoes (2.1) abaixo

AN = b— Az,
AT +A5 = d—7T—35,
AANy+Az—Aw = c—Ay—z+w, (2.1)
XAz+ZAzx = pl—Xz,
SAw+WAs = ul— Sw,

que refletem a factibilidade primal, a factibilidade dual, e a complementaridade das
solugoes quando p = 0.

O método primal-dual usual de pontos interiores pode ser esquematizado da
seguinte forma:

let 7,s,y,z,w such that z,5,z,w >0
while ( critério de parada ndo é satisfeito ) do
update p
obtain AZ,AS, Ay, AZ, Aw
find o such that (Z,5,z,0) + a(AZ, A5, AZ, Aw) >0
update (%, 5,y, z,w) < (7,5,y, 2, w) + a(Az, As, Ay, Az, Aw).

Ja no método primal-dual com preditor-corretor sao resolvidos dois sistemas: o
preditor (2.1) e o corretor (2.2) abaixo, que possui a mesma matriz de coeficientes
no lado esquerdo:

AAT = b-— Az,

AZ+As = d—z—35,
AANy+Az—Aw = c—Ay—z+w, (2.2)
XAz +ZAz = pul—Xz—06X6z,

SAw+WAs = pul— Sw— 656w,
onde §Z, 6z, 63 e dw correspondem & solugao do sistema (2.1).

O vetor (AZ, A3, AZ, Aw) do algoritmo é obtido pela resolugao de (2.1) na versiao
preditor puro e de (2.2) na versao preditor-corretor. O pardmetro « é obtido por um
simples teste da razao na versao preditor puro e de forma especial, como descrito
em [1, 5].

Utilizamos a estratégia de resolver cada um dos sistemas preditor e corretor por
meio da resolugao de um n X n-sistema SDP pelo método do gradiente conjugado.
A matriz deste sistema é utilizada implicitamente percorrendo os arcos da rede do
problema. Estes sistemas SDPs sao resolvidos pelo método do gradiente conjugado
com precondicionamento diagonal nas primeiras seis iteragoes do método primal-
dual e com o precondicionamento da arvore geradora nas iteragoes subseqiientes.
Este procedimento baseia-se em estratégia similar adotada em [7].

Os critérios de parada adotados s@o: (1) ntimero méximo de iteragoes é excedido;
(2) solugodes quase-complementares Z'zZ+ 5@ ~ 0 sdo encontradas; (3) limite inferior
para o valor da fungio objetivo primal é excedido; (4) limite superior para o valor
da funcao objetivo dual é excedido.
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3. Implementacao

Foi utilizada a linguagem C na programacao dos algoritmos. Foram implementa-
dos e testados 4 pares de programas com diferentes versoes do método de pontos
interiores; 4 para programas em redes lineares e 4 para progamas em redes lineares
por partes. Um par (FL9, FP9) é do tipo usual ou preditor puro e os 3 outros
(FLO-2, FP0-2) sdo do tipo preditor-corretor. O sistema corretor é construido de
tal forma que a sua solugdo ja componha a dire¢ao de deslocamento do iterando.
Assim, podemos aplicar o método do gradiente conjugado utilizando a solucado do
sistema preditor como solugao de partida do sistema corretor. A solucao de partida
do sistema preditor é a solugdo nula e a solugdo de partida do sistema corretor é
a solucao final do primeiro sistema, em FLO0O-1, FP0-1, e é a solu¢do nula, no par
FL2, FP2. O critério de parada do gradiente conjugado sempre utiliza a tolerancia
de 108 para o erro relativo da solucdo corrente no tltimo sistema. Apenas o par
FL1, FPI utiliza a tolerancia de 107° para o erro relativo da solucdo corrente no
primeiro sistema. Em resumo, os programas sao:

FL9 - preditor puro para redes lineares com tolerancia de 1078 no erro relativo da
solucao corrente para terminar o gradiente conjugado.

FLO — preditor-corretor com tolerancias de 10~8, 10~8; utiliza a solucdo final do
sistema, preditor como solugao de partida do sistema corretor.

FL1 — preditor-corretor com tolerancias de 10~%, 10~8; utiliza a solucdo final do
sistema preditor como solugao de partida do sistema corretor.

FL2 preditor-corretor com tolerancias de 10~8, 10~8; utiliza a solucdo nula na
partida do sistema corretor.

FP9 preditor puro para redes lineares por partes com tolerancia de 10~% no erro
relativo da solugao corrente para terminar o gradiente conjugado.

FPO — preditor-corretor com tolerancias de 10~8, 1078.
FP1 — preditor-corretor com tolerancias de 10-6, 1078,

FP2 preditor-corretor com tolerancias de 1078, 10~8; utiliza a solucdo nula na
partida do sistema corretor.

O espaco de memoria requerido por estes programas para armazenar os da-
dos da rede, das solugoes correntes, da aplicagao do gradiente conjugado e de ou-
tras varidveis auxiliares pode ser resumido em: (FL9) 13 n-vetores e 16 {-vetores;
(FL0O-2) 15 n-vetores e 19 {-vetores; (FP9) 13 n-vetores, 4 m-vetores e 13 (-vetores;
(FP0-2) 15 n-vetores, 4 m-vetores e 16 ¢-vetores.

As tolerancias utilizadas nos critérios de parada sao: 108 (para tolerancia rela-
tiva no teste de complementaridade), —10% (para limite inferior da funcio objetivo
primal) e 10® (para limite superior da funcdo objetivo dual).
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4. Testes Computacionais

Os programas foram testados em um micro computador Pentium III, 500MHz de
clock e 328 MB de meméria RAM utilizando problemas em redes conectadas geradas
aleatoriamente com até 100 mil nés, 1 milhdo de arcos e 1 milhdo de intervalos. As
redes correspondem a problemas de transporte modificados. A estrutura de digrafo
bipartido com igual niimero de nés de oferta e de demanda acrescentou-se um ciclo
orientado contendo os nés de oferta e outro contendo os nés de demanda, com o
objetivo de tornar os problemas gerados factiveis. Todos os nés das redes geradas
apresentam o mesmo grau. As ofertas/demandas, os coeficientes de custos e os
coeficientes de capacidades foram geradas com distribui¢ao uniforme em intervalos
fornecidos como parametros do programa gerador. As tabelas a seguir contém os
tempos de CPU (em segundos), o ntimero de iteragdes do método primal-dual e o
numero total de iteragoes do método do gradiente conjugado executados em cada
programa. Estes dados foram colhidos em 5 testes para cada configuracdo de rede
(mesmo conjunto de pardmetros e sementes diferentes) e as médias dos 5 valores
obtidos nestes testes arredondadas para o inteiro mais préximo.

Exemplares iniciais. Primeiramente foram testados exemplares de programas
relativamente pequenos, variando os parametros fornecidos para o gerador procu-
rando definir diregbes para este estudo. Os parametros envolveram os intervalos
de geragao das ofertas/demandas nos nds, os intervalos de geragao dos ceoficientes
de custo, os intervalos de geragao das capacidades, o ntimero de nds, o nimero
de arcos e o numero de intervalos. Os dados considerados mais promissores corre-
spondem aos exemplares de problemas da Tabela 1 com ofertas/demandas, custos e
capacidades gerados aleatoriamente com distribuigdo uniforme no intervalo (0,100).

A parte superior da Tabela 1 contém as dimensoes das redes e sua parte inferior
apresenta os tempos de CPU obtidos com os 9 grupos de exemplares que foram
resolvidos com as oito versoes. Estes dados sdo também apresentados sob forma
gréfica na Figura 1 (FLO, FL1, FL2, FP0, FP1 e FP2) e na Figura 2 (FL9, FLO,
FP9 e FP0). Pode-se constatar o desempenho superior das versoes especializadas
para redes lineares por partes. Em cada uma das classes 0-2 de preditor-corretor as
versoes do tipo 1 (FP1, FL1) sdo ligeiramente superiores as demais (vide Figural).
Na Figura 2 pode-se verificar que apenas no grupo G9 a versao preditor-corretor
(aqui representada pela implementagao FLO, FP0) deixa de ser superior em relagao
a versao preditor puro FPJY.

Variando o niimero de intervalos. A parte superior da Tabela 2 apresenta
os tempos de CPU obtidos com os oito programas em exemplares gerados com 10000
nos, 35000 arcos e nimero intervalos variando entre 70000 e 1050000. Estes dados
constatam um desempenho superior das versoes especializadas para redes lineares
por partes. Além disto, o programa F'P9 apresenta-se melhor do que os demais para
quase todos os exemplares (vide Figura 3).

Variando o nimero de arcos. A parte central da Tabela 2 apresenta os
tempos de CPU obtidos com os oito programas em exemplares gerados com 10000
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Grupos Gl G2 G3| G4 G5 G6 | G7 G8 G9

# nés (10%) 10 10 10 10 10 10 10 10 10
# arcos (10%) 20 20 20 35 35 35 50 50 50
# inter. (10%) 40 100 160 70 105 280 | 100 250 400
FL9 988 859 772 | 913 674 636 | 87 649 775
FLO 175 295 468 | 301 655 1014 | 447 1002 1576
FL1 169 280 447 | 291 640 980 | 432 980 1613
FL2 186 313 502 | 322 721 1085 | 479 1097 1740
FP9 846 637 513 | 744 456 369 | 670 409 398
FPO 125 168 205 | 200 281 358 | 284 425 533
FP1 120 154 186 | 192 258 318 | 256 367 478
FP2 130 165 197 | 202 274 338 | 281 398 498

Tabela 1: Dimensoes das redes e segundos de CPU dos exemplares iniciais, com
tempos minimos em negrito

CPU
1800 -+ o oFL2
< FL1
.'8 o FLO
1460 1 ;
1120 +
780 +
o PO
8 o FP2
440 + ‘..:_,'_.._-‘.;-: < FP1
-...:.'.-'."@':.:‘
100 g—r - - | ! f f 1 } }

Gl G2 G3 G4 GbH G6 G7 G8 G9 Grupo

Figura 1: Segundos de CPU para as versoes do tipo preditor-corretor



Programas Lineares por Partes em Redes 181
CPU
1800 +
o o FLO
1460 + '
1120 +
o. o o
90+ Nl T o e o o FLY
\o\/ \U ..... o A et
o FPO
440 + e .>/ d>°/ o FPY
..o ."O:/o T
o O ——0
100 4—=—F—— : : : : ; ; ;
Gl G2 G3 G4 GbH G6 G7 G8 G9 Grupo
Figura 2: Segundos de CPU para FLY, FL0, FP9 e FP0
Prog | FL9 FLO FL1 FL2 FP9 FPO0 FPl1 FP2
intervalos 10000 nds, 35000 arcos
70 mil 913 301 291 322 744 200 192 202
175 mil | 674 655 640 721 456 281 258 274
280 mil | 636 1014 980 1085 369 358 318 338
525 mil | 877 1784 1918 1995 382 461 457 446
1050 mil | 1806 4125 4390 4640 529 702 687 705
arcos 10000 nds, 5 intervalos/arco
20mil | 89 305 280 313 637 161 154 165
35mil | 674 697 640 721 456 271 258 274
50 mil | 649 1077 980 1097 409 398 367 398
85 mil | 913 2179 1997 2259 485 736 675 746
160 mil | 1970 5389 4978 5746 878 1587 1471 1647
néds 50000 arcos, 250000 intervalos
5mil | 334 798 737 832 165 248 236 249
10 mil | 649 1077 980 1097 409 398 367 398
12.5 mil 970 1171 1090 1200 650 472 442 480
20 mil | 3120 1450 1339 1496 2371 735 695 739

Tabela 2: Segundos de CPU com variacao de parametros, com minimos em negrito
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Figura 3: Segundos de CPU variando o ntimero de intervalos

nods e numero de arcos variando entre 20000 e 160000. Estes dados constatam um
desempenho superior das versoes especializadas para redes lineares por partes. Além
disto, o programa FP9 apresenta-se melhor do que os demais para quase todos os
exemplares (vide Figura 4).

Variando o nimero de ndés. A parte inferior da Tabela 2 apresenta os tem-
pos de CPU obtidos com os oito programas em exemplares gerados com 50000 arcos,
250000 intervalos e niimero de nés variando de 5000 a 20000. Estes dados constatam
um desempenho superior das versoes especializadas para redes lineares por partes.
Nestes testes, as versoes do tipo preditor-corretor, em especial F/P1, apresentam-se
com um comportamento superior aos das demais versoes (vide Figura 5).

5. Comentarios Finais

Nos experimentos foram também contabilizados o nimero de iteragbes do método
primal-dual e o niimero total de iteracoes do método do gradiente conjugado com
precondicionamento diagonal e com precondicionamento da arvore geradora maxima.
De um modo geral, o nimero de itera¢oes do método primal-dual na versao usual
ou preditor puro foi superior a 2 vezes o nimero de iteragoes do método primal-dual
nas versoes preditor-corretor. Verificou-se que seria melhor utilizar um critério para
namero de iteragoes com precondicionador diagonal que dependesse do tamanho da
rede (nas redes maiores o precondicionador diagonal seria utilizado em mais do que
6 iteracoes iniciais). Entre as versoes preditor-corretor ndo houve diferenga signi-
ficativa no ntimero de iteracoes do método primal-dual. Outros tipos de variagoes
na estrutura e nos coeficientes das redes foram testados; selecionamos para apre-
sentagao neste artigo os resultados considerados mais interessantes.

Em resumo, a versao preditor-puro parece ter um comportamento melhor apenas
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Figura 4: Segundos de CPU variando o ntimero de arcos

CPU ¢
3000

Il
T

2430 +

1860 +

Il
T

1290

720 +

------------------------ :40 FPO
POEEES
150 + 37—‘—5———— .

) 10 12.5 20

Figura 5: Segundos de CPU variando o ntimero de nés
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quando a rede tem um grande niimero de arcos ou intervalos em comparacao com
0 numero de nos.

Abstract. The usual approach to solving a piecewise linear network flow problem
is to transform it into an equivalent linear one. In this transformation, a piecewise
network with n nodes and m arcs, each with k intervals (corresponding to the linear
pieces of the arc cost function), has an equivalent linear one with n nodes and mk
arcs. Interior point methods have been proved successful in the solution of linear
network flow problems. We show that it is advantadgeous to construct a customized
interior point method to solve piecewise network problems directly, instead of ap-
plying its generic version to the equivalent linear problem. Two algorithms were
implemented and tested: one using predictor-corrector and the other without the
corrector step. Comparison between alternative strategies (initialization, stopping

criteria) are done by means of several computacional tests.
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