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Resumo. Neste trabalho foi considerado um problemas do controle étimo de um
sistema presa-predador com retardamento e sua aplicagao ao controle biolégico de
pragas da lavoura. Para resolver o problema do controle 6timo para este sistema
foi aplicada uma metodologia que transforma uma equacao diferencial com retar-
damento em um sistema de equagdes diferenciais sem retardamento. O problema
foi resolvido através da aplicagdo do Principio do Maximo de Pontryagin.

1. Introducao

Este trabalho tem dois objetivos principais. Por um lado, foi tratado um modelo
populacional com retardamento a fim de considerar a possibilidade da sua aplicagao
na modelagem matematica e computacional do controle de pragas. Por outro lado,
foi proposto o algoritmo de otimizacao do controle de pragas com base no modelo
com retardamento.

Conforme May [4] , no mundo real o crescimento populacional em muitos ca-
sos nao responde imediatamente as mudancas da sua prépria populagao ou de po-
pulagoes de seus inimigos naturais. Esta resposta acontece com um retardamento.
Por exemplo, a contaminagdo de uma espécie de uma populagdo de pragas pela
doenga acontece através do contato com uma espécie infectada ou com produtos
da sua atividade. Neste caso, deve passar algum tempo 7 até a praga revelar
a presenca da doenca. Este periodo chama-se periodo de incubacao da doenca.
Matematicamente este processo pode ser descrito através da equacao diferencial
com retardamento (delay time equation ou differental - difference equation [2] ).

Se os modelos matematicos do sistema presa - inimigo natural contém equagoes
com retardamento, a formulagao e resolugao dos problemas do controle 6timo de
pragas torna-se mais dificil. Neste caso a dinamica do sistema no instante ¢ depende
da pré-histéria do processo no intervalo [—7,t]. Isto impossibilita a aplicacdo da
Programagéao Dinamica [1] para a resolugdo do problema de controle étimo. Neste
artigo o problema do controle 6timo de pragas foi resolvido através do Principio do
Méximo de Pontryagin [5] .
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2. Modelo Matematico

Consideremos a interagdo entre pragas e predadores na presenca de patégenos que
causam diminuicao da populacao de pragas. Esta interacao é descrita pelo modelo

dfiit) = ax(t) = ba® = ya(t)a(t — ) — dx(t)y(t),
(2.1)
d%’f) = —dy(t) + Bz (t)y(t),
sujeito as condicoes iniciais
y(0) = yo, (22)

para os valores de ¢t € [—7,0]. Aqui temos as seguintes designagoes:

x(t) e y(t) representam as densidades de pragas e predadores, respectivamente;

T representa a expectativa de vida de uma praga infectada.

A expressao vx(t)x(t — 7) representa a taxa de contaminacao de pragas pela
doencga. Esta taxa é proporcional & densidade de pragas no instante ¢ e & densidade
de pragas no instante t — 7.

Seja U(t) o nimero de presas retiradas do sistema no instante ¢ e V'(¢) o ntimero
de predadores introduzidos ao sistema no mesmo instante. O modelo que descreve
a dinamica do sistema com a aplicagao do controle pode ser escrito na forma:

dffi(tt): a(r —U) = bz —U)2 —y@x-U)(z(t —7) - Ut — 7))
=5z =U)(y+V) - al, (2.3)
d?il_it): —d(y+ V) + B - U)y+ V) + aV,

onde os coeficientes g1 e g2 representam constantes positivas que caracterizam as
condigoes técnicas de aplicacao de controle.
As fungoes de controle U(t) e V (t) devem satisfazer as seguintes restrigoes:

0< V(). (24)

3. Formulacao do Problema

Suponhamos que seja desejavel manter o nivel de pragas abaixo dos danos econémicos
e ter um baixo custo no uso da aplicagao de controle. Para atingir esta meta temos
que utilizar o critério de otimizacao
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+ ¢

I:cll(h/ Ut dt—l—z (k1)
0

k=1

qQ/n V(tydt =Y ykr)|, (3.1)
k=1

onde os coeficientes ¢ e ¢y sdo constantes positivas que caracterizam a influéncia
de cada tipo de controle.

Portanto, o problema do controle étimo consiste em escolher um programa de
controle admissivel que levard o sistema (2.3) do estado inicial (2.2) ao estado final,
tal que o critério (3.1) seja minimizado.

A primeira equagdo diferencial com retardamento do sistema (2.3) pode ser
substituido por um sistema de equagoes diferenciais ordindrias sem retardamento
[3]. Entao, o sistema sera escrito da seguinte forma:

dxgt(t) = a(zp —ug) — b(wk — up)? — y(zr — ug)(Tp_1 — up_1)
6( Lk — uk)(yk - Uk) — q1Uk, (32)
dy(];t(t) - _d(yk a vk) + ﬂ(xk - uk)(yk - 'Uk) + g2V,

onde k =1,2,...,n
As fungoes zy e yi ,(k=1,2,...,n), devem satisfazer o seguinte sistema de
condigdes iniciais:
z1[(n —1)7] = ¢(0)

za[(n— 1) 7] = 21(nT)

Zp[(n—=1)7] = 2Hp_1(nT) (3.3)
yi[(n=1)7] =wo
y2[(n— 1) 7] = y1(n7)
yn [(n = 1) 7] = yn—1(n7),
e as fungoes de controle uy e vg, (k=1,2,...,n), devem satisfazer as condigdes
iniciais similares as formuladas para as varidveis zj e yi. Assim:

uz [(n — 1) 7] = uq (n7)

tn [(n— 1) 7] = wn_1 (n7)
va [(n — 1) 7] = vy (n1)

on [(n— 1) 7] = vy_1 (n7) .

Agora vamos rescrever o critério (3.1) em relagdo as fungoes xy, e yj na forma:

(3.4)

I= [ql/( Zukdt +Z xp(nt 1%—02 [qg/( : kadt Zyk nt)|. (3.5)
n—1)7 n—1)r

k=1
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O nosso problema de controle 6timo pode agora ser formulado para um sistema
sem retardamento, isto é, encontrar as fungoes de controle uy e vy, que minimizam
o critério (3.5) para o sistema (3.2) e satisfazem as condigdes de contorno (3.4).

4. Resolucao do Problema

Resolveremos este problema de otimizacao de um sistema dinamico utilizando o
Principio do Méaximo de Pontryagin.
Introduziremos uma nova variavel G, tal que:

ql/(n o Zukdt—i-Zxk m']—l—cz[qg/ kadt Zyk n'r] 1)

(n— 1)Tk 1

G(T) =C1

onde T'= n7 e cuja derivada é:

dG [ql Zuk + Z d.’L']c n'r

+ c2

dyi(nt)
a2 Z Uk — Z d(nr) |-
Substituindo as equagoes do sistema (3.2) na expressao acima, obtemos:

dG
—0 = 012[ a(ag —ug) = b(eg —ug)® —y(wg —wp)(Th1 — up1)

n

—0(zp — ug)(yx + 'Ulc)} +co {Z {d(yk + vk) = Blak — wr) (Y + vk)”-

k=1
Faremos agora as seguintes designagoes:
gk =Tk — Uk,
Ne = Yk + Vk,

onde k=1,2,...,n
Definimos a funcao de Hamilton:

H = X |:01<Z(a€k —bER — kb1 — &) ) + o ( Z dny, — 551@7719)} +
k=1 k=1

+> |:)\k (a€ — bER — vEx€rr — 04y, — qrug) } + (4.3)

k=1

+ Z {Mk (=dny + BEenk + q2vk) } ,
k=1
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onde g, Ar e n;, sao varidveis conjugadas determinadas pelas seguintes equacoes:

d\ OH
d—to = 3G =0 = \g = constante
ah ol
dt oxy,
dpy _ _OH
dt 8yk,’

onde k =1,2,...,n, e pelas condigoes finais:

)\0 (TLT) = -1
Ap(nT) =0
py(n7) =0
onde k =1,2,...,n.
De (4.4) e (4.5) temos que:
Ao =—1
As condigoes necessédrias do méaximo da fungdo H sao:
OH OH
_ = —— >\ . — 0
aUk agk q1 Ak 3
oH _ o
e I 2ty =Y.

Da primeira equagio do sistema (4.7) temos:

OH A\ as OH OH
7 mas — — ——
5§k q1 ks 3£k 39%’
onde k =1,2,...,n.
Entao:
OH _ _
Ozx = —q1\k-

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Consequentemente, a segunda equagcao do sistema (4.4) pode ser escrita como:

dXg

— =@\,
dt q1 Ak,

cuja solugao geral é dada pela expressao
)\k: = Akeqlt,

onde k =1,2,...,n.

(4.9)

Aplicando a segunda condigao final de (4.5) em (4.9) obtemos Ay = 0 e portanto

Ak =0,

(4.10)
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onde k =1,2,...,n.
Por andlise similar, obtemos o valor da expressao geral de p,

K = Bk67Q2t:

onde k =1,2,....n.
Aplicamos agora a terceira condigao final de (4.5) na expressao acima, obtendo
assim:

= 0, (4.11)

onde k =1,2,...,n.
Aplicando os resultados (4.5), (4.10) e (4.11) na expressdo da Hamiltoniana
(4.3), obtemos:

H=—c <Z(a§k — &} — V€1 — 5§k77k)> —C2 (Z(dﬂk - 5&%) :
k=1 k=1

Agora, a partir de (4.6) obtemos o seguinte sistema:

—c1a + 2¢1b8, + c17Ey 1 + 1y + 1oy, + c28n, =0,

4.12
10§y, — cad + c238;, = 0, ( )
onde k =1,2,...,n e &; = o(t).
Entao, do sistema (4.12) encontramos:
c2
, = —————, para k=1,2,...,n,
= dten P
c2ad + c1caa8 — 2c1cabd — c3o(t)yd — c1ca(t)VB + crcavd
n = . , (4.13)
((215 + Cgﬂ)
c2ad + cicoafl — 2¢1c2bd — 2¢1covd
N, = 5 , para k=1,2,....n.
(01(5 + Cgﬁ)

Utilizando as restrigoes (2.4), as designacoes (4.2) e os valores de &, 1y e 1,
calculados em (4.13) obtemos:

zp =&, se wp>§ M — Yk € Y < Mg
up(t) = vg(t) = (4.14)

0 se xp <&, 0 se Yk > M-

5. Aplicacao dos Resultados para o Controle da
Lagarta da Soja Anticarsia gemmatalis na Pre-
senca do Fungo Nomuraea riley:

Vamos considerar os coeficientes a = 0,216, b = 0,0001, v = 0,00075, § =
0,0108, d=0,173e £ =0,0031, g1 = g2 =c1 =co = 1.
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Figura 1: Densidade Populacional de pragas com e sem a aplicacao de controle
6timo.
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Figura 2: Densidade Populacional de predadores com e sem a aplicagao de controle
otimo.
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Figura 3: Fungoes de controle u(t) e v(t).



192 Rafikov e Wyse

Lagartas da espécie Anticarsia gemmatalis quando infectadas pelo fungo Nomu-
raea rileyt, possuem uma expectativa de vida de aproximadamente 8 dias, o que nos
leva a considerar 7 = 8 dias.

Neste estudo foram considerados vérios tipos de fungdes iniciais ¢(t), porém,
veremos aqui, apenas a func¢ao inicial quadratica pois essa fungao adequou-se melhor
aos dados coletados.

Observando a simulacao representada na figura 1, é possivel perceber uma acen-
tuada reducao do nimero de pragas em funcao da aplicacao do controle 6timo. O
numero de pragas foi reduzido de 55,6 para 13,12 pragas, o que representa uma
reducédo de 76,4%.

Este equilibrio, de 13,12 pragas é obtido mantendo uma retirada de 0,67 pragas
e uma adicao de 1,88 predadores ao dia.

Abstract. The optimal control problem of the prey-predator delay system and
its application to the biological pest control in crops was considered in this work.
A methodology, that transforms a differential defference equation in a system of
ordinary differential equations, was applied to solve the optimal control problem.
The problem was solved by the application of the Maximum Pripciple of Pontryagin.
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