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1. Introducao

Este trabalho mostra inicialmente os aspectos basicos da geracdo da matriz de
rigidez e do vetor de acGes nodais equivalentes por métodos de analise mais conhe-
cidos, para em seguida apresentar outra possibilidade de solucao desse problema,
estando a atencdo voltada ao caso de barras elasticas sem efeito de segunda or-
dem, submetidas a agdes axiais estaticas, tema classico dos textos introdutérios ao
método dos elementos finitos.

A abordagem que se faz, denominada formulag¢do hermitiana livre, consiste em
trabalhar-se com o operador de diferencas finitas hermitiano trapezoidal (deduzido
segundo a metodologia de Collatz [1]), aplicando-o as fung¢bes deslocamento u e
forca normal N que descrevem o comportamento da estrutura.

O objetivo é gerar a matriz de rigidez e o vetor de a¢des nodais equivalentes,
mostrando o erro de aproximagdo do resultado (erro local), informagdo decorrente de
propriedade intrinseca do operador citado que nao é contemplada nas formulagoes
dos métodos de analise de uso corrente.

Para efeito comparativo entre a formulagdo proposta e outras mais conhecidas,
sao apresentadas de maneira expedita as solugdes tradicionais da matriz de rigidez
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e do vetor de a¢des nodais equivalentes através do método direto e do método dos
elementos finitos, conforme a seguir se expde.

2. Barra Elastica: Geragao da Matriz de Rigidez e
Vetor de Acoes Nodais Equivalentes pelos Cami-
nhos Tradicionais

Seja a barra submetida a ac¢oes p uniformemente distribuidas em sua dire¢ao axial,
para a qual admite-se comportamento elastico (médulo de elasticidade do material

E), 4rea da secdo transversal A, comprimento L, sendo {F} = { F; F; }T as

T . S
forcas e {u} = { w; wu; }  os deslocamentos que ocorrem nas extremidades i e j
do elemento, conforme mostra a Fig.1.
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Figura 1: Barra sob a¢do axial uniformemente distribuida.

A anélise de tal estrutura leva a uma relagdo entre os deslocamentos nodais e
forcas nodais do tipo:

{F} = [k {u} + {re} (2.1)

na qual [k] denomina-se matriz de rigidez e {r.} sdo as forcas nodais equivalentes
as agbes distribuidas p atuantes no elemento (reacdes de viga).

Para a obtencdo de expressoes analogas a (2.1) existem, segundo Cook [2], trés
caminhos tradicionais: o método direto, que emprega conceitos basicos da Resistén-
cia dos Materiais; o método variacional e o método dos pesos reduzidos, sendo os
dois ultimos conhecidos como métodos de elementos finitos, mais gerais e larga-
mente empregados na solugdo numérica de problemas da Teoria da Elasticidade,
variantes sobre as quais sdo feitas consideracoes expeditas no que se segue.
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2.1. Geragao de [k] e {r.} pelo Método Direto

Para a barra eléstica, elemento estrutural bastante simples, o método direto permite
a geracao da matriz de rigidez tendo como base a conhecida expressao da Resisténcia
dos Materiais:

FEA
F= TU, (22)

com o uso da qual podem ser obtidas as forcas F; e F; nas extremidades ¢ e j,
procedendo-se deslocamentos unitarios nesses nés de extremidade.

Assim sendo, a primeira coluna da matriz [k] é obtida quando se faz u; = 1 e
u; = 0, e a segunda coluna com u; = 0 e u; = 1, conjunto que em nota¢ao matricial
se escreve:

AE AE
R (2.3
Fj - I

encerrando a geragdo da matriz de rigidez [k] com evidente entendimento fisico do
problema.

Para a determinacao do vetor de agdes nodais equivalentes ao carregamento p
uniformemente distribuido, basta aplicar aos nds i e j as reagoes de apoio da barra
engastada nas extremidades, invertendo-se o sentido de atuagdo dessas forcas, cujos
conhecidos valores (obtidos por exemplo pelo processo dos esfor¢os) sao os dados
por:

{re}={ -2t —2L T (2.4)
encerrando a formulagdo dos parametros pertinentes & expressdo (2.1), nem sempre
possivel de se realizar para outros elementos estruturais mais complexos.

2.2. Geragao de [k] e {r.} pelo Método dos Elementos Finitos

Apresentam-se a geragido da matriz de rigidez e do vetor de a¢des nodais equivalentes
pelo método dos elementos finitos, tratando-se de abordagem mais abrangente que
também leva & obtencdo de expressido analoga a (2.1), conforme a seguir se expoe.

De acordo com Zienkiewicz [5], a geracdo de [k] e {r.} pode ser realizada através
de formulacdo na qual é preciso admitir-se de principio, uma expressao representa-
tiva dos deslocamentos no elemento do tipo:

w@)={NY{u}={ Ny N; Y{u w }, (2.5)

onde {N} é denominada fungdo de forma, sendo apropriada ao caso em questéo a
funcao dada por:

Wy ={ 4= 1}, (2.6

que atribui aos deslocamentos u (x) o comportamento de uma fungéo linear.
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Conhecidos os deslocamentos no dominio do elemento conforme (2.5), é possivel
relacioné-los com as deformagdes {e}, escrevendo-se uma expressdo do tipo:

{e}={B}{ wi wuy }T, (2.7)

onde as deformagcGes axiais de interesse sdo definidas através da relagdo da Teoria
da Elasticidade:

e=ul, (2.8)

empregando-se a notacdo de derivada parcial em z (9/0z) indicada por namero
romano no expoente, relacdo que permite obter-se o vetor {B} por derivacio de
(2.5), ou seja:

{By=NT={-1 L}, (2.9)

encerrando o conjunto de expressoes em termos dos deslocamentos.

De posse dos vetores {N} e {B} dados respectivamente por (2.6) e (2.9), a
geracdo de [k] e {r.} consiste em obter-se as for¢as nodais estaticamente equivalentes
as cargas distribuidas, o que pode ser realizado por procedimento mais simples
(Zienkiewicz [5]), impondo-se um deslocamento virtual arbitrario ao elemento e
igualando-se os trabalhos interno e externo realizados pelas vérias for¢as durante
aquele deslocamento.

Em termos mateméticos tal procedimento conduz & equagdo (Zienkiewicz [5]):

)= ([ Bt mise) w - [ e (2.10)

sendo {p*} a carga distribuida atuante por unidade de volume do elemento com
diregao correspondente aos deslocamentos {u} e [D] a matriz usual da Teoria da
Elasticidade que representa a proporcionalidade entre tensoes e deformagdes de um
elemento da estrutura.

A expressao (2.10) quando aplicada ao caso da barra elastica resume-se a:

)= ([ 1B EABae) () - [ (3 (o) (2.11)

observando-se similaridade em rela¢do & equagdo (2.1), fato que permite expressar
a matriz de rigidez e as forcas nodais equivalentes & carga distribuida por:

K] = [{B} EA{B}dz,

T (2.12)
{re} =—J{N} {p}dz,
cujas integracoes analiticas para o caso em consideracao levam a:
AE  _AE T
_| L _{ s pr }
] T B (A R (2 A CAE)

L L
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parametros idénticos aos gerados pelo método direto, sendo {r. }, segundo as préprias
palavras do citado autor, comumente obtido por intuicdo fisica, conforme visto no
exemplo do item anterior.

E importante ressaltar que o principio dos trabalhos virtuais ora mostrado pode
ser estabelecido de forma diferente, em abordagem do método dos deslocamen-
tos através de minimizacao da energia potencial total da estrutura, procedimento
usual para andlise elastica conhecido como processo de Rayleigh-Ritz; sendo tam-
bém conhecida outra variante, denominada método dos pesos reduzidos (método
de Galerkin), observando-se que a aplicagdo de ambos os métodos levam aos mes-
mos resultados expressos em (2.13), conforme mostram Cook [2], Zienkiewicz [5] e
também indmeros outros autores.

3. Barra Elastica: Geragao da Matriz de Rigidez e
Vetor de Acoes Nodais Equivalentes pela Formu-
lacao Hermitiana Livre

Tendo em mente que os métodos de geracdo da matriz de rigidez e vetores de agoes
nodais equivalentes levam a expressoes do tipo (2.1), sabendo-se que o método direto
n3o é passivel de aplicagao em problemas mais gerais e ainda, que o dos elementos
finitos baseia-se na habilidade de adotar-se funcoes de forma apropriadas; propde-
se alternativa que possibilite o entendimento fisico do problema evitando a procura
de tais funcbes de forma, o que é vidvel ao empregar-se formulagdo livre, sendo
oportuno assinalar que a dificuldade principal de tal formulagdo esta centrada na
obtencao de matrizes resultantes simétricas.

A idéia béasica é trabalhar a relacao entre esforcos e deslocamentos através dos
denominados operadores de diferencas finitas hermitianos, aplicando-os as funcoes
envolvidas e carregando-se para tais operadores as informagdes nos pontos pivotais
(pontos de malha), que sao oriundas das equagoes diferenciais regentes do problema
que se quer analisar.

Tal procedimento é realizado em duas partes, sendo na primeira gerados ope-
radores através da metodologia de Collatz [1] e na segunda, feitas aplicacdes dos
operadores as funcoes concernentes ao problema; conjunto esse denominado de for-
mulacao hermitiana livre, conforme a seguir se expoe.

3.1. Operadores de Diferencas Finitas Hermitianos

Os operadores de diferencas finitas hermitianos podem ser obtidos através da vari-
ante de Collatz [1], sendo expressos na forma sugerida por Pilkey [3], com o emprego
de expressoes homogéneas do tipo:

Z (apyp + beyh + oyt +..) + R=0, (3.1)

de sorte a facilitar a formulagao de operadores mais genéricos possiveis, atribuindo
valores arbitrérios aos indices p, g, r, e assim por diante (indices definidores dos pon-
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tos pivotais), onde emprega-se a notacdo de derivada indicada por nimero romano
no expoente, sendo R denominado de erro de aproximacao do operador.

Os parametros presentes na expressdo (3.1) sdo obtidos através de expansdes da
funcdo y e de suas derivadas em séries de Taylor, tendo-se em conta uma determi-
nada ordem de convergéncia.

Para o desenvolvimento deste trabalho é apropriada a aplicacao do operador de
diferencas finitas hermitiano dado por:

L LSy[II
Wity g (v +yl) + 12’ +..=0, (3.2)

onde L é o comprimento do elemento; operador que possui erro de aproximagcao de
terceira ordem ou seja 0 (L3), conforme o ultimo termo esta a indicar.

3.2. Geragao de [k] e {r.} com o Emprego da Formulacao
Hermitiana Livre

Considere-se a barra sob agdo axial uniformemente distribuida p, conforme exibe
a Fig. 2, empregando-se a convengao usual da Resisténcia dos Materiais.

i : i
- > —> —> —
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| i
A A

Figura 2: Barra sob acdo axial uniformemente distribuida.

A equagdo diferencial regente do problema, como se sabe, é dada por:

relacdo que derivada outra vez, resulta:
I
m_
EA°

A condi¢do de equilibrio de um trecho elementar da barra conforme mostra a
Fig. 3, implica em:

(3.4)

FI =D (35)

cujas derivadas de ordem superior sdo nulas (p = constante).
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A substituicdo de (3.5) em (3.4), leva a:
II p
Ul =——= 3.6
TA (3.6)
notando-se também que as derivadas de ordem superior sdo nulas (p = constante)
e encerrando-se a procura das relacdes diferenciais de interesse.

p
- — —
—> F+ dF

dx
L/ e
/1 V

Figura 3: Elemento de barra sob a¢do axial uniformemente distribuida.

Estabelecidas as relagoes constitutivas e de equilibrio para o problema, cumpre
assinalar que a formulagdo hermitiana livre da matriz de rigidez e do vetor de
acoes nodais equivalentes vem a ser uma decorréncia imediata da relacao entre
forcas normais e deslocamentos de extremidades conforme expressio (2.1), que pode
ser encontrada com o emprego do operador de diferengas finitas hermitiano (3.2),
levando-se ao mesmo os parametros nodais fornecidos por (3.3), (3.5), (3.6) e suas
derivadas, dados respectivamente por:

. F;
uf: % ujl-: 4 ui =0 para n>1III, (3.7)
Fl=—p FI=—p F* =0 para n>II.

Para se obter a relago entre forcas e deslocamentos nodais, aplica-se o operador
de diferencas finitas hermitiano (3.2) & fun¢do deslocamento e a fungio esforco
normal, ou seja:

L3u£11

7ui+uj—%(uf-l—ujl-)-i—T—F---:Oa

3 pIII
~F+F - L (FI+F)+ 55—+ =0

(3.8)

Na seqiiéncia substituem-se as informagdes pivotais (3.7) em (3.8), obtendo-se:

L( F, F; L3(0)
—ui+u; - % (F5+ £5) + 52 =0,

L*(0)

h (3.9)
—Fi+Fi—5(p—p)+ 5" =0,

conjunto que reunido matricialmente, ganha a seguinte redacao:

[F 1 {u} + W H{F}y + {re} + {Rg} = {0}, (3.10)



{u}z{ui uj }T {F}:{Fi F} }T {TZ}:{O pL }T

1 1 L L (311)
[]{'*] _ [’lt*} _ 2EA 2FA
0 O -1 1
e destacando-se especialmente:
{Ry={0 0}", (3.12)

isto é, o desaparecimento do erro de aproximacao local.
Procedendo-se & inversdo da matriz de flexibilidade [u*] e manobrando-se alge-
bricamente o expresso em (3.10) para obter-se expressdo analoga a (2.1), tem-se:

{F} = [k]{u} + {re} +{Ro}, (3.13)
onde:
_AE  AE . -
WM=1 .z i fra={ =} ®’y={o o0},
C (3.14)

sendo [k] e {r.} idénticos aos da formulagdo direta e a dos elementos finitos, quando
providenciada a troca dos sinais da primeira linha, por motivo da convencao adotada
na formulacao hermitiana livre, onde os deslocamentos e esfor¢os normais nao tém
a mesma orientagdo nas extremidades (vide Figuras 1 e 2).

Ressalte-se ainda em (3.14), a informagdo do erro de aproximacio local {R,}
destacado em separado, significando que a matriz de rigidez e o vetor de agoes
nodais equivalentes sdo solu¢des analiticas exatas (a parcela do erro de aproximagao
contida nos operadores aplicados desaparece, conforme conjunto (3.9) e expressao
(3.12)), informacao que ndo é disponivel quando do emprego dos métodos direto e
dos elementos finitos, conforme dedugoes dos itens anteriores.

4. Conclusoes

Em primeiro lugar, é digno de registro que a formulagdo apresentada constitui-se
em alternativa nao variacional para a geracao de matrizes de rigidez e de vetores
de agoes nodais equivalentes, dispondo da vantagem de se abordar o erro de apro-
ximagao de maneira explicita.

Conforme o objetivo deste trabalho, que é de apresentar os fundamentos de
nova técnica de formulacao, a aplicacdo aqui encontrada refere-se a caso da Estatica
das Estruturas, podendo a formulacio ser extendida a outros problemas de barras,
alguns deles tratados em Rigitano [4], abrindo um campo de pesquisa extremamente
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promissor, que evita o caminho da escolha de fungoes de forma, providéncia que
depende muitas vezes da habilidade do pesquisador.

Deve-se destacar que a dificuldade pertinente & formulagdo hermitiana ocorre
devido & preocupagao de se obter matrizes resultantes simétricas, o que esta direta-
mente ligado & escolha apropriada dos operadores de diferencas finitas hermitianos,
problema ainda a explorar.

Para finalizar, é importante ressaltar que a formulacdo livre vem a ser uma nova
abordagem que muito pode contribuir, no sentido de trazer informacdes que nor-
malmente nao sao objeto de consideragoes nos métodos de anélise mais conhecidos,
complementando tais variantes ja consagradas pelo uso corrente.
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