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Resumo. Modelos matematicos estdo sendo utilizados para auxiliar na melhor
compreensao do alastramento de doengas em uma comunidade. A importancia
deve ir além do aumento de conhecimento sobre a dindmica de progacao de in-
fecgbes, devendo, também, ser capaz de fornecer subsidios para a escolha da me-
lhor forma e/ou aplicagdo de mecanismos de controle. Uma vez que a mode-
lagem matemaética fundamenta-se na transliteracdo apropriada de conhecimentos
bio-médicos, estudam-se os efeitos que algumas hipéteses de quantificagdo resultam
nos parametros epidemiolégicos, em especial, na razao de reprodutibilidade basal e
na taxa limiar de vacinagao.

1. Introducao

Nas ultimas décadas houve um aumento considerdvel no ntimero de trabalhos con-
cernentes a abordagens quantitativas de fené6menos biolégicos. Uma destas abor-
dagens tem sido a modelagem matematica para descrever as complexas interagoes
entre os seres vivos, sendo a epidemiologia matematica um exemplo de simbiose
entre as ciéncias exatas e bio-médicas. Neste aspecto, os modelos matematicos tém
auxiliado tanto na melhor compreensao da transmissao de epidemias como no es-
tudo dos efeitos resultantes de mecanismos de controle pela vacinagao, levando-se
em consideragao os recursos disponiveis.

A grande aceitagao de epidemiologia matemética deve-se a dois fatos. O primeiro
estd relacionado aos avangos de conhecimentos bio-médicos quanto a transmissao de
parasitas causadores de flagelos em humanos. O outro estd embasado no acimulo de
experiéncias ao longo dos anos na descri¢gao matematica da dinamica de transmissao
de epidemias, ou seja, em transcrever os conhecimentos bio-médicos em termos de
linguagem matemadtica, através de hipéteses de quantificacao. Estas questoes sao
analisadas neste trabalho, restringindo-se as infecg¢oes transmitidas de um individuo
infectante, que expele ao meio-ambiente o parasita por meio de, por exemplo, se-
cregoes e goticulas de saliva, ao individuo suscetivel através de meio fisico. Estas
sao as infecgoes ditas de transmissao direta, nao envolvendo nem vetor (dengue) e
nem hospedeiro intermedidrio (esquistossomose).

lhyunyang@ime.unicamp.br



244 Yang

2. Epidemiologia Matematica

A epidemiologia matemética consiste em estabelecer, a partir de observacoes do
b) s
fenémeno epidémico, hipéteses para quantificar os conhecimentos biol6gicos a res-
)
peito da dindmica de transmissao de infecgdes, e analisar o modelo resultante [4].

2.1. Biologia da Transmissao de Epidemias

A restricao em alguns dos conhecimentos biolégicos é necessaria para quantific-los,
pois um modelo matemédtico preocupa-se em fazer uma caricatura da realidade, com
o intuito de extrair algumas informacoes uteis. Um dos fundamentos biolégicos a
ser considerado no modelo é o tempo de geragao de uma infecgao. Este tempo é
a soma, dos periodos latente e infeccioso. Baseando-se nesse tempo de geragao, os
individuos de uma comunidade podem ser discriminados e sub-divididos em quatro
classes: suscetiveis, expostos, infectantes e recuperados.

Um outro fundamento biolégico a ser levado em consideracao refere-se a capaci-
dade de inducao da imunidade por meio de vacina. Uma vez que um individuo
suscetivel seja vacinado, o seu sistema imunitario é estimulado e, entao, induzido
a produgao de anticorpos. A vacina pode falhar em dois niveis: nao indugao da
imunidade (falha priméria), e ocorréncia da perda de imunidade vacinal (falha se-
cunddria). Na falha secundéria, as reinfecgoes podem manter os niveis de anticorpos
elevados. Acredita-se que tanto a infecgdo natural (por virus selvagem) quanto a
vacina (por virus atenuado) levem & perda gradativa de imunizagio, sendo que o
periodo de imunizag¢do na primeira forma de infecgdo é muito maior que a tltima.

Um dltimo fundamento bioldgico considerado no modelo relaciona-se a capaci-
dade de transmissdo da infeccdo. Para que uma nova infecgdo ocorra em uma
populacao, alguns encadeamentos de fatores devem ocorrer. O primeiro desses fa-
tores estd intimamente ligado com o complexo relacionamento existente entre os
individuos em uma comunidade. Para que uma nova infec¢ao ocorra, é necessario
que individuos infectantes e suscetiveis tenham encontros relativamente préximos
(no caso de transmissao aérea de virus) para, entao, propiciar condigoes favordveis
para transmissao do agente infeccioso. Entretanto, a efetiva transmissao da infecgao
depende de transmissibilidade ou infectividade de virus (a capacidade de virus cir-
culante infectar um individuo suscetivel).

2.2. Quantificando os Conceitos Biolégicos

As hipéteses de quantificacao para infecgdes de transmissao direta sao as seguintes.

(a) O encadeamento de um processo infeccioso inicia-se quando um individuo
suscetivel entra em contato com o agente infeccioso. O individuo infectado per-
manece no estado latente desde o inicio do contato com o virus até o momento em
que torna-se um agente transmissor da doenga. Este periodo de incubagao é deno-
tado por 0!, onde o pardmetro o é a taxa de incubacdo. Apés este perfodo, o organ-
ismo deste individuo infectante passa a combater o agente invasor com a produgao
de anticorpos especificos, em que, apés um periodo de tempo, a concentracao de
virus passa a ser zero ou praticamente nulo, quando nao ocorre mais a eliminagao
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do virus para o meio-ambiente. Este periodo de recuperacao (ou infec¢ao) é deno-
tado por v, onde o parametro «y é a taxa de recuperagdo (ou infec¢io) e, apds este
periodo, o individuo passa a ser imune. Assim, o modelo considera uma comunidade
dividida em quatro compartimentos nao interceptantes, representados por X (¢, a),
H(t,a), Y(t,a) e Z(t,a), que sdo, respectivamente, as distribuigdes etdrias a dos
individuos suscetiveis, expostos, infectantes e recuperados no instante de tempo t.

(b) A rubéola, uma doenga benigna, quando infecta mulheres gravidas pode
resultar em mal-formagdo congénita (Sindrome de Rubéola Congénita), e a crianca
pode apresentar seqiielas como a surdez. Por isso, a estratégia de vacinacao re-
side em inocular virus atenuado que possa estimular o sistema imunitdrio, porém
sem o poder de gerar doenga (patogenicidade). Além do mais, transfere os in-
dividuos suscetiveis diretamente para o compartimento dos individuos recuperados,
quebrando a cadeia de transmissao da doenca. Uma estratégia de imunizacao pode
ser descrita pela vacinagao dos individuos suscetiveis restrita ao intervalo etario en-
tre ay e ao, onde a; e as sado, respectivamente, os extremos inferior e superior do
intervalo etdario vacinado, que, matematicamente, pode ser descrito por

v(a,t) = v(t)0(a — a1)8(az — a), (2.1)

onde v (t) é a taxa de vacinagdo que uma comunidade estd submetida em cada
instante de tempo ¢, e f(z) é a fungao degrau ou Heaviside dada por f(z) = 1,
sex > 0ef(x) =0, sexz < 0. Esta forma para a taxa de vacina¢do permite
descrever tanto uma vacinagao de rotina, fazendo-se a; e as préoximos, quanto cam-
panhas de vacinagdo em massa, usando-se um intervalo etdrio vacinado as — ag
amplo. A perda de imunidade é um problema menor se a infecgdo for endémica
na comunidade, pois as reinfecgdes continuariam mantendo o nivel de anticorpos
elevado pelo efeito do reforgo. Entretanto, quando se trata de uma comunidade
sob intensa vacinagao, devido a poucos casos de infecgao natural, este declinio no
nivel de anticorpos torna-se um sério problema, pois resultaria em um actimulo de
individuos suscetiveis. Situac¢oes como esta devem considerar periodo de protegdo
vacinal limitado, designado por !, onde o pardmetro 7 é a taxa de perda de
imunidade.

(c) Uma nova infecgao ocorre se um individuo suscetivel entrar em contato com
virus expelido pelo individuo infectante, pois nas demais classes de individuos nao
acarretara uma nova infecgao, por nao considerar a possibilidade de hiper-infecgao.
Assim, todas as informacoes concernentes a padrao de contatos entre os individuos
da populagao que resulte na transmississao de virus podem ser embutidas na taxa
de contato, comumente designada por (3. Por esta razdo, esta taxa nao somente
descreve a forma como os individuos em uma comunidade estao se interagindo, mas
também carrega a infectividade de virus. Esta taxa, entretanto, depende de muitos
fatores, como diversidades genéticas do virus e do hospedeiro, variagoes espacial e
temporal no meio-ambiente, relages de convivio e obrigagoes sociais dos individuos,
graus de infectividade dos virus, dentre outros. A forma mais simples de expressar a
taxa de contato é considerar um valor constante per-capita (3'. Além do mais, ao se
assumir uma populagdo que mantenha o nimero de individuos constante ao longo
de tempo, dado por N, entao tem-se a taxa de contato (total) dada por 3 = 3'N.
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Um fator de heterogeneidade de suma importancia na distribuicao de infeccao de
transmissao direta na comunidade é a idade. Neste caso, assume-se que a taxa de
contato considere apenas a heterogeneidade etdria, sendo expressa como f((a,a’),
onde a e a’ sdo as idades dos individuos suscetiveis e infectantes, respectivamente.

(d) A hipétese do encontro aleatério entre os individuos suscet{veis e infectantes
homogeneamente misturados em uma populagao resulta na lei da acao das massas,
um principio que veio emprestado da lei de cinética quimica. Esta lei pode ser
traduzida pela for¢a de infeccao, denotada por A, sendo definida como

Aty a) = /0 B(a, )Y (¢, d')dd, (2.2)

onde L é a idade maxima que os individuos podem atingir, e representa a forga de
ataque de toda a carga virética sobre individuos suscetiveis na faixa etéria a.

(e) A ultima consideragdo, referente somente & populagdo humana, é que dife-
rentes faixas etarias estdo sob diferentes probabilidades de morte. Assumindo-se
um valor constante para todas as idades, a expectativa de vida de um individuo é
dada por p !, onde o pardmetro p é a taxa de mortalidade da populacdo humana.
Uma alternativa seria a taxa de mortalidade depender de idade, dada por p(a) = 0,

sea < Le u(a) =o0,sea> L. Note que L > p~1.

2.3. Dinamica de Infecgoes de Transmissao Direta

Baseado nas consideragoes (a)-(e), pode-se formular um modelo matemdtico que
descreve a dinamica da transmissao de doencgas infecciosas, fazendo-se o balango
apropriado das taxas de transferéncias (ou fluxo de individuos) entre os quatro
compartimentos em que a comunidade foi dividida. O modelo resultante é expresso
pelo sistema de equagoes diferenciais parciais

2X(ta)+ ZX(t,a) = —[v(t,a)+Ata)+ p X(t,a) +7Z(t,a)

2 H(t,a) + ZH(t,a) At,a)X (t,a) — (o + p) H(t,a) 23)
2Y(t,a) + ZY(t,a) oH(t,a) — (v +pn)Y(t,a) '
27Z(t,a)+ £ Z(t,a) = v(t,a)X(ta)+7Y(ta) = (74 p) Z(t, a),

onde todos os parametros foram previamente definidos. A distribuigdo etaria da
populagao total, designada por N(t,a), é dada por N(t,a) = X(t,a) + H(t,a) +
Y (t,a)+ Z(t,a). Somando as quatro equagoes do sistema (2.3), obtem-se a equagao
da distribuicao etaria da populacao, independente da infeccao, dada por
0 N 9 N = —uN 2.4
SN(ta) + 5o N(ta) = —pN(t,a). (2.4)
Assumindo-se que a taxa de nascimento (ndo considerando imigragao) seja balance-
ada pela taxa de mortalidade (sem considerar emigracio), entdo a populagao total
mantem-se constante em todo tempo. Assim, em qualquer instante de tempo, a
taxa de recém-nascidos é dada por N* = N(¢,0) = uN, onde N é o ntimero total
de individuos na comunidade.
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A epidemiologia matemética consiste em obter a forca de infeccdo A, e dela
derivar variaveis relativas a situagao vigente de uma epidemia em uma comunidade.
A primeira é a idade média de aquisi¢do da primeira infecgdo a(t), abreviadamente,
idade média de infeccao, definida por

a(t) 2/0 aX(t,a))\(t,a)da//O X(t,a)A(t,a)da. (2.5)

Note que, tomando a densidade de incidéncia como o peso, a idade média de infecgao
é obtida como uma média ponderada. Existem outras duas varidveis que estao
relacionadas com a incidéncia considerando-se um seleto grupo de individuos, em
especial individuos de maior idade. Uma é a taxa de novos casos de infecgoes
p(t, A1, Ay) definida por p(t, A1, As) = ff X (t,a)\(t,a)da, onde A; e Ay sdo os
extremos inferior e superior, respectivamente, do intervalo etério de interesse. Outra
é, importante na transmissao de rubéola, a taxa de risco de Sindrome de Rubéola
Congeénita (SRC) definida por w(t, A1, A2) = &€ :12 X (t,a)A(t, a)F(a)da, onde &
e &1 sao, respectivamente, a probabilidade de ocorréncia da infeccao no primeiro
trimestre da gravidez e a probabilidade de produzir um caso de SRC. Finalmente,
F(a) é a funcao de fertilidade definida por F(a) = 12 (a —m1) e @10 (a — ;)
[1], onde 77 é a idade média que uma mulher torna-se apta para a gestacao e 7y é
a taxa da perda de fertilidade. Estas duas nao serao consideradas neste trabalho.

Uma variavel epidemiolégica importante é a razao de reprodutibilidade basal,
designada por Ry, também relacionada com a forca de infeccao. Esta varidvel, cuja
definicao veio emprestado de estudos demograficos, representa o niimero de infecgoes
secundérias que um caso primdrio é capaz de produzir em uma populacgao totalmente
suscetivel. Esta variavel tem cunho matematico, e pode ser obtida fazendo-se andlise
de estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema dinamico (2.3). Esta varidvel
estd associada com o esforgo necessario para erradicar uma epidemia.

3. Hipoteses de Quantificacao e Resultados
As condigdes iniciais (em t = tg) e de contorno (em a = 0 e a = L), para que sistema
de equagbes (2.3) possa ser resolvido, podem ser obtidas da seguinte maneira. Em

relagao as condigoes de contorno, tém-se

0

(e
=
Il

X(t,O) :N*;H(t,O):Y ) ):Z(ta
( o

(t
X(t,L)=H(t,L)=Y(t,L) = Z(t,L)

|
o

Estas condigoes refletem a nao consideragdo da passagem de anticorpos maternos
para o feto (os recém-nascidos ingressam na classe dos suscetiveis) e a ndo existéncia
de individuos que sobrevivam indefinadamente. Em relacao as condigoes iniciais,
estas podem ser correspondentes ao sistema dindmico (2.3) em equil{brio endémico
sem a vacinagdo (¥ = 0). As condigdes iniciais para um modelo com taxa de contato
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constante (3(a,a’) = ') e sem a perda de imunidade (7 = 0) sdo dadas por

Xo(a) = N*e*(IH‘)\o)a
Ho(a) = N*oi—o)\o [e*(ﬂ‘i‘/\o)a _ 6*(H+U)a] ( )
3.2
_ * o\ —(p+Xrg)a —(p+o)a (0—X )ef(qu'Y)a
YEJ(G) = N 0'7)?0 [e Y—Ao -« y—o (77&0)(770) ]
Zy(a) = Nol(a)— [Xo(a) + Ho(a) + Yo(a)],

onde Ay ¢ a forga de infecgao natural média. O subscrito 0 refere-se a situacao em
equilibrio antes da introducao da vacinacao. Quando Ag = 0, tem-se Xo(a) = Ny(a)
e Ho(a) = Yo(a) = Zp(a) = 0, o equilibrio trivial em relagao & infeccao.
A partir da forga de infec¢ao natural \g pode-se obter a idade média de infecgao
ag, usando-se a equagao (2.5). A idade média de infecgdo é dada por
1
ag = —— 3.3
0 u+ /\0 ’ ( )
fazendo-se L — oo no limite superior da integracao. A razao de reprodutibilidade
basal pode ser obtida da terceira equagdo das condigoes iniciais (3.2). Substituindo-
a na equagdo (2.2) e integrando em todas as idades, obtem-se a relagao

553NZJM+NO%;UHu+ﬂ’ (3.4

que pode ser reescrita como A\g = u (Rp — 1), onde tem-se

o P (3.5)

Ry = .
pt+o pty

Note que 07! e (/J—i—a)*l sao, respectivamente, o periodo latente do virus e o
periodo médio que um individuo passa no compartimento dos latentes e sobrevive.
Assim, o/ (¢ + o) é a probabilidade que um individuo infectado sobrevive durante o
perfodo latente o 1. Por outro lado, (u + '\/)71 é o periodo médio que um individuo
passa no compartimento dos infecciosos e sobrevive, e 3 é a taxa com que casos
secundarios sejam produzidos durante o periodo infeccioso v~ !. Assim, o termo
B/ (1r+~) é o ndmero de casos secundérios que um individuo infectante produz
durante o perfodo infeccioso v 1. Portanto, Ry, obtido matematicamente, repre-
senta o nimero de casos secunddrios que um individuo produz durante todo o seu
periodo infeccioso, levando em consideragao que este individuo sobreviva durante
os periodos latente e infeccioso, e coaduna-se com a sua definigao.

Por outro lado, pode-se integrar a primeira equagdo das condigdes iniciais (3.2)
em todas as idades. Deste resultado pode-se relacionar a fragdo de individuos
suscetiveis com a razdo de reprodutibilidade basal através de Ry = 1/xzq, que re-

sultou da comparagao direta com a relagio A\g = u (R — 1). Note-se que zg(=
fOL Xo(a)da/ fOL No(a)da) é a fragao dos individuos suscetiveis, e este valor pode ser
obtida (estimada) de dados de campo. A equagdo (3.5) é obtida da andlise de esta-
bilidade do sistema de equagoes (2.3), em que, para Ry > 1, o equilibrio endémico
é estdvel, e no caso contrario, o equilibrio trivial é estavel.
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Para mostrar a importancia de suposi¢coes ou hipéteses de quantificagao, o
sistema de equagOes (2.3) serd analisado para duas formas de taxa de contato
considerando-se uma imunidade perene (néo ocorre enfraquecimento da imunidade).

3.1. Taxa de Contato Constante

Os efeitos da vacinagdo sdo analisados quando (3 é constante e m = 0 [3], com a taxa
de vacinagao dada pela equagdo (2.1). No equilibrio assintético, tem-se

B+ Ao

I R [ e e e
oo

n+ )\0 = (36)

onde A\ é a forca de infec¢ao assintotica. Fxiste uma relacdo bem definida entre
Ao, Tesultante da vacinagao, com a forca de infeccdo natural .

A equagdo (3.6), que relaciona as forgas de infec¢ao antes e depois da introdugao
da vacinagao, merece algumas observacoes. Pode-se calcular a taxa de vacinagao
que resulta na erradicacao da doenca. Fazendo-se Ay = 0, tem-se a equagao

Ao
p+ Ao

(1 + vin) = vane 2 [1 ¢ ltrn)eaman)] (3.7)

onde o valor de v4,, que é o limiar da taxa de vacinagdo para que se alcance a
condicao da erradicacao da doenga, pode ser obtido em funcao da for¢a de infecgao
natural A\g. Devido a questao de seguranca, usa-se valores para a taxa de vacinagao
superiores a vy, para obter a erradicacao da doenca.

O controle ou a erradicacao da doenca exige que se escolha apropriadamente
o intervalo etdrio a ser vacinado. Fazendo-se 14, — 00 na equacao (3.7), pode-se
calcular o valor limiar do extremo inferior do intervalo etario vacinado, resultando

1 + A
th 1Y 0
=21 . 3.8
ay u“( Xo ) ( )

Esta expressio mostra que se a; > at®, entdo a doenca nao pode ser erradicada,
mesmo que se tenha v — oco. A taxa de vacinacdo infinita corresponde a vacinar
todos os individuos suscetiveis pertencentes a faixa etaria vacinada.

A expressao matematica para a razao de reprodutibilidade com a taxa de vacinagao
dada pela equagdo (2.1) ndo é uma tarefa facil. Para obté-la, é preciso recorrer a
técnica matematica denominada raio espectral. Porém, no caso de taxa de contato
constante, a razao de reprodutibilidade R, é dada por

R, = Ro {1 _ ve a1 [1 B e—(u-&-u)(az—m)} } , (3.9)
w+v

onde Ry é a razdo de reprodutibilidade basal dada pela equacio (3.5). Reescrevendo
Ry em funcio de g, e fazendo-se R, = 1, obtem-se a equagao (3.7).

Seja uma vacinacao em todas as idades, fazendo-se a; = 0 e ay = L — oo. Neste
caso, da equagdo (3.7) tem-se o valor limiar vy, = Ao, e da equagdo (3.9), a razao
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de reprodutibilidade é dada por R, = puRo/ (i + v). Desta equacdo, a proporcao
critica pyp, a partir da qual a doenga pode ser considerada erradicada, pode ser
obtida fazendo-se R, = 1, resultando em py, = 1 — 9. A idade média de infecgdo
é dada por G = 1/(p+ A). Assim, conclue-se que a vacinagio desloca a idade
média de aquisicao da primeira infec¢ao para idades mais avangadas, pois A\g > Ao

3.2. Taxa de Contato Dependente de Idade

Os efeitos da vacinagdo sdo analisados quando 3 depende de idade e 7 = 0 [2], com
a taxa de vacinagao dada pela equagdo (2.1). Seja a taxa de contato dada por

Bla,a’) = Bofr(a)e bl (3.10)

onde o potencial de transmissao [y (dimensao de tempo) leva em consideracio a
infectividade do virus e a fungdo f;(a) é dada por

a bi o
= b
bs (bz) -

fi(a) = bol'(by + 1) x 9 _ e—bsa

(3.11)

sendo b; o nimero médio de contatos, b, o periodo de agregacgao, bz a taxa de
contato infectivo e I'(z) a fungdo gama.
Para a forga de infecgdo dependente de idade A\(a) tem-se a equagdo integral

L
Ma) =4 /0 Ba, Qe o YO x()e Ja MeMog (3.12)

no equilibrio assintético, com 8 = Sy N* e B(a,(), o quase-ntcleo, sendo dado por

B(a,() = fi(a) [f2(a,()0(C — a) + fs(a, ()b(a — ()], (3.13)
onde (z) é a funcao degrau e f3(a, () e f3(a, () sdo as fungdes auxiliares dadas por

ce—HCg—b3(¢—a)

fala, Q) = S rtrerey
_ ge e b3(a—0) 20bze H*
fs(0. Q) = G e (G Be—) (3.14)
—v(a—¢) _ [(u+0)? b3~ (o) (2utrto)]e 7O
g Coiojeo)

Estas fungoes sao dadas em termos de funcgoes exponenciais decrescentes. Pode-se
mostrar que esta equagao tem apenas a solucao trivial A(a) = 0 se o mapeamento

TAa) = BfOL B(a,Q)e IOC v(s)ds = IOC A(S)ds)\(g)d( for uma contragdo. Observe que:
1) B(a,Q)e f: V()45 ¢ ontinua para a,( € [0, L], 2) B(a,()e foc v(s)ds f0< Als)ds
satisfaz a condigdo de Lipschitz em relagao a A(a), e 3) B(a,()e Jo visds é uma
’B(a,()e [ v(s)ds

funcdo quadraticamente integravel. Portanto, se |3] x < 1,

entdo A(a) =0 é a solugao tnica.
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A sub-estimativa para o coeficiente de transmissao, que assegura a unicidade da
solugdo trivial quando v = 0, vem se a desigualdade |3] x ||B(a, ()| < 1 estiver no
limiar de ndo mais se verificar, ou seja, quando 3 = HB(a,C)H*l = Bth, Assim, o
valor limiar aproximado para o coeficiente de transmissao ¢ dado por

1
2

B = [Jy ' 1B(@.O)F dadc] ™5 norma — ||, (3.15)

O Teorema de Contracio e o valor de £ mostra que, se § < B, existe uma
unica solugdo (ponto fixo) para a forca de infecgdo. Mas, a equacdo (3.12) tem
sempre Ag(a) = 0, a for¢a de infec¢do natural nula, como uma solugao, concluindo-
se que esta é a tnica solucdo. Por outro lado, se 3 > 3", nada pode ser concluido
em relacdo & unicidade da solugdo trivial Ag(a) = 0. Portanto, quando se usa
Ry = /B, esté-se super-estimando o valor da razio de reprodutibilidade basal.

¢
I ds(¢) ) .
Como a funcao e Jo v=)ds() 4 decrescente, e uma vez que esté-se considerando

que a infecgdo estd prevalente na populagdo, entdo tem-se a solugdo ndo-trivial,
Ao(a), se v =0 e a solugdo trivial, A(a) = 0, se v — oo, supondo-se uma estratégia
de vacinagao que permita a erradicacdo da doenca. Assim, para valores elevados
de v tém-se a unicidade da solugao trivial. Entretanto, a medida que este valor é
diminuido, de modo que a desigualdade acima esteja no limiar da sua validade, ou

seja, quando tem-se |3| x

¢
B(a,()e” Js Vth(s)ds” = 1, entdo nao se garante mais a

unicidade da solugao trivial. Portanto, este valor é um limiar aproximado para a
taxa de vacinagao que pode ser obtido como a solu¢ao da equacgao

1
2

¢ 2
BB(a,O)e Jo "% dadc| —1=0; norma—|,. (3.16)

o Iy

Note que, se v > vy, entdo existe uma tunica solugdo A(a) = 0 e, para valores
menores de v, porém préximos de v:n, nada se pode concluir a respeito da unicidade
da solucao trivial. Por isso, v é a super-estimativa do esforco da vacinagao, e o
verdadeiro valor do limiar da taxa de vacinacgao estd abaixo deste valor.

A equagdo transcendental (3.16) pode ter raiz ou ndo, quando a vacinagao é apli-
cada restrita em um intervalo etério, descrita pela equagdo (2.1). Em se tratando de
infecgoes de transmissao direta, o intervalo etdario é muito importante na estratégia
da vacinagao, pois o esforco da vacinacao depende do extremo inferior do intervalo
etario vacinado e, portanto, o limiar do extremo inferior do intervalo etario vacinado
at? também pode ser estimado pela equacdo (3.16).

4. Discussao

Os resultados do modelo para as doengas infecciosas de transmissao direta, descrita
por sistema de equagdes (2.3), sdo aplicados para a rubéola. Para a rubéola, os
valores 0 = 52,0 anos™! e v = 39,0 anos! foram fixados, respectivamente, para
as taxas de incubagao e de recuperagao, enquanto que a taxa de mortalidade natural
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dos individuos foi fixada em p = 0,017 anos~!. Para o modelo com taxa de contato
constante, basta estimar o parametro (3. Este modelo tem como resultados Ry = 6,7
e atlh = 9,5 anos. Para o modelo com taxa de contato idade dependente, estima-se
os parametros 3, by, ba e bs. Este modelo tem como resultados Ry = 3,8 (supremo)
e ai" = 5,1 anos (infimo) para norma-||-||,.

A hipdtese da taxa de contato constante em todas as idades considera uma
mesma, chance de infec¢ao em todas as idades e distancias, enquanto a taxa com
estrutura etdria considera uma maior probabilidade de infeccao entre individuos de
idades préximas que vivam agrupados. Mais ainda, a chance de infeccao é maior
na idade entre 10 e 15 anos, caindo abruptamente para idades posteriores. Assim,
o modelo com a heterogeneidade etaria, tao preponderante em doengas infantis,
mostra que a doenga pode ser mantida em niveis endémicos com esforco menor
(Ro menor) por parte do virus para se perpetuar; e mecanismo de controle para
erradicd-la deve ser a vacinagdo de criancas em idades baixas (a}* baixo).

Modelos matematicos que consideram uma vacinacao aplicada a todas as idades
tém como paradigma o retardamento do primeiro contato com o virus. Entretanto,
usando-se taxa de vacinagao restrita em um intervalo etario, verifica-se que, se
a; < atlh, entdao o paradigma é mantido, porém em caso contrario, ocorre um con-
tato precoce com o virus. Como conseqiiéncia, vacinacao precoce é indicada para
erradicacao, enquanto que a tardia é apropriada para diminuir casos de SRC.

Abstract. Mathematical models have been proved to be useful tools to describe
the dynamics of infectious diseases. Mathematical epidemiology is based on an
appropriate quantification of the biological knowledges regarded to the propaga-
tion of epidemics. Therefore, mathematical epidemiology depends strongly on the
mathematical hypothesis taken into account to develop a model, and all results
must be interpreted based on these assumptions.
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