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1. Introducao

As cicléides originalmente foram introduzidas pelos gregos. Estudadas por Apolonio
no caso particular dos epiciclos, ele as usa para descrever movimento de planetas.
Ptolomeu, descreve os movimentos planetarios em termos destes epiciclos. As ci-
cloides passaram para teoria de curvas, segundo Descartes, como curvas mecanicas,
i.e., geradas mecanicamente; a idéia de Descartes era dividir as curvas em algébricas
e ndo algébricas. Talvez por falta de trigonometria ele ndo viu que muitas destas
curvas sao algébricas. Em principio, elas podem ser definidas como o movimento de
um ponto de uma circunferéncia que rola uniformemente sobre uma reta ou outra
circunferéncia. Geralmente vamos considerar a circunferéncia movel rolando sobre
uma curva qualquer. Nosso trabalho sera feito no e nosso objetivo
é programar func¢Oes graficas o mais préximo possivel do raciocinio matemaético.
Vamos construir passo a passo nossos programas.

2. Comandos Basicos

Afim de auxiliar as descri¢bes de nosso programa vamos introduzir varios outros
comandos auxiliares. O primeiro comando que discutiremos é o que
simplifica principalmente paréntesis; ele é

Colocamos a opc¢ao do para que todos os pontos que
queremos que aparecam na tela e o para que nao haja distorcao de
razao durea nas dimensoes do quadro da figura.

Os proximos comandos sao os correspondentes as cores basicas:
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Para abreviar a notagdo usaremos o comando que é a representacio no
plano da exponencial:

Para obter linhas mais grossas usamos

O comando desp tira um parénteses: .

Vamos usar bastante o comando . A dificuldade que ele apre-
senta é que nao se pode junté-lo diretamente ao . Para isto, deveremos
tirar seu comando gréfico, o que é feito da seguinte maneira usando o

>

Aqui > nao mostra o grafico porém seguido de
nos fornece o comando gréafico embutido em que é o
No computador toda curva é tracada com o comando para um certo nimero
de pontos, e o é também um acumulo de um ntmero grande de pontos.
Podemos abreviar este comando pondo

>

onde é a e equagdo paramétrica da curva dada como funcdo da variavel
Para simplificar os exemplos vamos introduzir

> >

Observe-se que significa que quando n&o mencionarmos nada a vari-
acao de serdde a
O restante dos comandos basicos serao introduzidos & medida de sua necesidade.

3. Cicloides Lineares

No nosso primeiro exemplo vamos rolar uma circunferéncia sobre uma reta. O
procedimento é igual ao de um filme, onde preparamos um certo nimero de quadros
para fazer a animagao.

Vamos montar nossos comandos. Primeiramente exibimos a reta suporte do
movimento: e adicionamos a ela a grossura afim de
ressaltd-la. Vamos pensar nosso movimento no tempo.
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Fixado , damos a circunferéncia de raio unitario e centro
. Fixemos um ponto nesta circunferéncia de tal modo que

no tempo ele esteja sobre a reta, i.e., suas coordenadas se-
jam . Assim, na figura ao lado, a distancia E
é igual ao arco . No tempo a circunferéncia percorreu
unidades, i.e., um arco de comprimento e ai nosso ponto ) T
fixo tera coordenadas . Cada quadro tera um

ponto fixo que vamos colorir de azul, como também as circun-

. . , Figura 1: cicloide
feréncias que os contém.Esta parte do comando ficaré

linear

Para termos uma visdo da curva vamos tragé-la como um certo namero de pontos
e para tal vamos fazer a lista de pontos, em vermelho; usamos o comando

e assim, para fazer a lista dos quadros usamos outra vez o comando . Observe-
se que usando estamos na realidade formando uma tabela
com 20 vezes 10 elementos, i.e., a variaciodo & . Aqui,

se quisermos aumentar o numero de quadros ou o numero de pontos teremos que
mexer no passo, pois o comprimento do intervalo j foi prefixado em 20.
Assim, nosso resultado final ficara

Se quisermos uma hipocicléide ou uma epicicléide basta prender nosso ponto
numa circunferéncia concéntrica com a dada, o que corresponde a multiplicar

por um certo fator . Se > teremos uma epicicléide e se < teremos uma
hipocicléide.

Uma variante para melhorar o grafico da curva é substituir

por

ou, ainda,
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)

Figura 2: epicicloide

TN NGTN,

Figura 3: cicloide

Variando a amplitude e a velocidade de deslocamento do ponto teremos a pro-
gramagao final em funcido dos pardmetros que é a distancia do ponto mdvel ao
centro e do parametro que é a velocidade angular do ponto

Se quisermos ter uma melhor visdo de onde o ponto desliza podemos acrescentar
no final a sua circunferéncia em cor verde:

Outro efeito que podemos dar & nossa animagio é o de rastreamento. Ele con-
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Figura 4: hipocicloide

siste de ir tragando a curva a medida que nosso ponto se movimenta. Isto pode ser
facilmente obtido dos comandos anteriores tomando a variagao do
. Nosso comando fica:

Observe-se também que todos os nossos comandos tém dentro
o comando que é necessario para que as expressoes escritas saiam em
forma de equagbes paramétricas.

Finalmente para obtermos a animac¢ao selecionamos nossos vinte quadros e apli-
camos . Em geral temos que ajustar a velocidade que o programa apresenta,
os quadros. No com o botao da direita do mouse vae-se no menu

, vem um quadro. Seleciona-se , € , e modifica-se

, por exemplo, para ; isto quer dizer cinco segundos por

quadro. Aperta-se o ratinho em , e sai-se deste quadro. No vai-se

no menu , seleciona-se e 14 escolhe-se o niimeros de quadros por
segundo e manda-se aplicar com

4. Cicloides Circulares
Neste caso trata-se de uma circunferéncia rolando sobre outra circunferéncia. Aqui,

as etapas do nosso procedimento sao:
Tomamos a circunferéncia bésica de centro na origem e raio unitario. Partindo-

se do ponto , no instante a circunferéncia deslizante terd seu centro na
normal que passa por este ponto e seu raio serd , ou seja, seu centro é o
ponto . A medida que a circunferéncia rola sobre a primeira,

o ponto fixo ir4 descrever a cicléide. Vamos trabalhar numa situacdo um pouco
mais geral; ndo vamos querer que a velocidade angular do ponto seja a mesma
da velocidade de sua circunferéncia, e também que o raio desta circunferéncia
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ndo é necessariamente igual a . Assim, 0 ponto no tempo estard na posi¢do
e esta serd a equacao do movimento:

A nossa cicloide seré :

Devido a estas funcoes, as vezes, ndo serem compildveis, aparecerd mensagens
de erro e para evité-las incluimos o comando

Observe-se também que temos de usar o comando para que primeiro
o programa calcule as expressoes dadas.
Como exemplos sugerimos os seguintes valores: , , € , ou ,
e

Se quisermos adicionar ao gréfico a circunferéncia fixa usamos o comando

Nas figuras que se seguem usamos este comando com , , e
, respectivamente, iguala , e obtendo curvas semelhantes as epicicldides e

hipocicléides.

Figura 5: epicicloide, cicloide e hipocicloide circulares

5. Caso Geral

O caso geral é quando dé-se uma curva qualquer, , que é a base do deslize e
a circunferéncia deslizante tem centro na normal e dista do ponto de contato uma

distancia . Seu centro é
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Assim, o ponto que descreve a cicloide estd numa circunferéncia de mesmo cen-
tro que a deslizante, porém seu raio pode ser diferente. Isto &, a equacao fica

Figura 6: cicloide dupla e cicloide parabolica.

Na figura 6 apresentamos dois exemplos: o da cicloide dupla, i.e., onde é
uma cicléide, e o caso onde ¢ uma parabola

6. Curvas Paralelas

O centro estd numa curva que, por construgao, é “paralela” a curva dada;
sua equacao é bem simples de se calcular. Vamos trabalhar neste topico desenvol-
vendo os comandos apropriados.
Um vetor ortogonal a um vetor dado de coordenadas tem coordenadas
. Assim, definimos L e 0 vetor unitario é obtido
dividindo este por seu modulo

Assim a curva paralela é definida pelo comando:

Da maneira que construimos o caso geral podemos repetir o processo enquanto
o computador tiver memoria.

7. Curvas Algébricas

Como ja observamos acima as cicloides sao curvas algébricas no sentido de que ela
existe um polindémio a coeficientes reais tal que todo ponto da curva
satisfaz a e, reciprocamente, toda solu¢do da equagao nos
da um ponto da curva. Vamos calcular a equacdo de algumas destas curvas. O
argumento é simples. No caso da cicléide de equacoes paramétricas
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Figura 7: Paralelas & cicléide 1.2,.2,5 com k igual a .5 e .25.

deveremos eliminar o Seno e Coseno desta relagdo. Pela férmula de Moivre

estas duas fungoes sdo dois polindmios destas fungoes trigonométricas. Vamos entao

desenvolver (Cos[t] + I Sen[t])™ e calcular sua parte real e sua parte imaginaria,

obtendo respectivamente Cos[n * t] e Sen|[n  t]. Depois substitui-se Sen e Cos em

fun¢do da tangente do arco metade e substitui-se Tg[t/2] por . Os comandos do
que nos dao as partes real e imaginaria sao

k  (2k)  (n—2sk)

ko (2k+1)  (n—2k—1)

Aqui é o comando que soma termos de uma seqiiéncia e éo
coeficiente binomial. Assim, substitui-se  por (2%t)/(1+t*) e por
1—t%)/(1+t*) e eliminando-se denominadores teremos duas equagdes:

Agora a equacdo da curva é dada por eliminacio de

(143" x eqllfa,r,n]] ==
(143" x eq12[a,r,n]] == 0
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Figura 8: & esquerda k=.5 e & direita k=-.5.

Por exemplo, serd a seguinte equagao de grau
3 6 3 23 3 2 3 3 4 2 2 2 2 6
2 2 4 6 2 2 2 2 4 8 6 2
4 2 6 8 6 2 4 2 2 2 4 2 6 2 2 2 4
4 2 6

Estas cicldides nos permitem também exibir curvas algébricas espaciais. Basta
considerarmos o comando e adicionarmos & equacao plana
uma terceira coordenada também funcgdo trigonométrica. Por exemplo:

8. Exemplos

Vamos apresentar agora exemplos envolvendo paralelas & cicloide.
Nosso primeiro exemplo é de paralelas & cicléide 1.2,.2,6 com k=.5 e -.5, usando
o comando

O outro bloco de exemplos usa o comando seguinte que depende de e
vamos nos referir a curva dando esta terna de nimeros. Nosso comando é:

Sao cinco os nossos exemplos.

Finalmente, devemos observar que as cicléides sao apresentadas como exercicios
tanto em livros de Célculo quanto em livros de Geometria Diferencial. Um dos
nossos objetivos é apresentar uma boa variedade de curvas. Cicléide também sao
tratadas no capitulo IT da referéncia [3], aqui a maneira de estrutura de programagao
é diferente da nossa.
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. B

Figura 10: a esquerda (13,-.5,9), centro (7,.5,7) e & direita (5,-.5,7).

Nosso trabalho com o comando e com segue as orien-
tagOes de [2] e [3]. Por tltimo, devemos observar que podemos acrescentar legendas
as figuras; com o auxilio do comando TextForm. Preferimos usar o LaTeX. Para

um esclarecimento sobre este comando, referimos o leitor ao manual do programa
[6] ou a [1].
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