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Resumo. Neste trabalho, introduzimos uma nova formulagao para as condigoes de
ordem de uma sub-classe dos métodos lineares gerais, os métodos DIMSIM (Diago-
nally Implicit Multi-Stage Integration Methods). Aplicamos as condigdes de ordem
a uma classe de métodos DIMSIM adequada ao processamento em paralelo de pro-
blemas de valor inicial nao stiff, chamados de métodos do tipo 3.

Os métodos DIMSIM sao definidos por quatro matrizes A, U, B e V e, tradi-
cionalmente, a matriz U é tomada como sendo a matriz identidade. Apresentamos
resultados e uma anélise sobre os métodos com matriz U # L.

1. Preliminares

Neste trabalho vamos considerar métodos para a solu¢ao numérica do problema de
valor inicial auténomo,

(1) = fy (1)), y(to) = vo, (1.1)

onde f é uma funcao suficientemente diferencidvel. Vamos encontrar a solugao y(t),
y : [0,00) — R™, usando Métodos Lineares Multi-Estdgios Diagonalmente Implicitos
( DIMSIM - Diagonally Implicit Multi-Stage Integration Methods) dados por:

S T
Y, = hz aiij—l—Zuijy?_l, 1 :1,2,...,8,
j=1 j=1

F; :f(}/;) i =12..s,
S T
ypo=h Y biFy 4+ Y vyt =12 (1.2)
Jj=1 Jj=1
Escolhemos o tamanho de passo h > 0, e geramos aproximagoes y" = y(t,), n =

1,2, ... iniciando o processo com a condicao 4°, chamada de condicao inicial. Neste
trabalho usaremos tamanho de passo h fixo, ou seja, t,, = to+nh. Vamos supor que
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os Y;, i=1,2,...s sdo aproximagoes de ordem ¢ para a solu¢ao em pontos t, 1 + ¢;h
1, 2].

Os métodos numéricos tradicionalmente usados para a solugdo de (1.1), sdo os
métodos de Runge-Kutta e os métodos lineares de passo miiltiplo. As vantagens
e desvantagens desses métodos sdao bastante conhecidas [3], o baixo custo de im-
plementacao e as facilidades de estimar o erro local sdo os grandes atrativos desses
métodos. O uso de processamento em paralelo é bastante limitado para ambos os
métodos [4].

Durante os ultimos 20 anos foram propostas varias modificagoes dessas duas
classes, como por exemplo os pseudo-Runge-Kutta e os métodos do tipo Previsor-
Corretor. Em 1966, J.Butcher introduziu os métodos lineares gerais combinado
as caracteristicas dos métodos de Runge-Kutta e os métodos lineares gerais. Esse
mesmo pesquisador [1], selecionou dentro dessa grande classe dos métodos lineares
gerais, os chamados métodos DIMSIM, que possuem caracteristicas que os tornam
convenientes do ponto de vista computacional, evitando a solugao de sistemas de
equagoes nao lineares de alta ordem, exigidas na implementagao de um método de
Runge-Kutta do tipo implicito.

Esses métodos (1.2) podem ser representados em forma de um arranjo matricial
(s+ 1) x (s+ 1), chamada de arranjo de Butcher [1]:

%% (13)

A matriz A é que determina os custos na implementacao do método e para
diminuir esses custos, Butcher em [1] considera um método DIMSIM como sendo um
método linear geral (1.3), para o qual a matriz A é triangular inferior. Dependendo
da estrutura dessa matriz, os métodos foram divididos em 4 classes, ou tipos, que
sao apropriados para sistemas de equagoes diferenciais ordindrias do tipo stiff ou
nao, e para processamento em paralelo ou sequencial. A matriz A toma a seguinte
forma:

A 0 0 0
a1 A 0 0
as] as3o A 0
A =
L g1 ag2 g3 . A ]

Um método diz-se do tipo 1 quando A = 0, e do tipo 2 quando A # 0. Esses
métodos sao adequados para processamento sequencial de problemas nao stiff e
de problemas stiff, respectivamente. Tipo 3 é a classe de métodos para os quais
A =0 e tipo 4 é quando A = AI. Os métodos do tipo 3 e 4 sao adequados para o
processamento em paralelo [1] de problemas nao stiff e stiff, respectivamente.
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Este trabalho estd organizado de modo a apresentar, na sec¢do 2, uma nova
formulagao para os teoremas de ordem de um método DIMSIM diferente daquela
dada nos teoremas 1 e 2 em [1, 2]. Tal formulacao simplifica as equagoes de ordem,
pois s6 utiliza os pardmetros do método dados pelas matrizes A,B, U e V, evitando
o célculo de By, By, B2 e da fungdo ¢ exigidas nos teoremas 1 e 2. Na secgao 3,
as condi¢oes de ordem sao aplicadas aos métodos DIMSIM do tipo 3. Na secgao
4, constréi-se uma classe de métodos do tipo 3 utilizando as equagoes de ordem
(teoremas 3 e 4). A secgdo 5 apresenta condigoes de equivaléncia entre dois métodos
DIMSIM. Conclui-se, nesta seccao, que definir tais métodos com matriz U diferente
da matriz identidade, s6 faz sentido se a matriz U; # I nao for inversivel. Caso
contrario, existe uma transformacao linear que transforma o metodo M; com matriz
U; # I, num outro método My com U= I. Os métodos M; e My tém a mesma
ordem de convergéncia e apresentam as mesmas caracteristicas de estabilidade (
teorema 14). Este artigo termina com uma discussdo sobre os resultados obtidos.

2. Condicao de Ordem

Consideremos a equagao:
Zazky )R* + O(hP 1), (2.1)

onde y°(t,,) e a; sdo parametros reais para quaisquer i e k.

Aqui, como em [1, 3, 4, 5, 6], admitimos que, se os valores iniciais yZ[O]

por (2.1) entdo os valores yz[l], obtidos no término do primeiro passo, também serao

dados por (2.1). Admitiremos também que os valores intermedid rios, ou seja, os

sao dados

valores dos estdgios internos Y;, 1 = 1,2,...,s, sao aproximagoes de ordem ¢ para
a solugdo nos pontos t; = t,—1 + he;, i =1,2,...,s, ouseja Y; = y(tp—1+ ¢;h) +
O(hq‘*‘l)7 n=1,2,...,. Tais aproximagoes sao dadas por:

F(to)h* + O(hath). (2.2)

w‘sw

V-3
k=
As condicoes para a determmagao da ordem de um método foram dadas em [1],
(pag. 356) e [2] (pag.454), pelos seguintes teoremas:
Teorema 1 Seja r=s=p. Entao o método DIMSIM
AU
B|V

com Ve=e, € de ordem p e ordem de estdgio q se, e somente se, B = By — AB;, —
V By + VA, onde o (i,j)-elemento de By,By e By sao dados respectivamente por:

bt @dr  gi(te) i d@)de
¢ (c;) 5 (¢) ;5 (¢j)
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e ¢; € dada por
(ﬁj:H(mfck)a i,j:1,2,...,8.
k#j

Teorema 2 Seja r=s e U=1. Entao o método (1.2) € de ordem de estigio g=s=r e
ordem p=q+1 se, e somente se, B= By — AB; —VBs + VA, e

(u+c)? —cP

p

Ber1 — —Al(u+ )P =P — (p = DUV = Dy,

onde a, = (q1p, Q2p, weey arp) T

O uso de tais teoremas para a verificacao da ordem de um método nao é de facil
manuseio. Vamos dar a seguir uma outra formulagao para a estrutura das condigoes
de ordem de um método, a qual nos permite a verificacdo da ordem de um método
de uma maneira direta e prética.

Nos dois teoremas que se seguem, mostramos como as condigoes de ordem de um
método DIMSIM podem ser obtidas usando simplesmente as matrizes A, B,U,V e
o vetor ¢ = (c1,¢a,...,c5)7T.

Teorema 3 Um método DIMSIM tem ordem de estdgio q se, e somente se, exis-
tirem vetores ag, a1, ..., Qg tais que

Ie—Uag =0, (2.3)
ck Ack—1
————— —Uar =0 k=1,2,... 2.4
k‘ (k*l)' (673 ) 9 4y , 4, ( )
onde
F= (k... e=(1,1,...,1)T e A =e.

demonstrac¢ao: Usando (2.1) e (2.2), foi mostrado em [1] que

€% = zAe + Uw + O(z\9HY), (2.5)

onde e°* representa o vetor com componentes exp(c¢;z), i =1,2,...,5, e w denota
o vetor com componentes dadas por,

p
wi =Y aix¥, i=1,2,...,8. (2.6)
k=0

Pela equagdo (2.5) temos:

S T
Pi(z) = €% — Z zagjed* — Zuijwj + O(zl7HY), para cada i=1,2,...,s.
j=1 j=1
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Substituindo em P;(z) a igualdade e* = (1+2z+ % + 'f,)—? +---+ ;—?)—i—O(zp“), temos:

(ciz)? | (ciz)®
ST TR

_iaijz {1+(cjz)+<cj-2'7)2+(cg)’j):5+_._+ (CjZ)q]

Pi(z) = [1 4 (ciz) +

— Z uijwj + O(Zqul).

j=1

Como w; é dado por (2.6), segue que

s q k 1 T
c C
R(Z) = |1 E U450 + E kfl' — E aijm — E Ujj Zk + O(Zq+1).
Jj=1 k=0 j j=1

)

s k—
J

Igualando os coeficientes de z¥, k = 0,1,...q, a zero em cada P;, e tomando «y =
(1k, ok, - - -, i) para k =0,1,...¢, obtemos as equacoes (2.3) e (2.4). n

Teorema 4 Um método DIMSIM tem ordem p se, e somente se, eristem vetores
Qo, 1, ,Qq, tais que

(I - V)Oé(] = 0, (27)

k k—1

Ozk,j_ C . _ _
> i B(kil)!—i—(f Viay=0, k=1,2...,p, (2.8)

Jj=1

onde V e B sdo matrizes dadas, I é a matriz identidade e ® e ¢* sio como no

teorema anterior.

demonstrag@o: Também em [1] mostrou-se, usando (2.1) e (2.3), que vale a seguinte
expressao:

efw; = ZZbijech + Zvijwj + O(z(P+1) i=1,2,...,s,
Jj=1 j=1

onde B = (b;;) é uma matriz r X s, V = (v;;) é a matriz r x r dada na particao
(1.3) e w; é dado por (2.6). Procedendo como no teorema anterior, definimos os
seguintes polindmios Q;(z) para i=1,2,...,s:
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S

I
Qi(z) = fw; — Zzbijecjz - Zvijwj + O(2PHD)
j=1 j=1
228 zP
(1+z+—+§+ +F)(ai0+aﬂz+...+aiqzq)

s
(ciz)? | (ei2)? (ciz)?
- bijz{1+(ciz)+ Sttt ;!
j=1

— Z vijw; + O(Zp+1).

Jj=1

Substituindo w; em @Q;, encontramos:

T S T
Qi(z) = |auo — E VijQjo | t+ | Quo + Qi1 — g bij — E Vijo1 | 2
=1 j=1 j=1

+ |2 + aqn + a1 Z bljc] ZU1]a]2 Z + -
Q;
+ plo + — ( ) ot — wa Zv”aw 2P+ 0P,

Assim, o método DIMSIM tem ordem p se, e somente se, os coeficientes de z* em

Q;(z) forem iguais a zeros para k = 1,2,...,p. Desta forma, temos verificadas as

equagoes (2.7) e (2.8) se tomarmos «y = (@1, Qok,---,Qsg) para k= 1,2,....p. =
Decorre de imediato desse teorema que:

Teorema 5 O método (1.2) € consistente se, e somente se, a ordem de estdgio q e
a ordem p do método € pelo menos igual a 1. Um método DIMSIM ¢é consistente se
existemn vetores o, a1 e ¢ tais que as relagoes abaizo estejam satisfeitas:

e Unp=e (1)
e c=Ae+m (13)
e Vag =« (r3)

e BetVa;=e+om (1y)
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3. Alguns resultados considerando U=I em métodos
do tipo 3.

Em [1, 3, 4, 5] foram construidos métodos DIMSIM considerando a matriz U sempre
igual & matriz identidade I e a matriz V de posto 1,

Vi1 Vo ... Vs

Vi Vo - e Vs
V:

Vi Vo . Vs

com um unico autovalor diferente de zero e igual a um, ou seja:

ivj =1. (3.1)

Em [6], foram construidos exemplos de métodos com matriz U=I e matriz V
satisfazendo (3.1), porém de posto > 1.
Para os métodos DIMSIM do tipo 3, temos os seguintes resultados:

Teorema 6 Um método do tipo 3, com U = I € consistente se, e somente se,
] = C.

demonstracao: A relagao (2.4) é satisfeita para ¢ = 1 se, e somente se, ¢ = Ae+ .
Assim, para um método do tipo 3, a; deve ser igual a ¢ a fim de que a ordem do
estagio seja pelo menos 1.

Portanto, um método DIMSIM do tipo 3, consistente com U = I, deve satisfazer:

ag=e, por (rp) e c=a; por (rg).

De (r3) segue que Ve = e e, finalmente, por (ry) obtemos Be+Vas =e+ o
para algum vetor aj. L]

Teorema 7 Seja r=s=2 e U=I. Um método DIMSIM do tipo 3 com
v 1-v
V= { v 1-v ]

¢ consistente se, e somente se, Y. (—1)"1b; =3 (=1)"te;, onde ¢ = (c1,c2)T.
ij=1 i=1

demonstracao: Pelas condigoes de consisténcia de um método DIMSIM, temos que
Be+Va; = e + ¢ deve ser satisfeito. Resolvendo este sistema, temos a expressao
acima. L]

O teorema acima nos fornece condigoes necessarias e suficientes para a con-
sisténcia dos métodos em questao. Essas condigoes relacionam a matriz B com o

vetor ¢. Podemos obter resultado equivalente relacionando a matriz V com a matriz
B.
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Corolario 8 Nas mesmas condi¢des do teorema anterior temos que
2 2

> (DT = 3 (1) e

ij=1 ij=1

é equivalente a condi¢do
2 2
UZblj—}—(l*’U)Z bgjzl
j=1 j=1

demonstragao: Basta substituir o valor de ¢; ou cg no sistema (ry). n

Corolario 9 Um método DIMSIM do tipo 3 com U = I tem ordem de estdgio q.

demonstra¢ao: Tomando ag = €, a1 = ¢, ag = %,..., ar = k—':, kE=12,...,q,
temos que (2.3) e (2.4) estdo satisfeitas. L]

Corolério 10 Sejam r=s e A a matriz nula. Um método DIMSIM com U=I tem

ordem de estdgio q se, e somente se,

1 1 1
wj =14cjz+ 5<Cjz)2 + g(cjz)3 +...+ a(cjz)q
para quaisquer escolhas de matrizes B e V.

Teorema 11 Um método DIMSIM do tipo 3 consistente, com U=Ie c; =1—1, é
um método de passo maultiplo.

demonstracdo: Com as hipoteses do teorema, temos:

V= y =yt (3:2)

7

pois, pela equacdo do método (1.2) vem que
Yi=nh Zaiij +Zuijy?71 =y =wi (tna), (3.3)
j=1 j=1

visto que u;; =0 parai# jeu;; =1 parai=]j.

Como Y; = y(t,_1+ ¢;h) + O(h?t1) = y(t,, o+ (¢; +1)h ) + O(hP*1), fazendo
c;=1-1, 1=1,2,..., 8, temos:
Yt =Y1 =y1 (tne1) = y(tn- h) + O,
Yo =92 (tn-1) = y(tn—z) + OWTT) = y(t,_1 — h) + O(WFF) =772,

Sucessivamente,

. n—1_ n—
Y, = Y =Y -
n—1

Por (3.2) e (3.3), podemos observar que y;'” ~ é uma aproximagao de ordem p
para y(t,_1+ ¢;h) . Considerando F;=f(Y;) e substituindo esses valores na terceira

equagao de (1.2), encontramos que:
y? = h Zj’:l bljf(Y;)—i_Z;:l ’Uijyyil, 1= 1,27...,5,

que é um método linear de passo multipo.
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4. Exemplo de métodos DIMSIM do tipo 3

Nesta secao vamos dar como exemplo de construgao de métodos, uma classe de
métodos DIMSIM consistentes de ordem 3.
Consideremos a seguinte classe de métodos DIMSIM

0 0 ‘ 1 0

0 0 0 1
b11 ()12 v 1—w (41)
ba1  bao 0 1

Pelo teorema 5, temos que o método serd consistente se satisfizer as condigoes
dadas em (ry), (r2), (r3) e (r4). Dali, tem-se que ap = e, a3 = ¢ e as seguintes
equagoes devem estar satisfeitas:

b11 + b12 =1 + (1 — Q))(Cl — CQ) (el)
b21 + bgg =1 (62)

Pelas condi¢oes de ordem dadas pelos teoremas 3 e 4, 0 método tem ordem 3 e
ordem de estagio 2 se:

1
5+ (b =) =0 (e3)
e
1 c? 3
5+(1*b11)61+(17’0)57b1262+(’071)5 =0. (64)

Tomando a; = ¢ = (0,—2/3)T, obtemos, das equacdes acima, que:
25 1
= 622276 a2:(0,2/9)T.

b =—-—< big=——-—= ba1 = —
=15 3117 12 12 31% 21 = 4
—7+27(b—
Se tomarmos az = (a,b)T e v = %;FTI()—C;)L)’ a equagao de ordem (2.8) se

verifica, garantindo, com isso, ordem 3 para o método (4.1).

Além disso, a3z = (a,b)T deve ser escolhido de modo que a —b # 2/27 e v| < 1
para a matriz V ser de poténcia limitada, condi¢ao necessaria para a estabilidade do
método. A titulo de ilustragao registramos que se tomarmos, por exemplo, b=5/27
e a=0 o erro local serd menor ou igual a 0.2299 h?.

Aplicando o Coroldrio 10 observamos que os vetores w; sdo: w; = 1+ a2’ e
2 2 b
woy =1——z+ ~2%2 — 25
2 3797 6

5. Meétodos Equivalentes

A ordem de um método DIMSIM e as propriedades de estabilidade estdao direta-
mente relacionadas com os parametros do método, ou seja, com as matrizes A,B,U
eV.
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Analisando os resultados obtidos em [1, 3, 4, 5] para os métodos DIMSIM ob-
servamos que sempre se considera U=I, sem nenhuma mengao sobre o outro caso,
isto é, U#£L. Na tentativa de obter parametros para os quais os métodos apresentam
boas qualidades, isto é, ordem de consisténcia adequada e estabilidade, pergunta-se:
“Porque que nao explorar o caso U diferente da matriz Identidade?” Como resposta
a essa pergunta, verificamos que dois métodos diferentes com mesmo numero de
estagios podem ter a mesma ordem e as mesmas propriedades de estabilidade e,
portanto, eles sao iguais dentro desse ponto de vista.

Tentando responder a uma outra pergunta “Em quais situagoes um método
DIMSIM com U# I é equivalente e pode ser transformado em um outro método
DIMSIM com U=I ?”, enunciamos os seguintes resultados:

Definicao 12 Dizemos que dois métodos DIMSIM sao equivalentes quando tiverem

a mesma ordem e quando ambos apresentarem as mesmas caracteristicas de esta-
bilidade.

A estabilidade de um método esta relacionada com sua matriz de estabilidade
K(z). Aplicando o método (1.2) ao problema teste y(t) = uy(t), sendo p um
parametro complexo, tal que, Re(r) < 0, obtemos:

vy =K(z) y"=U, com z=hyu e K(z)=zB(I-zA)"'U + V.

A matriz K(z) serd chamada de matriz de estabilidade de (1.2). Ver [3] para
maiores informagdes sobre a matriz de estabilidade.
Consideremos os seguintes métodos DIMSIM:

M; = E": 31 e My = %’% eseja T : Mgy — Mgs, uma
transformacao linear inversivel tal que:
T71U1 = U
TB, = B
TVlTil = Vv
TﬁlUlT = Uj;.

Teorema 13 A transformacao T definida acima transforma um método consis-
tente My de ordem p, num outro método consistente My de mesma ordem.

demonstragao:
afirmacao 1 - T transforma métodos consistentes em métodos consistentes.
Para mostrar que M é consistente, se M; for consistente, temos que verificar as
seguintes igualdades:

e Uu=ce
o Vu=u
e Bet+Vu=u+w, para algum vetor u e v.

Como M;j é consistente temos que existem vetores u; e vy tais que:
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e Uju; =e¢
o Viuy =u
e By e+Vivy =us + 11

Tomando u=T u; e v = T vy, para a transformagcao linear T definida acima,
temos:

Vu=TV;T lu=TViuy =Ty =v,
Uu=T 'Uu=T"1U0;Tu =Uuy =e,
Bie + Vivi = T '1Be + T !VTv;=T }[Be+Vv] = T u+v].
Como T é uma transformacao linear inversivel, temos:
Bie+ Vivi =T lu+ T 'v=u + vy.

afirmacao 2 - T preserva ordem.
Se temos um método DIMSIM dado por M1 com ordem de estagio ¢, entao, por
(2.4) e admitindo que ay = T~ 1ay, temos:

ck Ack—1 ck Ack—1
0:__——U :————Ui. k:12... .

M- O T Rm T ko e e

Ainda mais, considerando o mesmo @y, obtemos, por (2.8),
k- k—1 k k—1
Q1 C _ 1 Q1 C
—B 11—V =T - B I1-V

; Byt ; 7l CESVRAAL

Assim, se o0 método dado por M; tem ordem p, entao o novo método dado por My
tem a mesma ordem p, pois T é uma transformagao linear, e vice versa.

afirmacao 3 - T preserva as propriedades de estabilidade.
A estabilidade de M; é determinada pela seguinte fungdo matricial [2, 3]:
Ky (L) =17 B]_(I—ZA)il Uy 4+ Vyz,

enquanto que K (z) = z B (I-zA) ™! U + V3, determina a estabilidade de My, z é
um escalar complexo.
Mas,

Ki(z) = 2Bi(I—-2zA) Uy +Viz=2T"'B(I - 2A)'T'U,.T +T;7'VT
= T7'%2B(I - 2A)7'T7'U, T+ T7'VT,

pois T é uma transformacao linear.
Assim, substituindo T~'U; por U, temos:

Ki(2) =T '(2B(I — zA) 'T'U+ V)T =T 'K (2)T,

o que implica que K; (z) e K (7) tém os mesmos autovalores. Logo, os métodos M;
e M, tém as mesmas regices de estabilidade absoluta.



288 Barcelos

Teorema 14 Se a matriz Uy # I de um método DIMSIM My consistente for in-
versivel, entao My é equivalente a um método My com U=I.

demonstrac¢ao: Basta tomar, no teorema anterior, T=U;, assim

1) TilUl = I — U:I,
i)y UB; = B,
i) TV,T! = V =UV,U;},
isto 6, basta tomar U=I, B=U;B; e V=U,V,U; " "

6. Conclusoes

Este trabalho descreve as equagdes de ordem que devem ser satisfeitas por um
método DIMSIM de ordem p e ordem de estdgio q. A formulacao dada para a or-
dem e ordem de estigio de um método é obtida utilizando-se, simplesmente, os coe-
ficientes do método, tornando extremamente simples a sua aplicagao na construgao
de métodos DIMSIM. Aplicando essas condi¢ées em métodos adequados para pro-
cessamento em paralelo de problemas nao stiff, denominados de tipo 3, obtemos
resultados que devem ser usados na construgao e na andlise de tais métodos. Como
exemplo, descrevemos a construgao de uma classe de métodos do tipo 3 e de or-
dem 3. Trabalhos futuros serao destinados a métodos DIMSIM adequados para
processamento em paralelo de problemas stiff.

Investigamos a performance da matriz U = I ou U # I na composigdo de (1.3),
e concluimos que s6 se justifica definir métodos DIMSIM com U # [ caso a matriz
U seja nao inversivel. Caso contrario conseguimos construir um segundo método
com U = I com as mesmas propriedades de estabilidade e erro local que o primeiro
método.
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