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Resumo. Grafos estrelados sdo os grafos de intersecdo de subestrelas de uma
estrela. Apresentamos uma caracterizagdo por subgrafos proibidos dos grafos es-
trelados.

1. Introducgao

Classes de grafos e grafos de intersecao sao topicos tradicionais em teoria dos grafos
e recentemente tém recebido uma atencao redobrada. Livros inteiramente dedicados
a estes assuntos sdo o de Brandstddt, Le e Spinrad [1] e o de McKee e McMorris
[10], respectivamente.

A classe dos grafos cordais é uma das classes de grafos mais bem estudadas.
Em particular, é definida por subgrafos proibidos e caracterizada como uma classe
especial de grafos de intersecao. Existem caracterizagoes por subgrafos proibidos
para varias de suas subclasses. De fato, existem caracterizacoes deste tipo para
as classes dos grafos de intervalo (Lekkerkerker e Boland [9]), grafos de intervalo
préprio (Roberts [16]), grafos fortemente cordais (Farber [5]), grafos partilhados
(Foldes e Hammer [6]), grafos de limiar (Chvdtal e Hammer [4]) e, recentemente,
uma tal caracterizagao também foi descrita para a classe dos grafos de caminho
direcionado (Panda [13]). Porém os problemas de encontrar caracterizagdes por
subgrafos proibidos para as classes dos grafos de caminho nao direcionado e de
caminho enraizado permanecem em aberto.

Neste artigo, descrevemos uma caracterizagdo por subgrafos proibidos para uma
das classes de grafos cordais, a saber, a dos grafos estrelados. Grafos estrelados
foram introduzidos por Gustedt [8], no estudo do problema da largura do cami-
nho para grafos cordais. Esta classe também foi considerada por Peng et al. [14],
Moscarini et al. [12], Cerioli e Szwarcfiter [3]. Classes relacionadas foram conside-
radas por McMorris e Shier [11] e Prisner [15].
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2. Grafos cordais e grafos estrelados

Todos os grafos considerados sao conexos, finitos, simples e nao direcionados. Os
conjuntos de vértices e de arestas de um grafo G sdo representados por V(G) e
E(G), respectivamente. Um vértice é universal se é adjacente a todos os outros
vértices de (G. Dois vértices adjacentes que sao adjacentes aos mesmos vértices de
G s@o chamados gémeos. Para v,w € V(G), a distancia entre v e w, denotada
d(v,w), é o nimero de arestas em um caminho mais curto de v para w, em G. Para
M C V(G), dizemos que M é uma clique quando M induz um subgrafo completo
em G. Uma cligue mazimal é uma clique que nao esta contida propriamente em
nenhuma outra. O conjunto M é dominante quando todo vértice que nao estd em
M é adjacente a algum vértice de M. Uma clique dominante que é maximal é
uma clique central de G. Um vértice v é simplicial se o conjunto de seus vértices
adjacentes é uma clique ou, analogamente, se v estd4 em uma tunica clique maximal
do grafo. Os grafos C,, sao os ciclos sem cordas enquanto que os grafos P, sao os
caminhos sem cordas, com n vértices.

Um grafo é cordal se ndo contém C,,, n > 4, como subgrafo induzido [1, 10].

Um grafo cordal é o grafo de intersecao de um conjunto § de subarvores de uma
arvore (Buneman [2], Gavril [7], Walter [17]). Entre todas as arvores T que dao
origem ao mesmo grafo cordal G, uma de tamanho minimo é chamada de drvore
cliqgue de G. Neste caso, existe uma correspondéncia um-a-um entre as cliques
maximais de G e os vértices de T'. Além disso, se M; é a clique maximal de G que
corresponde a w; € V(T') e v; € V(G) é o vértice que corresponde a subéarvore S;
de S, entao v; € M se, e somente se, w; € S;.

Uma estrela é uma arvore que possui um vértice universal, chamado centro. Um
grafo partilhado é um grafo de intersecao de subestrelas distintas de uma estrela
[11]. Um grafo estrelado é um grafo de intersecido de subestrelas de uma estrela. A
seguinte caracterizagao de grafos estrelados sera 1itil a nossos propdésitos.

Teorema 1 Um grafo G € estrelado se, e somente se, possui uma clique central
M, tal que para vi,v; € V(G)\ M, v; e vj ou sao gémeos ou nao adjacentes [8].

Seja G um grafo estrelado e M, ..., M, suas cliques maximais, onde M; é uma
clique central satisfazendo o teorema acima. Denote M = M; \ M;, para i > 1.
Entao My, My, ..., M; é uma particao de V(G), chamada particao estrelada. Uti-
lizando a particao estrelada é facil observar que todo grafo estrelado tem diametro
no maximo treés.

3. A caracterizacao

O teorema a seguir fornece uma caracterizacao dos grafos estrelados por subgrafos
proibidos. Para provar a suficiéncia da condigao dada, faremos uso do seguinte
resultado.

Lema 1 Se o conjunto dos vértices ndo simpliciais de um grafo G é uma clique,
entao G € estrelado.
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Demonstracdo: Seja C' o conjunto dos vértices nao simpliciais de G. Como C é
uma clique, considere uma clique maximal M; 2 C. Denote por Ms,..., M, as
outras cliques maximais de G. Construa uma estrela 7' com conjunto de vértices
{w1, ..., wg} e centro wy. Defina uma familia S de subconjuntos de V(T') da maneira
seguinte. Existe um subconjunto S; € S para cada vértice v; € V(G). Seja M (v;) C
{M.,..., My} o subconjunto das cliques maximais de G, que contém v;. Defina
Si ={w, € V(T): M, € M(v;)}.

O seguinte argumento mostra que cada subconjunto S; induz uma substrela
(conexa) de T'. Se v; é um vértice simplicial, entao .S; consiste de um tinico vértice
de T e a conclusao é trivial. Quando v; ndo é um vértice simplicial, ele pertence a
clique maximal M;. Conseqlientemente, S; contém o centro wy de T', implicando
que S; realmente induz uma substrela de T'.

Mostramos agora que T e S sao, realmente, uma representacao de intersecao de
G, ou seja, que dois vértices v; e v; de G sdao adjacentes exatamente quando os sub-
conjuntos S; e Sj, correspondentes, possuem intersecao nao vazia. Considere dois
casos. Se um dos dois vértices, digamos v;, é simplicial, entao v;v; € E(G) implica
que v; também pertence a clique maximal M, que contém v;. Conseqiientemente,
S; e Sj contém o vértice w, € V(T) e, deste modo, S; NS; # (. Por ouro lado,
quando ambos v; e v; ndo sado vértices simpliciais, S; e S; contém wy € V(T) e,
novamente, S; NS; # (. Reciprocamente, suponha que S; N S; # (. Examine o
centro wy de T. Se wy € S;NS;, entao uma das subarvores, digamos S;, consiste de
um unico vértice w, € V(T), a # 1. Como S; também deve conter w,, temos que v;
e v; pertencem a mesma clique maximal M, of G. Conseqiientemente, v;v; € E(G),
como requerido. Agora, se w1 € S; N S;, ambos os vértices v;, v; pertencem a M,
também acarretando que v;v; € E(G).

Segue das duas propriedades acima que G é o grafo de intersecao da familia S
de subestrelas de T. Isto é, que G é estrelado. [

Teorema 2 Um grafo G € estrelado se, e somente se, G nao contém nenhum dos
seis grafos da Figura 1 como subgrafo induzido.

Figura 1: Subgrafos proibidos para grafos estrelados.
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Demonstragio: Seja G um grafo estrelado, M7 uma clique central e My, M), ... ,Mé
uma particao estrelada de G. Claramente, G é cordal e, conseqiientemente, nao
contém Cy nem Cj5 como subgrafos induzidos. Além disso, como G tem didmetro
no maximo trés, G nao contém P5 como subgrafo induzido.

Considere o grafo H; da Figura 1. Como My, M}, ..., Mé é uma partigao estre-
lada, temos que vy € M, va,v3 € My e v4 € M}, onde a,b > 1. Como vs,vg nao
sao adjacentes a vs, concluimos que vy, vg € M;. Como vy, vg sdo adjacentes a vy,
temos que vs,vg € M. Entretanto, a tiltima situacao nao pode ocorrer, porque vs e
Vg nao sao adjacentes. Assim, G nao pode conter H; como subgrafo induzido. Um
raciocinio analogo mostra que Hs e H3 também nao sao subgrafos induzidos de G.

Reciprocamente, seja G um grafo que nao contém nenhum dos grafos da Figura 1,
como subgrafo induzido. Vamos mostrar que G é estrelado. Para isto, considere o
conjunto C' dos vértices nao simpliciais de G. Vamos mostrar que o caso em que C'
nao é uma clique nao pode acontecer.

Como G nao contém Cy, C5 nem P; como subgrafos induzidos, G é cordal.
Assim, G é o grafo de interse¢ao de uma familia S de subarvores de uma arvore 1.
Sem perda de generalidade, considere que 1" é uma arvore clique de G. Denote por
S; € S a subdrvore correspondente a v; € V(G). Sabemos que cada w, € V(T)
corresponde a uma clique maximal M, de GG, e também que v; € M, se e somente
se w, € S;.

Se C' nao é uma clique, existe em C um par de vértices ndo adjacentes, digamos
v; e u. Considere P um caminho mais curto entre v; e ©u em G. Os vértices deste
caminho estao inteiramente contidos em C pois, caso contrario, como os vértices que
nao estao em C' sao simpliciais, os vértices adjacentes em P a um vértice fora de C'
seriam adjacentes, contradizendo o fato de P ser um caminho mais curto. Considere
entdo, v;, vg,v; os trés primeiros vértices de P. Como v; e v; nao sao adjacentes,
entao S; e S sao subdarvores disjuntas de T. Denote por w, € S; o vértice of S;
mais préximo de S; em T'. Similarmente, wy € S; € o vértice mais proximo de S; em
T. Como v; e v; sao nao simpliciais, temos que S; contém algum vértice we 7# w,
e S; contém wg # wy, tais que w,w, € E(T) e wqwy, € E(T). Conseqiientemente,
os quatro vértices distintos we, wq, wp, Wy, nesta ordem, pertencem a um mesmo
caminho de T". Como M, e My sao cliques maximais, G' contém vértices v, € M, e
vq € My satisfazendo v, € M, e vqg & Mp.

Considere as seguintes alternativas relativas a pertinéncia de vy em M. e My.
Caso 1: v, & M.U M.

Entdo o subgrafo induzido em G por {v;, v}, vk, vp,vq} é Ps.

Caso 2: v, € M. e v, & Mj.

Como M, é uma clique maximal de G, existe v; € M, satisfazendo v; & M,. As

seguintes situagoes ainda devem ser consideradas.
Caso 2.1: v, & My,

Entéao o subgrafo induzido por {v;, v;, v, vp, vg, v} é Hi.
Caso 2.2: vy € M.

As seguintes situagoes ainda ocorrem.

Caso 2.2.1: vy & M.
Entao {v;, v}, vp, v, v} induz um Ps em G.
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Caso 2.2.2: v, € My.
Neste caso, o subgrafo induzido em G por {v;, v;, v, vp, vg, v} é Ha.
Caso 3: v &€ M. e vy, € M.
Similar ao Caso 2.
Caso 4: v, € M. N My.
Como M, e M, sao cliques maximais, existem vértices v; € M, e v, € M,
satisfendo v; &€ M, e v, & M,.
Caso 4.1: vi & My e v, € M,.
Neste caso, o subgrafo induzido em G por {v;, v;, vk, vp, Vg, vi, vy} é Hs.
Caso 4.2: v € My e v,. € M,.
Este caso é subdividido como segue.
Caso 4.2.1: v & M.
Entao {v;, v}, vp,vq, v} induz um Ps em G.
Caso 4.2.2: v, € M.
Entéao {v;, v}, vp, v, vy, v, } induz um H; em G.
Caso 4.3: vi & My e v, € M,.
Similar ao Caso 4.2.
Caso 4.4: vy € My e v, € M,.
Se vy & My ou v, & M., entdo Ps é subgrafo induzido de G. Caso contrario,
v € My e v, € M., acarretando que {vi,vj,vp,uq,vl,vr} induz um Hy em G.
Como todas as possibilidades levam a subgrafos proibidos da Figura 1, temos
que C' é uma clique e, pelo Lema 1, G ¢ estrelado. m

Também temos que:

Teorema 3 Um grafo é estrelado se, e somente se, seu conjunto de vértices nao
stmpliciais € uma clique.
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