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Resumo. Neste trabalho desenvolvemos um esquema numérico para leis de con-
servacao em malhas adaptativas com o objetivo de acelerar os calculos. Estas mal-
has sao esparsas em regides de suavidade e refinadas préximo de descontinuidades.
Na construgao de tais malhas as principais ferramentas sao provenientes de andlise
wavelet. Para o fluxo numérico usamos como esquema bésico um operador de
diferengas finitas adaptativo, mas alternamos para um esquema ENO na parte
mais fina das malhas. Apresentamos resultados comparando o tempo de CPU do
esquema proposto com o do esquema ENO puro numa malha uniforme. Os resul-
tados demonstram que a eficiéncia do nosso algoritmo cresce & medida que o porte
do problema aumenta, com escalas cada vez mais finas.

1. Introducao

O método proposto neste trabalho se aplica a leis de conservagao hiperbdlicas
em uma dimensao do tipo

u(:L“O) = up(x) (1.1)

No espirito dos métodos de volumes finitos, trabalhamos com aproximagoes v;; para
as médias celulares da solucdo u(z,t,) em células Z,, = [u~, p] definidas por uma
malha irregular T', do intervalo Z = [0, 1]. Isto é,

1 [H
v, N —/ u(z, ty,)dz,
hu Sy

onde p~ € o vizinho a esquerda mais préximo de pem I'e by, = p— p.

Lkaibara@fc.unesp.br
2soniag@ime.unicamp.br



390 Kaibara e Gomes

Consideramos solug¢oes numéricas de (1.1) obtidas pelo esquema explicito
vﬁ"'l = [Dv"], = p" — —(fu— fu-) (1.2)

onde f“ é o fluxo numérico e D é o operador de evolugdo numérico definido pelo
esquema. Dependendo de como o fluxo numérico fu é definido, vérios esquemas do
tipo (1.2) tem sido propostos e aplicados extensivamente [4]. Entre eles, destacamos
o esquema de Godunov, o de Lax-Wendroff e os esquemas essencialmente nao os-
cilatérios, mais conhecidos como esquemas ENO. O esquema de Godunov resolve
bem os choques, mas por ser de primeira ordem, nao fornece uma boa precisao na
parte suave da solu¢ao. Um esquema de segunda ordem é o de Lax-Wendroff. Mas
apesar de apresentar uma boa resolu¢ao na parte suave, infelizmente pode apresen-
tar sérias oscilagoes em regioes de descontinuidade. Os esquemas ENO sao boas
alternativas pois fornecem alta resolugao tanto em regides de suavidade quanto
em regioes de singularidade. Mas exigem um alto custo computacional. Diante
disso, Ami Harten propos em [2] e [3] estratégias simples para diminuir o niimero
de fluxos ENO calculados. A ferramenta bésica é uma analise de multi-resolugao
para médias celulares em malhas uniformes, que fornece um indicador dos pontos
onde os fluxos sao calculados exatamente. Nos demais pontos, os fluxos numéricos
sao interpolados, o que permite uma economia computacional. Tipicamente, tais
pontos sao esparsos em regides de regularidade e mais concentrados préximo das
descontinuidades.

O esquema apresentado aqui é baseado nas idéias de Ami Harten mencionadas
acima. Mas ao invés de evoluir as médias celulares da malha uniforme, propomos
evoluir as médias celulares das malhas adaptativas definidas pelo esquema de multi-
resolugao. Ou seja, no total teremos um nimero pequeno de células, com tamanho
grande em regides de suavidade e mais finas proximo das irregularidades. Para
isto precisamos usar esquemas de multi-resolu¢ao para médias celulares em malhas
irregulares do intervalo. Para a definicao do fluxo numérico adotamos Lax-Wendroff
como esquema bdsico, mas alternamos para o esquema ENO de segunda ordem na
parte mais fina das malhas. Além disso, no cédlculo dos fluxos, usamos a idéia de
um esquema, adaptativo para diferencas finitas em malhas esparsas introduzido por
Mats Holmstrén [5], modificado para o contexto de médias celulares.

Na Secao 2, definimos os principais ingredientes de nosso algoritmo: o tipo de
malha irregular sobre a qual construimos as andlises de multi-resolugao de valores
pontuais e de médias celulares, como estender ou reduzir as malhas, e como calcular
os fluxos numéricos. Na Secao 3 indicamos os passos principais do algoritmo de
evolucao. Na Secao 4, apresentamos exemplos numéricos para comparar os tempos
de CPU do esquema adaptativo proposto, do ENO puro em malha uniforme, e do
esquema de multi-resolucao de A. Harten. Estes testes indicam que nosso algoritmo
é uma alternativa vidvel e mais econémica, dependendo do porte do problema e da
complexidade da fungdo fluxo. Na Secao 5, apresentamos as conclusoes de nosso
trabalho.
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2. Ingredientes Basicos

2.1. Sobre as Malhas

Trabalhamos com malhas encaixadas
Mcr*t o<i<L-—1.

No caso uniforme, I = X! sao malhas diddicas do intervalo Z que possuem
N, = 20+l subintervalos de tamanho h; = 27~ isto é,

X'={ueT: p=jh, j=0,...N}.

No caso irregular, assumimos que I' = X° no nivel mais grosso, e para | > 0,
I'" ¢ X! é construida a partir de I''~! pelo acréscimo de alguns pontos de X'\ X'~ 1.
Vamos denotar por Al~! = Tt \Fl’1 0 conjunto que contém estes pontos novos.

Em andlise wavelet as malhas que formam um cone sao de particular interesse
pois elas estao associadas aos coeficientes wavelet significativos de fungoes que pos-
suem singularidades locais. Por isso, consideramos malhas que satisfacam essa
condi¢ao, chamada condi¢ao do cone.

Condicdo do cone: Seja p um nimero inteiro positivo. Uma malha I'* satisfaz a
p — condi¢do do cone se para cada € Al, 0 <1< L —1 os 2p pontos de X' mais
préximos de j estao em I'.

2.2. Analises de Multi-resolucao

Nosso interesse é estabelecer relacoes entre informacoes discretas { f*1} associ-
adas a uma malha I''*! e as informagdes do nivel inferior {f'}, bem como obter a
diferenca de informagao {d'} entre um nivel e outro. Os valores {d,} sao conhecidos
como coeficientes wavelet. De modo geral, queremos saber como relacionar

FE IS R = (f0,d0, . dE Y. (2.1)

z

Este processo é chamado de andlise e a operacao inversa é chamada de sintese.
Descrevemos a seguir estas operagoes para discretizagoes por valores pontuais e por
médias celulares.

Analise de Multi-resolugao de Valores Pontuais

A principal ferramenta utilizada na defini¢ao de andlises de multi-resolugao
interpolatérias sao esquemas de subdivisao interpolatérios, em particular aqueles
definidos por interpolagido polinomial [1]. Eles sdo de nosso particular interesse pois
nao requerem uma malha estruturada e podem ser facilmente adaptados a fronteira
de uma regiao. Partindo de um nivel [, eles produzem operadores de interpolagao
T!(x; f') para valores pontuais de f na malha I'!. Isto &,

T f = fh, merlh.

A diferenga de informagdo entre dois niveis consecutivos é fornecida pelo erro de
interpolacao. Os algoritmos de anélise e sintese associados sao os seguintes:
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e Anilise - f£ — (f°,d% ...d"7 1)
Paral=L—-1,...,0 facamos
— Para p € T
o= g
— Para p € A, calculamos
L _ pl+1 L. ¢l
e Sintese - (f°,d",...,d*"1) — fL
Paral=0,...,L—1 fagamos
- Para p € T
fl+1 — fl
0 0

- Para 1 € A calculamos

G =T ) + dy,

Anédlise de Multi-resolugao de Médias Celulares
Seja I'' = I'"\ {0}. Para cada p € I'' associamos a célula Z,, de tamanho
hiy = i — p. A média celular de f na célula Z,, é definida por

“ hz,#/ Ut

O conhecimento das médias celulares f ! para p Tl é equivalente ao conhecimento

dos valores pontuais F(u) em I'' da fungdo primitiva F(x fo s)ds. Mais
precisamente
2 Fw)—F) .
A R S
L v<p, velt

Portanto, a reconstrucao de médias celulares pode ser feita derivando o operador
de interpolagao da funcao primitiva

Ri(a; 1) = 725 FY).

Dadas as médias celulares no nivel I, o operador de reconstrucio R!(z; f') pode
ser usado para aproximar médias celulares na malha mais fina. Por exemplo, para
p € AL, definimos f}[“l, uma aproximacao de f}[“l, por

~ 1 Il N;Fl 7[[ ,u*;Fl
firt = [ Rty e = TEELUE) )
hl+l,,u o hl+1,;14
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A diferenga de informagao entre o nivel [ e [+1 é definido pelo erro nesta aproximagao
o Rl fll
d,=[f."— [, (2.3)
Desta maneira, os algoritmos de andlise e sintese para médias celulares ficam bem
definidos como segue.

e Andlise fL — (f°,d°...,d" 1)
Paral=L—1,...,0 fazemos
- Para p € TV calculamos

_ h _
T _ +1,p Fl+1 - l
fn = —hl# w s osep” €l
_ h _ B -
T I+1,p Fl41 I+1,p~ Fl+1 — l
Iy = —hl,u I +7hl,u s SE L eA
- Para 1 € A calculamos
7 _ FlH1 Fl41
du - fu B fu
e Sintese — (f0,d°,...,d*" 1) — fL
Paral=0,...,L — 1 fazemos
- Para p € A, calculamos
Fl+1 7, fl+l
i dy, + [y
- Para p € TV calculamos
_ hr
+1 Ly 7l - l
= el
Tu M1, Jusek
_ 1 _ _ B
flljl = ™~ [hl,uf;i — 1 - fifl} , sep” €Al
S

2.3. Reducao de Malhas

Na discussao acima consideramos andlises de multi-resolugao para valores pon-
tuais e médias celulares em uma malha dada. Mas o que temos em mente é ter a
malha adaptada a funcdo em questao. Em andlise wavelet, esta operacao é feita
naturalmente pelo processo de truncamento dos coeficientes wavelet dil. Por exem-
plo, suponhamos que uma certa funcao é representada por valores pontuais sobre
uma malha I'.  Obtemos uma representacao mais econémica usando o operador
de truncamento 7, que atua sobre os coeficientes wavelet, removendo de I' aqueles
pontos associados a coeficientes com mdédulo menor do que €. Pela interpretacao dos
coeficientes como erros de interpolacao polinomial, eles podem ser usados como in-
dicadores locais de regularidade da solugao. Isto significa que os coeficientes wavelet
desprezados correspondem a regioes de suavidade. Como resultado, teremos uma
malha mais esparsa nestas regides e mais refinada préximo das irregularidades. A
mesma interpretagao é aplicada em caso de médias celulares.
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2.4. Extensao das Malhas

Uma operacao reversa, de extensao de malhas, também nos serd 1til. Por exem-
plo, a partir da representacao de médias celulares f de uma funcdo em uma certa
malha, podera ser necessario ter este tipo de representacao em uma malha mais
refinada. Se este for o caso, nas novas células as médias sao aproximadas usando o
operador de reconstrucio R(z; f).

Para as nossas aplicagoes, esta extensao é feita antes de cada passo de tempo,
tanto no dominio espacial como no de frequéncia. Isto significa que, para cada
coeficiente wavelet existente, adicionamos alguns coeficientes wavelet vizinhos de
mesma escala e outros na proéxima escala mais fina. Esta precaucgao é necessaria para
captar possiveis translagoes ou aparecimento de frequéncias mais altas na solugao
numérica durante o intervalo de tempo seguinte.

2.5. Fluxo Numérico Adaptativo

Um ingrediente fundamental na solucdo numérica de leis de conservagao é o
célculo dos fluxos numéricos. Em nossos testes adotamos o esquema de Lax-
Wendroff de segunda ordem como algoritmo bésico. Mas préximo de descon-
tinuidades, isto é, onde existirem coeficientes wavelet significativos na escala mais
fina, mudamos para o esquema ENO de segunda ordem. Portanto, o fluxo Lax-
Wendroff é calculado em regioes de suavidade, onde a malha é esparsa. Neste caso,
a diferenca finita é feita com o passo do tamanho da célula. Eventualmente as
médias celulares vizinhas de mesmo tamanho podem nao estar presentes. Neste
caso, elas sao aproximadas usando o operador de reconstrucao de médias celulares.
Esta idéia foi sugerida em [5] no contexto de andlises de multi-resolugao de valores
pontuais.

3. Esquema de Evolugao Automaticamente
Adaptativo

Durante a evolugao temporal, haverao varias malhas envolvidas, com as corres-
pondentes médias celulares, operadores de reconstrugao, e os algoritmos de andlise
e sintese associados. E 1til manter uma notagao uniforme para todos os casos,
inclusive para os operadores de truncamento 7¢, de extensao &, e de evolugao D,
independentemente da malha em questao.

Suponhamos que a solugdo numeérica esta representada no nivel de tempo t,, pelas
médias celulares v™ em uma malha esparsa I'". Os seguintes passos nos conduzem
& representacdo v"t! em I'*! do préximo nivel de tempo.

1. Extensao
" — E V"

2. Evolugao temporal

DB
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3. Truncamento
vn+1 - IZ’E 67},—"—1.

4. Resultados Numéricos

Apresentamos os resultados obtidos usando as equagoes de Burgers e de Buckley-
Leverett.

4.1. Equagao de Burgers

Vamos considerar a equacao

u2
ut—|- <2> = 0, T e [0, 1],

com condi¢oes de fronteira periddicas. Para testar a habilidade do esquema de
multi-resolucdo Adaptativo em seguir as singularidades da solucdo automatica-
mente, primeiro escolhemos a condigao inicial

1,  €[0.250.75]

0, caso contrario. (4.1)

ute.0) = {

Adotamos um esquema de multi-resolucao onde a malha possui 22 pontos no nivel
mais grosso e 6 niveis de escala. Isto é, lo =3, L =5, e hy, = 278, Para CFL = 0.8,
o passo temporal At utilizado satisfaz a condigao

At )
— z,t))| = 0.8.
o max |f'(u(r. 1)

No topo das Figuras 1 — 3 plotamos o grafico da solugdo numérica nos tempos
t = 0.0625, t = 0.1875 e t = 0.25. Abaixo destas figuras marcamos no plano
posicao—escala os pontos da malha estendida. Estes pontos, juntamente com a
malha mais grossa X°, formam a malha sobre a qual é feita a evolucdo temporal.

Inicialmente a solugao possui duas descontinuidades: em x = 0.25 e em x = 0.75.
A primeira gera uma onda de rarefagao e a segunda se propaga como um choque.
No plano posicao-escala das Figuras 1 — 3 observamos que os pontos das malhas
possuem formato de cones com vértices apontando para estas singularidades.

Para testar a habilidade do método em refinar perto de singularidades que
surgem no decorrer do tempo, escolhemos a condicao inicial

u(z,0) = 0.5 + sin 27z. (4.2)

No topo das Figuras 4 6 mostramos o grafico da solugdo numérica nos tempos
t = 0.015625, t = 0.121875 e t = 0.3984375. Abaixo destas figuras marcamos no
plano posigao-escala os pontos da malha estendida.
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A condigao inicial é periddica e suave. Em ¢t = 0.015625 e ¢t = 0.121875 a solugao
ainda é suave e ainda nao foi necessario usar o fluxo ENO. Em ¢ = 0.3984375 o
choque ja estd formado e bem resolvido, com um refinamento local préximo dele.

Definimos o erro ER(t,) = @™ — 9™ como a diferenca entre a solugao w" do
esquema ENO puro, definido na malha uniforme X%, e 9", a solucdo do esquema
Adaptativo estendida a X*. Calculamos a norma do erro

1 - _
IEROI =5~ > |0 —wpl
neXE\{0}

para os dois casos (4.1) e (4.2) indicados acima. Como mostra a Tabela 1,
maxg<¢<1 ||[ER(t)||1 permanece da mesma ordem do pardmetro de truncamento.
Verifica-se portanto o mesmo comportamento previsto no esquema adaptativo de
A. Harten [2].

€ 102 10-3 10~4 10~° 106
(41) [ 129107221073 1.61510% | 1.2028 1075 | 1.5995 10~ ©
(42) [ 64107 [ 1.110°2 | 2.6924 10 * | 4.7212107° | 6.944 10~ ©

Tabela 1: maxo<i<1 ||ER(t)]1-

Para a condigéo inicial (4.2), medimos o tempo de CPU em segundos para
evoluir a solucao até t = 0.109375, para diferentes pardmetros de truncamento
€ =1073, 107* e 107°, e para diferentes niveis da malha mais fina L = 5,6,...,11.
Incluimos tambem os dados referentes ao esquema de multi-resolucao de A. Harten
e ao esquema ENO puro na malha uniforme X%. Os resultados integram a Tabela
2. Observamos que a ultilizagdo do esquema Adaptativo comega a ser vantajosa a
partir do nivel L = 8. Essa vantagem aumenta conforme L e ¢ aumentam.

€ esquema L=5|L=6|L=7|L=8|L=9|L=10|L=11
ENO 0.19 0.74 2.94 11.65 | 48.51 | 186.46 | 744.06

10~3 | Harten 0.21 0.78 2.97 12.24 | 46.28 | 183.42 | 729.64
Adaptativo | 0.73 1.66 3.64 10.26 | 25.98 | 67.42 187.36

10~* | Harten 0.25 0.85 3.12 11.94 | 46.89 | 184.86 | 733.96
Adaptativo | 1.45 3.35 7.84 16.54 | 45.95 | 111.52 | 284.75

10~° | Harten 0.31 0.95 3.38 12.56 | 48.18 | 188.05 | 741.42
Adaptativo | 2.29 6.57 15.29 | 36.65 | 86.85 | 210.82 | 501.71

Tabela 2: Tempo de CPU

Na Figura 7 mostramos o tempo de CPU para evoluir a solucao até o tempo ¢
para o esquemas ENO puro (linha tracejada) e o Adaptativo (linha continua). O
nivel mais fino é L = 11 e € = 1073. Ocorreu aproximadamente 55% de economia
computacional usando o esquema Adaptativo, ou seja, nosso método gasta apenas
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45% do tempo do outro. Na Figura 8 plotamos o ntimero de células para evoluir
a solu¢ao em cada nivel de tempo. Em média utilizamos 165 células. Na Figura 9
mostramos o grafico de ||ER(t)||; em fungao do tempo t.

Figura 7: Tempo de CPU Figura 8  Numero de Figura 9: ||ER(t)||1
células

4.2. Equagao de Buckley-Leverett

Neste exemplo, vamos considerar a equagao

0s n af(s)

ot ox

=0, (4.3)
com condigdo inicial
s(xz,0)=0, 0<z<1,

e condi¢ao de fronteira
s(0,t) =1, t >0,

onde 0 < s(z,t) <1, com f(s) da forma

82

§)=—5—"-—=
1) 24 a(l—s)?
onde 0 <a < 1.
Em nossos experimentos escolhemos a = 0.7. Para ¢ = 1073 e
L = 8, mostramos na Figura 10 o grafico da solu¢ao numérica no tempo
t = 0.109375, e na Figura 11 marcamos os coeficientes significativos no plano

posicao-escala.

Na Tabela 3 fornecemos o erro entre o esquema ENO e o Adaptativo para
diferentes valores de truncamento. Na Tabela 4 estao tabelados o tempo de CPU
em funcao de L, para diferentes valores de truncamento e. Observemos que neste
caso, o esquema Adaptativo ja passa a ser vantajoso sobre o esquema ENO puro e o
esquema de multi-resolucao de Harten a partir de L =5 e L = 7, respectivamente.
Notemos que para € = 1073 ¢ L = 11, h4 um ganho de 87% do esquema Adaptativo
sobre o esquema ENO e de 72% sobre o esquema de multi-resolu¢ao de Harten. Na
Figura 12 mostramos o gréfico do tempo de CPU em funcao do tempo t entre os
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Figura 10:

Solucao de

(4.8) para t=0.109375
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Figura 11:
significativos

Coeficientes
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esquemas ENO (linha tracejada) e Adaptativo (linha continua). Notamos um ganho
de 70% deste sobre o outro. Nas Figuras 13 e 14 mostramos, respectivamente, os
graficos de do nimero de células em func¢do do tempo ¢t e de ||[ER(t)||;. Na Figura 13
utilizamos uma média de 71 células para evoluir a solucao em cada nivel de tempo.

€ 1072 10~3 10~1 10~5 10~°
maxo<t<i ||[ER(t)|[; [ 2.810°% | 57310 * [ 5410 ° [ 1.2910°° | 3.510°°
Tabela 3: Erro entre os esquemas ENO e Adaptativo
€ método L=5|L=6|L=7|L=8|L=9|L=10| L=11
ENO 0.4 1.57 6.22 24.82 | 98.98 | 396.03 | 1587.20
10— | Harten 0.22 0.82 3.09 12.03 | 46.66 184.25 731.46
Adaptativo | 0.35 1.01 2.78 7.57 21.36 | 63.66 204.07
10~* | Harten 0.24 0.84 3.16 12.1 47.45 187.15 743.08
Adaptativo | 0.38 1.15 3.31 9.32 26.2 75.80 230.93
1075 | Harten 0.25 0.91 3.30 12.46 | 48.33 | 189.54 | 747.93
Adaptativo | 0.39 1.25 4.01 11.80 | 33.79 | 96.30 286.35
Tabela 4: Tempo de CPU
5. Conclusoes

Neste trabalho, propomos um esquema de multi-resolugao adaptativo em ma-
lhas irregulares para a resolugao de leis de conservagao hiperbdlicas com o objetivo
principal de acelerar os cdlculos numéricos. A adaptividade é obtida pelo monitora-
mento dos coeficientes wavelet fornecidos pela andlise de multi-resolugao de médias
celulares da solu¢ao numérica. A anélise de multi-resolucdo automaticamente se
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Figura 12: Tempo de CPU Figura 13: Nuamero de  Figura 14: ||ER(t)||1
células

adapta a evolugao temporal da solugao. FEla acompanha a solugdo que se move,
bem como detecta o surgimento de choques que se desenvolvem com a evolugao
temporal. A representacao esparsa conduz a uma reducao significativa no tempo de
CPU quando comparada com o esquema ENO em uma malha uniforme. O método
é mais eficiente quando aplicado a problemas com solugoes suaves em quase todo o
dominio, com pequenas dreas de variacao. A eficdcia do método aumenta a medida
que aumentamos a resolucao do nivel mais fino, e também a medida que a fungao
de fluxo fica mais complicada. Além dos ganhos em tempo de computagao, ocorre
também uma economia de memoria pelo uso compacto de armazenamento.
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