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Resumo. No presente trabalho consideram-se problemas de valores de fronteira
para um certo tipo de equacgoes diferenciais ordindrias de segunda ordem, conheci-
das como equacoes generalizadas de Emden-Fowler. Estas equacdes tém numerosas
aplicagoes, nomeadamente em problemas de mecénica de fluidos. Do ponto de vista
matematico, os problemas distinguem-se por as solugoes apresentarem singulari-
dades num ou em ambos os extremos do intervalo, o que levanta certas dificuldades
na aproximagao numeérica.

1. Introducgao

O objetivo deste trabalho é o estudo de equagoes diferenciais ordinérias do tipo

y" () = w(x)y(x)? (1.1)

w(z) = —g(a)a?, (1.2)

onde g(x) é uma funcao continua e positiva em ]0,1[ e p e ¢ sdo ntimeros reais.

Este tipo de equagoes diferenciais, habitualmente designadas por equagoes de
Emden-Fowler generalizadas, tem numerosas aplicagoes praticas, nomeadamente
em mecanica dos fluidos e fisica quimica e do plasma, entre outras areas.

Neste artigo vamos considerar ¢ < —1 e supor a existéncia de 2 ntimeros reais
m e M tais que 0 < m = mingejo,1) 9(2) < M = maz,ejo,119(x)-

O caso particular m = M = —C também seré estudado.

Serdo procuradas as solugdes positivas de (1.1), em |0, 1], que satisfacam cada
um dos dois seguintes conjuntos de condigoes de fronteira:

y"(0) =y(1) =0, (1.3)
y(0) = y(1) = 0. (1.4)
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No caso (1.1)-(1.3), a fungéo y(z) procurada tem uma singularidade em z = 1 e
¢ uma fungdo de classe C([0,1]) N C*([0, 1]).

No caso (1.1)-(1.4) esta fungéo tem singularidades nos pontos z =0 e x = 1.

Ainda para (1.1)-(1.3), o caso particular w (z) = %x surge na mecanica dos
fluidos ndo newtonianos e tem sido abordado por alguns autores [11, 14].

Em [8] e [9] sdo desenvolvidos alguns métodos numéricos para a aproximagao
deste problema.

O problema (1.1)-(1.4) tem sido também largamente estudado em [2, 4, 5, 6, 10,
12, 15].

Um problema semelhante, com condicao de fronteira nao homogénea em =z = 0
foi tratado em [3].

No presente trabalho iremos generalizar os métodos referidos nos trabalhos an-
teriores e aplicd-los no estudo da equacgao (1.1), com diferentes expressoes de w ().
Neste sentido, este trabalho é a continuacao de [8] e [9], onde foi considerado apenas
o caso de w(z) = z e para as condigdes de fronteira (1.1)-(1.3).

Numa primeira fase, e para cada um dos dois tipos de problemas, (1.1)-(1.3)
e (1.1)-(1.4), serdo deduzidas aproximagoes iniciais, subsolugdes ou supersolugdes
(sec. 2), como ponto de partida para a aplicagdo de métodos iterativos do tipo de
Picard ou de Newton (sec. 3).

Ainda na sec. 2, serao enunciados teoremas que garantem a existéncia e unici-
dade de (1.1)-(1.3) e (1.1)-(1.4), sob certas condigoes.

Os métodos iterativos utilizados na sec. 3 dardao origem a problemas lineares, que
serao posteriormente discretizados, mediante um tratamento numérico envolvendo
diferencas finitas (sec. 4).

Deduzidas as férmulas desses métodos, proceder-se-4 em seguida a anélise de
alguns exemplos concretos, com o auxilio de um algoritmo implementado em lin-
guagem PASCAL.

Para os casos em que a solugdo, y(z), for conhecida, serd feita uma anélise de
convergéncia (sec. 5).

2. Subsolucoes e Supersolucoes

Considere-se o problema (1.1)-(1.3).
Defina-se uma funcao h(x) € C?(]0,1[)NC*([0, 1[)NC(]0, 1]) sujeita as condigoes

—h" (z) + w(z)h(x)? <0 (resp. > 0), xz€]0,1]
h'(0) >0 (resp. < 0); h(1) = 0.
Designa-se esta fungao como subsolugdo (resp. supersolugdo) do problema

(1.1)-(1.3).
Iremos procurar subsolugoes e supersolucoes que satisfagam as seguintes condigoes:

lim A'(z) =0, (2.1)

z—0t
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111111_ h(z) =0, (2.2)
)
xlinllf y(z) 70, (23)

onde a tltima condigao significa que a subsolugdo (ou supersolugao) é assintoti-
camente equivalente & solucao perto da singularidade.
Estas 3 condigoes podem ser satisfeitas escolhendo h da forma

h(z) =B (1 —aP2)", (2.4)

onde B e 7 sao parametros a determinar.

Em relagao a condigao (2.1), ela verifica-se para p > —1, quaisquer que sejam B
e.

A condicao (2.2) verifica-se para v > 0, quaisquer que sejam p e B.

Considerando o desenvolvimento assintético de h quando  — 0, pode concluir—
se que a condicdo (2.3) é satisfeita se

S (2)

Iniciemos o nosso estudo com o caso concreto w(x) = CzP, com C <0ep > —1
constantes.

Fazendo um estudo analitico da func¢ao h, obtemos valores B; e Bs tais que, se
B < Bj, h(x) é uma subsolucdo e se B > By h(x) é uma supersolucao.

Quando tomadas num sentido estrito estas duas ultimas relagdes, as fungdes
representadas sao designadas por subsolugoes estritas e supersolugoes estritas.

A Tabela 1 sintetiza os resultados obtidos.

subsolugoes supersolugoes
T

— ™ — e N < L
Bi=a(=C)T7 | By=0b(-C)T7 | se 0<7< ;15

By =b(-C)™4 | By=a(—C)T7 | se zﬁ <y<1

Tabela 1 - Coeficientes das subsolugoes e supersolugoes do problema (1.1)-(1.3),

T—q T—q
para w(z) = C2P, C <0, com a = (WM) e b= (m) .

No caso particular v = ﬁ, ou seja, ¢ = —2p — 3, a fun¢ao h(z), com
B = B; = By, é a solugao, uma vez que é simultaneamente subsolucao e super-
solugao.

Tem-se assim

y(@) = (p‘TCl) gy, (2.6

A generalizagao deste resultado para o caso 0 < m < g(z) < M é quase imediata.
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Os resultados para este caso estao representados na Tabela 2

subsolugoes supersolugoes
By =a(m)™i | By =b(M)T7 | se0 <~y < p%
By = b(m)ﬁ By = a(M)l%q se zﬁ <v<1
Tabela 2 - Coeficientes das subsolugbes e supersolugoes do problema (1.1)-(1.3),
para w(z) = —g(z)a? com 0 < m < g(z) < M, com a e b definidos como na Tabela
1.

Repare-se que neste caso mais genérico ndo é possivel determinar uma solugao
exata na forma (2.4), pois nunca é verificada a igualdade By = Bs .

E possivel, no entanto, garantir a existéncia e unicidade de tal solugao, enun-
ciando o seguinte teorema, adaptado de [1], p.110-117.

Teorema 1 Sejam hi(x) e ho(x), respectivamente, uma subsolugao estrita e uma
supersolugao estrita do problema (1.1)-(1.3) que satisfazem as condigoes

hi(z) < ha(z), Vo €0, 1]
h1(0) > h5(0) e hi(1) = h2(1) = 0.

Se existirem funcoes A1 (x,y) e Aa(z,y) tais que
Al(xayl 7y2) Sw(l)(y({*yg) < AQ(mayl 7y2)a V 6}051[7 (27)

com w(z) definido em (1.2), e onde y; (x) satisfaz hi(x) < y; (x) < hao(x), Vo €
[0,1[, ¢ = 1,2, entao existe pelo menos uma solugao y(x) tal que hi(x) < y(x) <

hg(x).

Repare-se que todas as subsolugoes do tipo hi(z) = B (1 — xp+2)’y e super-
solugdes do tipo ha(x) = Bag (1 — IPJFQ)’Y, com os parametros By e By atras definidos,
satisfazem as condigdes do Teorema 1. De fato, tem-se hq(z) < ha(z) Vz € ]0,1],
pois By < Bz, assim como h}(0) = h5(0) =0 e hy(1) = ha(1) = 0.

Por outro lado, se fizermos A1 (z,y) = quw(z)h2(2)? 1y e Aa(x,y) = qu(x)hi(z)9 1y,
verificamos facilmente que (2.7) é satisfeita, mediante a aplicacido do Teorema de La-
grange. Além disso, se tivermos p > —1 e ¢ < —1, o Teorema 7.5 de [16] garante-nos
a unicidade de tal solugao.

Considere-se agora o problema (1.1)-(1.4).

Vamos definir uma funcio h(x) € C2(]0,1[)NC([0, 1]) que satisfaga as condigdes

—1" (z) + w(z)h(z)? <0 (resp. > 0), z €]0,1] (2.8)

Designa-se esta fungdo como subsolugao (resp.supersolugao) deste problema.
As condigoes que as subsolugbes e supersolugoes deverao satisfazer serdao para
este caso
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liIBIJr h(z) =0, (2.9)
1111117 h(z) =0, (2.10)
o (@)
gﬁli)lrtr]l+ @) o £ 0, (2.11)
o h(r)
xhnllf m = (2 7é 0, (212)

onde as duas ultimas condigoes significam que a subsolugdo (ou supersolugao) é
assintoticamente equivalente a solugao perto das singularidades. Estas 4 condigoes
podem ser satisfeitas escolhendo A da forma

h(z) = Bz (1 —1x)", (2.13)

onde B, 71 e 72 sao parametros que se podem determinar.

Com efeito, se considerarmos os desenvolvimentos assintéticos de h quando
x — 0 ex — 1, pode, facilmente, concluir-se que as condigoes (2.9)-(2.12) se
verificam se tivermos

p+2
= — 2.14
et 1—g¢ ( )
¢ 2
Vo = ——. 2.15
Y2 1—gq ( )

Tal como no problema (1.1)-(1.3), vamos iniciar o estudo com o caso particular
w(z) = CxP, com C < 0 e p > —2 constantes.

Um estudo analitico mais detalhado permite-nos determinar valores By e Bs
para os quais se B < Bj, h(z) representa uma subsolugio e se B > By, h(z)
representa uma supersolugao.

Podemos sintetizar na Tabela 3 os resultados obtidos, que sao validos para y; < 1
ey <l

subsolugoes supersolucoes
B, = a(—C)qu By = b(—C’)l%q sevi+72 <1
Blzb(fc)f‘l Bgza(fC)%q se 71 —f-")/2>1

Tabela 3 - Coeficientes das subsolugoes e supersolugoes do problema (1.1)-(1.4),

i N
para w(z) = CzP, C < 0, com a = (*)1_‘1, b = (m) T ey =

Y (1=7ar) Y1v2
maz(vy1,y2)-

Quando vy, +v2 = 1, ou seja, quando ¢ = —p — 3, tem-se B = B; = By =
1

= (;%) 77 pelo que ¢ obtida a expressdo analitica da solugdo
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y(z) = ( —C ) = " (1—z)" . (2.16)

Y172
Estendam-se estes resultados para uma fungéo mais genérica, com g(z) € [m, M].
A sintese dos resultados estd representada na Tabela 4.

subsolugoes supersolugoes
By =a(m)™ | By =bM)™7 |sem+7 <1
By=b(m)T7 | By=a(M)T7 | seqi+72> 1

Tabela 4 - Coeficientes das subsolugoes e supersolugdes do problema (1.1)-(1.4),
para w(z) = —g(z)aP com 0 < m < g(z) < M, com a e b definidos como na Tabela
3.

Neste caso nao é possivel determinar uma solugéo do tipo (2.13), uma vez que
se tem sempre By # Bs.

No entanto, a existéncia de uma solugao é garantida mediante o Teorema 2, que
é uma adaptagao ao nosso caso, do Teorema 1 de [7].

Teorema 2 Sejam hi(x) e ha(x) , respectivamente uma subsolu¢io e uma super-
solugdo do problema (1.1) — (1.4). Se existir uma funcgao j(x) € C(]0,1[) tal que

lg(2)aPy| < j(x), (2.17)
para todo par (x,y) pertencente ao conjunto
D={(z,y) eR*: 0 <z <1, hi(z) <y<hy(z)}

e verifica

/1 tH(1 — t)j(t)dt < +oo, (2.18)

entdo existe pelo menos uma solugao y(x) do problema (1.1) — (1.4), que satisfaz

hi(z) < y(x) < ho(x).

De fato, basta escolher a fungao j(z) = 2Pg(x)h1(2)? com hq(z) na forma (2.13)
e B de acordo com as Tabelas 3 ou 4. Neste caso, uma vez que ¢ < 0, temos
hi(x)? > y4,Y(z,y) € D, donde resulta (2.17).

Por outro lado, com h;(z) na forma (2.13), a integral em (2.18) toma a forma

1
B / PO (] gy Ratl () dr,
0

e esta integral sé é finita se os expoentes que aparecem na funcao integranda forem
ambos maiores que —1. Isso decorre imediatamente de (2.14) e (2.15), para p > —2.

Finalmente, a unicidade da solugao resulta, de acordo com o Teorema 2 de
[16], do fato de a fun¢do —w(z)y(x)? ser uma fun ¢ao decrescente em y, para cada
z €10, 1[.
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3. Meétodos Iterativos

Iremos agora abordar dois métodos iterativos, o de Picard e o de Newton, que nos
permitirdo transformar o problema nao linear (1.1) numa sequéncia de problemas
lineares

Estes métodos, cujas aproximacoes iniciais, subsolugoes e supersolugoes foram
estabelecidas no capitulo anterior, foram estudados em [13], [8] e [9].

Podemos reescrever a equacao (1.1) na forma

y'(x) = Bf(x,y) (3.1)
o B=—1 (3.2)
f(z,y) = g(z)xPy(z)". (3.3)

As iteradas de Newton tomam entao a forma

Wiale) = (9@a?yl(0) + ag(@)a?yd @) (o) — (@), (3.4)

ou seja,
Y1 (@) + ag(@)a?yt H(@)ysea (2) = (g — 1) (gla)aPy? () (3.5)
y;-H(O) =y;4+1(1) =0, 7=0,1,... (3.6)

para as condigdes de fronteira (1.3), e com

Yi+1(0) = y;41(1) =0, J=0,1,.. (3.7)

para as condigdes de fronteira (1.4).

As iteradas de Picard sao dadas pela formula
Yi1(@) = p? @)y (2) = — (9()aPy] (2) + 12 (2)y;(x)) (3.8)
onde a funcdo u? deve satisfazer a condicdo

12 (z) > %yy) v elo,1, (3.9)

de modo a garantir a monotonia das iteradas (ver [13]). No nosso caso, a condi¢ao
(3.9) serd satisfeita se tivermos

Mz(m) = 7qg(m)l.ph<11*1(x)’ Vo € ]07 1[7 (310)

onde h; é uma subsolucao estrita da equacao nao linear.
Substituindo (3.10) em (3.8), obtém-se entao
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e () + ag@)a?hd @)y () = (a7 @) — 7 (@) g(a)ays@) - (B.11)

com as condigoes (3.6) e (3.7), respectivamente, no caso das condigdes de fronteira
(1.3) e (1.4). A convergéncia destes dois métodos é garantida pelos teoremas que
se seguem e cujas demonstragoes iremos omitir.

Teorema 3 Sejayo(z) = hy(x) uma subsolugdo do problema (1.1)—(
(1.4)). Entdo, a sucessao de iteradas (3.5) — (3.6) (resp.(3.5) — (3.7)) € mondtona
crescente e converge uniformemente para a solugdo.

Teorema 4 Sejayo(z) = h1(x) uma subsolugao do problema (1.1)—(1.
(1.4)). Entao, a sucessao de iteradas (3.8) — (3.6) (resp.(3.8) — (3.7)) € mondtona
crescente e converge uniformemente para a solugdo.

Teorema 5 Seja yo(z) = ha(z) uma supersolugao do problema (1.1)—(1.3) (resp.(1.
(1.4)). Entao, a sucessao de iteradas (3.8) — (3.6) (resp.(3.8) — (3.7)) é mondtona
decrescente e converge uniformemente para a solugdo.

4. Meétodos de Discretizacao

Iremos utilizar um esquema de diferengas finitas com o propésito de discretizar as
equagdes (3.5) e (3.8).

Seja h o passo da discretizagao e considere-se uma rede {z;};_o;5 _n, com
x; = ih. Aproximando a 2% derivada por uma diferenca central de segunda ordem,

tem-se

Yjr1(Tiv1) = 2y501 (i) +yj (@i 1)
y;'/+1(xl) ~ . P : (4.1)

Por outro lado, as condigdes (3.6) e (3.7) dao lugar, respectivamente, a
Yj+1(z1) = y(z0); Yj+1(zn) =0 (4.2)

Yi+1(r0) = 0; yjs1(zn) = 0. (4.3)

Escrevendo a equagao (3.5) para ¢ = x4, i = 1,..., N — 1, e aproximando a 2%
derivada de acordo com (4.1), obtém-se as igualdades

1 _ 2 2
<ﬁ> Yi+1,n(Tiv1) + (qxfg(%)y?,hl(xi) - p) Yjr1,n(Ti) + (ﬁ) Yjr1n(Tio1) =
_g( )1 y] h(ml)(qfl)a 1= 17"aN715 (44)

onde yj41,4(;) representa um valor aproximado de y;j;1(z;). Completando com
as condigoes (4.2), no caso do problema (1.1)-(1.3) ou com as condiges (4.3), no

1.3) (resp.(1.1)—

3) (resp.(1.1)—

1)-
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caso do problema (1.1)-(1.4), obtém-se um sistema linear de N + 1 equagdes nas
incognitas y;1,n(2;)-
Por outro lado, a discretizagdo das equagdes (3.11) d4 origem ao sistema

1 _ 2 1
<ﬁ> Yj+1,n(Tip1) + (qxfg(mi)h‘{ l(l"z') - ﬁ) Yj+1,n(Ti) + <ﬁ> Yj+1,n(Tiz1) =

= (qh(fl(l‘i) - yﬂ%%)) g(@i)ziyjn(z:), i=1,.,N-1, (4.5)

que se completa também com as condigbes (4.2), no caso do problema
(1.1)-(1.3), ou com as condigdes (4.3), no caso do problema (1.1)-(1.4).

Deste modo, em qualquer dos casos obtém-se um sistema linear cuja matriz é
tridiagonal e que é resolvido pelos processos usuais.

5. Exemplos Numéricos e Analise de Convergéncia

A partir da implementacao de um algoritmo em linguagem PASCAL, foram testados
alguns exemplos relativos aos problemas (1.1)-(1.3) e (1.1)-(1.4).
O critério de parada para cada um dos dois métodos iterativos foi

Iyj+1,n = ¥inlly <1077, (5.1)

onde yj € yjt1,n S80 aproximagoes de iteradas consecutivas. Foram utilizados
diferentes passos de discretizagao consoante os exemplos estudados.

Nas Figuras 1 e 2, estao representados os graficos das solugoes exatas, no caso
das condigoes de fronteira (1.3) e (1.4), respectivamente, com p = —0.5, 0, 0.5
e g(xr) = —C = 1. Estas solugdes foram obtidas pelas férmulas (2.6) e (2.16).
As solugoes aproximadas correspondentes, obtidas pelo método proposto, quando
representadas no mesmo grifico confundem-se com as exactas(ver gréifico do erro
relativo na Figuras 5 e 6).

x _ p=o0.5

. p:O

cocoo
N A O OREN

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1: Solugbes exatas no caso das condigoes de fronteira (3) com diferentes
valores de p,g = —2p —3 e g(x) =—-C = 1.
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p=-0.5

p=0

© 0 9 oo oo
=N WA 0o N

Figura 2: Solugoes exatas no caso das condi¢oes de fronteira (4) com diferentes
valores de p,g=—p—3eg(x) =-C=1.

1. 5]
1.25

0.75
0.5
0.25

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3: Solugdes aproximadas no caso das condigoes de fronteira (3) para p = 0,
g =—1.5¢ g(z) = ae®, com diferentes valores de a.

© o o
N

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4: Solugoes aproximadas no caso das condigoes de fronteira (4) para p =
1.5,q = —3.5 e g(z) = ae®, com diferentes valores de a.
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Na Figura 3, estd representado o gréfico da solugdo aproximada no caso das
condigdes de fronteira (1.3) para p =0, ¢ = —1.5 e g(z) = ae”, com a = 1,2, 3.

Na Figura 4, estd representado o gréfico da solugdo aproximada no caso das
condigdes de fronteira (1.4) parap=1.5,¢=—-3.5¢€
g(x) = ae®, com a =1,2,3.

Os graficos destas duas ultimas figuras foram tracados com base nos resultados
numéricos obtidos através do nosso programa, tomando como aproximagoes iniciais
subsolugoes ou supersolugoes es do tipo atras considerado, e com h = Tlo()' Note-
se que, conforme foi assinalado na sec. 2, nestes casos nao é possivel determinar
analiticamente a solugao.

Para efeitos de andlise de convergéncia, foram realizados testes numéricos para
5 casos distintos em que a solugdo exata é conhecida.

Caso 1. Neste caso usam-se as condig¢oes de fronteira (1.3) e os valores dos
parametros sao p = 0.5, ¢ = —4.0 e g(z) = —C = 0.25.

Tomou-se como estimativa da ordem de convergéncia o valor k definido por

S|

lo 2
b — 22 (%)

a log,( 1):

5|

(5.2)

=

onde F; é o erro relativo calculado com passo h;, i = 1,2. Neste caso tem-se
k =~ 1.02.

Caso 2. Neste caso usam-se as condigoes de fronteira (1.3) e os valores dos
pardmetros sdo p = —0.5, ¢ = —2.0 e g(z) = —C = 0.50. O valor aproximado de k
¢ 0.53.

Caso 3. Neste caso usam-se as condigoes de fronteira (1.4) e os valores dos
parametros sdo p = 0, ¢ = —3.0 e g(x) = —C = 1.00. O valor aproximado de k é
1.0.

Caso 4. Neste caso usam-se as condicoes de fronteira (1.4) e os valores dos
parametros sao p = —0.5, ¢ = —2.5 e g(z) = —C = 1.00. O valor aproximado de k
¢ 0.9.

Caso 5. Neste caso usam-se as condigoes de fronteira (1.4) e os valores dos
parametros sdo p = —1.0, ¢ = —2.0 e g(z) = —C = 1.00. O valor aproximado de k
¢ 0.7.

Em qualquer dos casos, a estimativa da ordem de convergéncia acima referida é
valida para valores de x suficientemente distantes das singularidades.

Nas Figuras 5 e 6, estdo representados os graficos do comportamento do erro

relativo como fun¢ao de z com h = 13;.

Nas Figuras 7 e 8, estao representados os graficos do comportamento do loga-
ritmo (de base 2) do erro relativo como funcdo do logaritmo (de base 2) de h, para

valores de h compreendidos entre = e considerando o ponto z = 0, no caso

800
(1.3), e o ponto = = 0.5, no caso (1.4).

1
100°

Para tragar os gréaficos, recorremos a um programa em MATHEMATICA, que
permitiu interpolar os resultados numéricos obtidos.
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Rel . Error
0. 035

0. 025
0.02
0. 015
0.01
0. 005

X

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5: Erro relativo no caso das condigoes de fronteira (3) em fungao de z, no
caso de h = 1/100.

Rel . Error

0.02 —F p=0,0=-3
0. 015 y

0. 01 —— p=-0.5,0=-2.5
0. 005 p=-1,q=-2

0.20.40.60.8 X

Figura 6: Erro relativo no caso das condigoes de fronteira (4) como fungio de x, no
caso de h = 1/100.

-Log. Error

-Log. h

Figura 7: Log. do erro relativo no caso das condiges de fronteira (3) como fungao
do Log. de h
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-Log. Error
11
10 ~ p=0, g=-3
9
3 —— p=-0.5,0=-2.5

75 8 85 9 9.5 Log. N p=-1, g=-2

Figura 8: Log. do erro relativo no caso das condigoes de fronteira (4) como fungao
do Log. de h.

6. Conclusoes

Note-se que apesar de usarmos diferencas finitas de 2% ordem, a ordem de con-
vergéncia esperada neste caso é inferior, devido as singularidades da solugao. Nao
estando ainda concluida a andlise tedrica da convergéncia para este caso, podemos
apenas conjecturar, com base nos resultados obtidos, sobre a ordem de convergéncia.

Assim, em todos os exemplos considerados, verifica-se que a estimativa da ordem
de convergéncia é préxima de 1 ou inferior a 1, dependendo sobretudo dos valores
de p. Mais precisamente, para valores de p nao negativos obtém-se valores de k
préximos de 1, os quais se tornam mais baixos a medida que p diminui.

Os testes realizados mostraram também que o erro relativo dos resultados e, por
conseguinte, a sua ordem de convergéncia, praticamente nao dependem da constante
a, no caso de g(x) = a e®, para ambos os tipos de condigoes de fronteira (estes valores
mantém-se constantes, pelo menos, até a sexta casa decimal, quando a varia de 1
a 3). Tal estd de acordo com as previsoes tedricas, j4 que o valor de a nao tem
influéncia no cardcter da singularidade.

Uma forma de diminuir o efeito da singularidade e acelerar a convergéncia sera
utilizar uma substituicao de varidvel que permita obter uma solugdo mais regular
junto dos extremos. Essa abordagem foi aplicada, por exemplo, em [9], tendo
conduzido a métodos numéricos com uma ordem de convergéncia superior. Num
trabalho futuro, os autores tencionam analisar as substitui¢oes de varidvel aplicaveis
aos casos aqui estudados e adaptar os algoritmos numéricos ao uso dessa técnica.
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