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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma familia de métodos de gradiente con-
jugado. Definimos uma direcdo de busca que depende de dois parametros e nem
sempre satisfaz o critério das dire¢des conjugadas, mas que, de certa forma, é uma
aproximagdo da dire¢ao de Newton. Com uma escolha conveniente dos parametros,
obtemos alguns dos métodos conhecidos na literatura. Testes computacionais foram
realizados para comparar os novos métodos obtidos.

1. Introducao

Os métodos de gradiente conjugado tém despertado muito interesse para a reso-
lucao de problemas de minimizagao sem restrigoes de grande porte, devido a sua
grande vantagem de nao precisar guardar qualquer matriz, obtendo com isso um
baixo custo computacional. Recentemente, varios autores tém considerado diregoes
de busca que nao satisfazem o critério das dire¢bes conjugadas, optando por apro-
ximé-las, de alguma forma, da direcao de Newton e em seguida fazendo uma busca
linear inexata. Uma vasta literatura pode ser encontrada a respeito desse assunto,
muitas das quais serao mencionadas no decorrer deste trabalho.

Seja o problema

minimizar f(x), (1.1)
zeR™

onde f : IR™ — IR é uma fun¢ao com derivadas parciais continuas.

Os métodos considerados neste trabalho geram os iterados

Thy1 = T + ogdy, (1.2)

dpy1 = —Orgr41 + Brdi, (1.3)

1 Apoio financeiro da FUNPAR
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onde g denota g(x) = Vf(xg) e

(Okyr — 5-Pk) Gk
yhdy

Br = (1.4)
com Yx = Gr+1 — Gk € Pk = Tk+1 — T = pdi. Observemos que com uma escolha
conveniente dos escalares 0 e si obtemos alguns dos métodos conhecidos na lite-
ratura. Seja 6 = 1. Se s = 1 entdo, substituindo (1.4) em (1.3), temos a direcao
apresentada por Perry em [8]. Se s, — o0, temos a dire¢do de Hestenes-Stiefel [7].
Se a busca linear for exata, temos a dire¢ao de Polak-Ribiere [9] e, se os sucessivos
gradientes sdo ortogonais, temos a direcao de Fletcher-Reeves [6]. Agora, se

¢
PPk

0y = Lk
PrYk

(1.5)

e se s = 1 entdo, (1.4) é a férmula de Birgin-Martinez [2], que foi fortemente
motivada pelos trabalhos de Barzilai-Borwein [1] e Raydan [10] e deu bons resultados
computacionais.

Motivados pelo sucesso de Birgin-Martinez [2], considerando os bons resultados
obtidos por Sherali-Ulular [13], que exigem que a direcao de Perry [8] satisfaca
equagao

i1 = —Hi ! g1,

onde Hy 1 é a hessiana de f em x4, gerando B = (yx — épk)tgkﬂ/y,tcdk e inspi-
rados no trabalho de Dai-Yuan-Yuan [3] que é uma generalizagao, sob o ponto de
vista de interpolagdo, dos trabalhos de Barzilai-Borwein [1] e Raydan [10], tomare-
mos outros valores para 0y e si. Seja 6 dado por (1.5) e consideremos

t
- PrYk
ty =01 = ) 1.6
* p};pk (16)
O modelo quadratico
1
st = Jevs + aghape + 5tno il (1.7)

onde fr11 = f(zkt1), é uma aproximacao para f(zr11 + apg). E fécil ver que t
dado por (1.6) satisfaz a condigao de interpolacao

Vari1(=1) = gipr- (1.8)

Portanto, 0 dado por (1.5) é uma aproximagdo para a inversa da derivada
direcional segunda de f em xy41 ao longo de py.
Para qualquer t;, € IR, o modelo quadrdtico (1.7) satisfaz as condigdes de inter-
polacao
@+1(0) = fr+1 (1.9)

Var11(0) = gh 10k (1.10)
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Se (1.8) é substituida por uma outra condigdo de interpolagio

Gk+1(=1) = f, (L.11)
entdo podemos obter de (1.7) que

2(fk = frr1 + Ghapr)

t = (1.12)
|pell?
donde .
PrPk
0, = . (1.13)
2(fk = frv1 + 9h1Pk)
Além disso, podemos também construir um modelo cibico
1
crr1(@) = foqr + agp o pe + §tk0¢2||pk||2 + &a®
tal que as condigoes (1.8)-(1.11) sdo todas satisfeitas, donde segue que
6(fr — frur1) +4gt . + 29 pr
b = (fk = frv1) : 91Dk + 29Dk (1.14)
PPk
e, portanto,
t
Pk (1.15)

O = .
6(fr — fra1) +49) 1Pk + 29Dk

E facil ver que as formulas (1.13) e (1.15) sdo idénticas a (1.5) se f é quadrética no
segmento de reta xy e z411. Isto indica que se a fungéo objetivo é quadratica (1.13)
e (1.15) s@ao exatamente os mesmos que (1.5). Entdo para uma fungdo qualquer,
como estamos usando as informagoes do valor da fungao e do valor do gradiente em
x € w41 para derivar (1.13) e (1.15), é razodvel esperar que estas duas férmulas
sejam melhores que (1.5).

Portanto, (1.3) e (1.4) nos dao uma estrutura unificada produzindo uma familia
de métodos de gradiente conjugado.

Observamos que as diregoes de Sherali-Ulular e de Birgin-Martinez serdo para-
lelas se tomarmos o mesmo valor para os respectivos parametros s e 6.

2. O Algoritmo

Nesta secao descreveremos um método que é uma combinacao das idéias dos al-
goritmos de gradiente conjugado escalado de Birgin-Martinez [2] e Sherali-Ulular
[13].

Algoritmo 2.1: Dados z, € R", c=10"%7=09ee>0

Inicializagao
Faca
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k=0
do = —go

) 1, se k=0
A = Lou | = ak_lllﬁ’&;ﬁu, se k#£0
o = O

Enquanto f(zy + ady) > f(zk) + cagldi ou
g(x + adi)tdy, < rgkdy escolha o € [0.1,0.5] e
faga a = oau.
Fim

A =

Tht1 = Tk +1akdtk

B = W#, com 0, =1 (ou dado por (1.5) ou (1.13)

ou (1.15)) e s, = 1 (ou s = ;)

d = —0kgr+1 + Brdy

Se d'gr+1 < —107%(|d|[[|gx+1] entdo dy41 = d.

Sendo, di11 = —0kgra1
k=k+1
Até que ||g|| <€
Comentarios:
o A dire¢do d = —0gx11 + Ordi ndo é necessariamente uma diregao de descida.

E esta é a razado que motivou as vérias modifica¢oes da férmula de Perry [§]
feitas por Shanno [11].

Estamos usando como reinicializacao o mesmo critério ingénuo de Birgin-

Martinez [2]. Com isso estamos garantindo que d é uma direcdo de descida.

Em Dennis-Schnabel [4] e Fletcher [5] é mostrado que um comprimento de

passo a satisfazendo

[z + adi) < f(ak) + cagrde e gk +ady)'dy > rgldy

sempre existe se f é limitada inferiormente na dire¢ao dy.

[12].

Nas implementagoes também realizamos busca linear como em Shanno-Phua

Resultados Numeéricos e Conclusoes

Os resultados numéricos foram obtidos usando os problemas testes de Sherali-Ulular
. Consideramos oito métodos diferentes com dois critérios para escolha do
tamanho de passo inicial na busca linear. Os métodos foram identificados como
na Tabela 1 abaixo:

[13]
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Tabela 1

METODO Hk Sk

M,y PP/ DLk Qg

My PiPk/2(fk — fra1 + 91 1Pk) Qg

M; 1 Qg

M, PLoi/16(fx — frr1) + 498 ik + 295pe] | o

M P1Pk/ Pk 1

Mg PiPk/2(fk — frt1 + 91 Dk) 1

M 1 1

My Phoe/16(fx — frr1) + 498 o +295pe] | 1

Os resultados da Tabela 2 correspondem a escolha do passo inicial na busca

linear d 1 e os da Tabela 3 ' o k=0,
inear de a, =1 e os da Tabela 3 para aj, =

k P k ak,lw se k#0.

Os valores representados nas colunas das Tabelas 2 e 3 sao o nimero de iteragoes
e o numero de chamadas da fungao, exceto na primeira coluna, onde P é o niimero
do problema e n é o niimero de variaveis.

Tabela 2
P/n M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8
1/2 1730 1730 9/42 5/36 6/40 6/40 14771 16/79

2/2 28/184 | 27/202 | 35/113 | 24/116 | 43/237 | 37/208 33/180 14/102
3/4 | 130/461 | 102/366 | 216/647 | 118/357 | 164/643 | 254/857 | 53/242 | 250/836
4/4 | 100/388 | 169/630 | 115/355 | 116/436 | 105/485 | 78/307 52/209 | 108/420
5/2 30/93 11/44 16/66 9/55 35/102 9/39 12/48 12/71
6/5 | 126/469 | 137/470 | 172/454 | 203/597 | 143/556 | 131/500 | 153/466 | 97/374
6/10 | 356/929 | 343/885 | 277/647 | 271/759 | 225/702 | 252/779 | 347/881 | 227/713
7/20 22/61 25/64 18/61 25/56 24/56 17/51 35/101 34/87
7/40 34/93 36/92 28/81 38/101 27/66 36/93 64/149 40/108
7/200 | 87/209 | 96/255 | 77/170 | 110/261 | 93/246 | 79/220 96,/221 90/235
8/3 51/267 | 94/333 | 84/243 | 56/218 | 57/231 | 83/279 80,/260 70/275
9/5 | 304/937 | 266/874 | 201/535 | 209/657 | 235/684 | 271/886 | 368/1024 | 248/690

10/10 8/60 8/60 7/54 9/62 9/65 8/61 9/87 5/50
Tabela 3
B/n M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8
1/2 7/37 7/37 4721 11/54 6/16 6/16 7/107 7720

2/2 | 23/215 | 28/190 | 26/185 | 22/153 | 34/200 | 28/137 | 28/196 | 21/124
3/4 | 150/608 | 434/1801 | 160/1181 | 115/450 | 111/420 | 54/198 | 88/593 | 234/368
4/ | 69/368 | 97/547 | 42/224 | 82/377 | 179/1043 | 35/165 | 105/511 | 60/251
5/2 17/59 19/57 14/41 16/16 22/70 15/40 | 15/43 | 20/51
6/5 | 299/1343 | 355/1513 | 222/1664 | 112/390 | 197/711 | 173/632 | 67/477 | 121/390
6/10 | 437/1845 | 437/1916 | 454/3487 | 440,/2938 | 224/804 | 255/868 | 131/958 | 193/791
7/20 | 24/52 27/61 | 158/204 | 25/57 21/32 | 24/35 | 156/222 | 26/62
7/40 | 50/124 | 35/85 | 184/251 | 38/104 | 47/94 | 35/58 | 169/270 | 29/69
7/200 | 72/240 | 71/241 | 130/352 | 70/206 | 71/167 | 66/163 | 120/360 | 64/160
8/3 | 38/145 | 68/231 | 44/296 | 65/215 | 57/190 | 59/212 | 64/418 | 65/185
9/5 | 172/640 | 223/859 | 158/785 | 175/296 | 176/711 | 156/636 | 144/733 | 157/568
10/10 | 7/25 7/25 6/84 7/25 7/15 7/15 7/76 7/15

Dos resultados numéricos obtidos concluimos que os métodos sdo competitivos,
sendo que seu desempenho varia de acordo com o problema testado, com a escolha
de um determinado pardmetro usado na busca linear (nossas tabelas apresentam os
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resultados apenas com valor 1/3 para tal pardmetro) e com a escolha inicial para o
tamanho do passo ayj na busca linear.

Os autores deste trabalho agradecem ao Prof. Dr. Jin Yun Yuan (UFPR) pelos

comentarios e sugestoes recebidas.
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